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Extracto del prologo a la primera edicion 

Parece que no hay acuerdo sobre lo que ha de constituir un primer curso 
de Calculo y Geometri'a Anah'tica. Unos sostienen que el camino verdadero para 
entender el Calculo principia con un estudio completo del sistema de los numeros 
reales desarrollandolo paso a paso de manera logica y rigurosa. Otros insisten 
en que el Calculo es ante todo un instrumento para los ingenieros y flsicos; y por 
consiguiente, que un curso debe llevar a las aplicaciones del Calculo apelando a la 
intuicion, para despues, por el ejercicio en la resolution de problemas, alcanzar 
destreza operatoria. En ambos puntos de vista hay mucha parte de razon. 
El Calculo es una ciencia deductiva y una rama de la Matematica pura. A1 mismo 
tiempo es muy importante recordar que el Calculo tiene profundas rai'ces en pro¬ 
blemas flsicos y que gran parte de su potencia y belleza deriva de la variedad de 
sus aplicaciones. Mas es posible combinar un desarrollo teorico riguroso con una 
sana formation tecnica, y este libro representa un intento de establecer un sensible 
equilibrio entre las dos tendencias. Aunque se trate el Calculo como ciencia deduc¬ 
tiva, no por eso se abandonan las aplicaciones a problemas flsicos. Las demos- 
traciones de todos los teoremas importantes se consideran como una parte esencial 
en el desarrollo de las ideas matematicas, y con frecuencia van precedidas de una 
discusion geometrica o intuitiva para dar al estudiante una vision mas penetrante 
del porque de la demostracion. Aunque estas discusiones intuitivas pueden ser 
suficientes para el lector que no este interesado en los detalles de la demostracion, 
tambien se incluye la demostracion completa para aquellos que prefieran una 
exposition mas rigurosa. 

La disposicion de este libro ha sido sugerida por el desarrollo historico y 
filosofico del Calculo y la Geometri'a Anah'tica. Por ejemplo, se estudia la integra¬ 
tion antes de la diferenciacion. Aunque esta manera de ordenar la materia del 
curso sea poco frecuente, es historicamente correcta y pedagogicamente adecuada. 
Ademas, es el mejor camino para hacer patente la verdadera conexion entre la 
derivada y la integral. 

El concepto de integral se define en primer lugar para funciones escalonadas. 
Puesto que la integral de una funcion escalonada no es mas que una suma, la 
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teori'a de la integracion es extremadamente sencilla en este caso. Mientras el estu- 
diante aprende las propiedades de la integral para funciones escalonadas, adquiere 
experiencia en el uso de la notacion sumacion y al mismo tiempo se familiariza 
con el simbolismo de la integral. De esta manera se van construyendo los peldanos 
para que la transicion de funciones escalonadas a otras funcicnes mas generales 
parezca facil y natural. 


Prologo a la segunda edicion 

La segunda edicion difiere de la primera en muchos aspectos. Se ha anadido 
el Algebra lineal; los teoremas del valor medio y las aplicaciones del Calculo se 
han introducido en los primeros capitulos, y se ha anadido buen numero de 
nuevos y sencillos ejercicios. Una inspection del fndice revela que el libro se ha 
dividido en capitulos de menor extension, desarrollandose cada uno sobre un 
concepto importante. Varias secciones han sido escritas de nuevo y reorganizadas 
para proporcionar una mejor fundamentacion y mejorar la fluidez de las ideas. 

Al igual que en la primera edicion, cada concepto nuevo importante viene 
precedido de una introduccion historica, que describe su desarrollo desde una 
primera nocion ft'sica intuitiva hasta su formulation matematica precisa. El estu- 
diante descubre en parte los esfuerzos del pasado y los triunfos de los hombres 
que mas han contribuido al tema. De este modo el estudiante se convierte en 
participante activo en la evolucion de las ideas y no queda como mero observador 
pasivo de los resultados. 

La segunda edicion, como la primera, esta dividida en dos volumenes. Las dos 
terceras partes primeras del Volumen I tratan del Calculo con funciones de una 
variable, incluyendo las series y una introduccion a las ecuaciones diferenciales. 
La ultima tercera parte del Volumen I introduce el Algebra lineal con aplicaciones 
a la Geometria y al Analisis. Gran parte de estos temas se apoya solidamente en 
el calculo de ejemplos que ilustran la teori'a general. Elio proporciona una mezcla 
de Algebra y de Analisis y contribuye a preparar el camino para la transicion 
del Calculo con una variable al Calculo con varias variables, que se trata en el 
Volumen II. Un desarrollo mas amplio de Algebra lineal se hara necesario en la 
segunda edicion del Volumen II. 

Una vez mas reconozco con agrado mi deuda con los profesores H. F. Boh- 
nenblust, A. Erdelyi, F. B. Fuller, K. Hoffman, G. Springer, y H. S. Zuckerman. 
Su influencia en la primera edicion ha continuado en la segunda. En la prepara- 
cion de la segunda edicion, recibi tambien la ayuda del profesor Basil Gordon, 
que sugirio muchas mejoras. Estoy tambien agradecido a George Springer y 
William P. Ziemer, que leyeron las ultimas pruebas. El personal de Blaisdell 
Publishing Company, como siempre, ha prestado una gran ayuda; aprecio su 
simpatica aceptacion de mis deseos en lo relativo al formato y a la tipografia. 
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Por ultimo, tengo especial satisfaccion en expresar mi gratitud a mi esposa 
por haber contribuido en diversas formas a la preparacion de las dos ediciones. 
En testimonio de mi agradecimiento le dedico este libro. 

T. M. A. 

Pasadena, California 
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introducciOn 


Parte I. - lntroducci6n histdrica 


I 1.1 Los dos conceptos basicos del Calculo 

El considerable progreso habido en la ciencia y en la tecnica durante los 
ultimos cien anos procede en gran parte del desarrollo de las Matematicas. 
La rama de la Matematica conocida por Calculo integral y diferencial es un 
instrumento natural y poderoso para atacar multiples problemas que surgen en 
Fisica, Astronomia, Ingenieria, Qui'mica, Geologia, Biologfa, y en otros campos, 
incluyendo recientemente algunos de Ciencias sociales. 

Para dar una idea al lector de los muy diversos tipos de problemas que 
pueden tratarse por los metodos de Calculo se expone a continuation una pe- 
quena muestra de cuestiones seleccionadas entre los ejercicios que aparecen en 
capitulos posteriores de este libro. 

<LCon que velocidad deberfa ser impulsado un cohete para que nunca volviera 
a la Tierra? r,Cual es el radio del menor disco circular que cubra a todo triangulo 
isosceles de perimetro LI <j,Cual es el volumen de material extraido de una esfera 
de radio 2 r al atravesarla por un orificio cilfndrico de radio r cuyo eje pase por 
el centro de la esfera? Si un cultivo de bacterias crece en razon directa a la can- 
tidad que hay en cada instante, y la poblacion se duplica en una hora, £en cuanto 
se habra incrementado al cabo de dos horas? Si una fuerza de diez libras estira 
una cuerda elastica una pulgada, £que trabajo se necesita para estirarla un pie? 

Estos ejemplos, elegidos en distintos campos, ilustran algunas de las cues¬ 
tiones tecnicas que pueden ser resueltas como aplicaciones mas o menos ruti- 
narias del Calculo. 

El Calculo no solo es un instrumento tecnico, sino que contiene una colec- 
cion de ideas fascinadoras y atrayentes que han ocupado el pensamiento humano 
durante centurias. Estas ideas estan relacionadas con velocidad, area, volumen, 
razon de crecimiento, tangente a una linea, y con otros conceptos referentes a 
otros dominios. El Calculo obliga a detenerse y a pensar cuidadosamente acerca 
del significado de estos conceptos. Otro caracter notable del Calculo es su poder 
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unificador. Muchos de estos problemas pueden ser formulados de manera que se 
reduzcan a otros problemas de naturaleza puramente geometrica. A continuacion 
se procede a una breve description de tales problemas. 

Considerese una curva C situada encima de una lfnea horizontal base, como 
se indica en la figura 1.1. Se supone que esta curva tiene la propiedad de ser 
cortada por cada vertical, en un punto a lo mas. La parte sombreada de la 
figura esta formada por aquellos puntos situados por debajo de la curva C, enci¬ 
ma de la horizontal, y entre dos segmentos verticales paralelos que unen C con 
la base. El primer problema fundamental del Calculo es el siguiente: Determinar 
un numero que mida el area de esta region sombreada. 

Considerese despues una recta que sea tangente a la curva, tal como se 
ve en la figura 1.1. El segundo problema fundamental puede formularse de la 
siguiente manera: Determinar un numero que mida la pendiente de esta recta. 



Fundamentalmente, el Calculo se ocupa en la formulation precisa y la reso¬ 
lution de estos dos problemas considerados. En el Calculo se definen los con- 
ceptos de area y tangente y se calculan el area de una region dada y la pen¬ 
diente de la tangente a una curva dada. El Calculo integral se ocupa del problema 
del area y sera discutido en este eapitulo 1. El Calculo diferencial se ocupa del 
problema de la tangente y sera introducido en el capftulo 4. 

El estudio del Calculo exige una cierta preparation matematica. El presente 
capftulo trata de estos conceptos basicos y esta dividido en cuatro partes: La l. a 
parte da una perspectiva histories; la 2. a se refiere a la notacion y terminologfa 
en la matematica de conjuntos; la 3, a trata del sistema de numeros reales; la 
4. a ofrece la induccion matematica y la notacion sumatoria. Si el lector esta infor- 
mado de estos temas, puede abordar directamente el desarrollo del Calculo inte¬ 
gral en el capftulo 1. Si no, debera familiarizarse con las materias contenidas 
en esta introduction antes de iniciar el capftulo 1. 
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I 1.2 Introduction historica 

El origen del Calculo integral se remonta a mas de 2000 anos, cuando los 
griegos intentaban resolver el problema del area ideando el procedimiento que 
llamaron metodo de exhaucion. Las ideas esenciales de este metodo son real- 
mente muy simples y se pueden describir brevemente como sigue: Dada una 
region cuya area quiere determinarse, se inscribe en ella una region poligonal 
que se aproxime a la dada y cuya area sea de facil calculo. Luego se elige otra 
region poligonal que de una aproximacion mejor y se continua el proceso to- 
mando poligonos con mayor numero de lados cada vez, tendiendo a llenar la 
region dada. La figura 1.2 es una ilustracion del metodo en el caso de una region 
semicircular. Este metodo fue usado satisfactoriamente por Arquimedes (287- 
212 A.C.) para hallar formulas exactas de las areas del circulo y de algunas 
otras figuras especiales. 

Desde Arquimedes, el desarrollo del metodo de exhaucion tuvo que esperar 
casi 18 siglos, hasta que el uso de simbolos y tecnicas algebraicas se hizo pre- 
ciso en los estudios matematicos. El Algebra elemental que hoy dia es familiar 
a la mayoria de los alumnos de los ultimos cursos de ensenanza secundaria, era 
totalmente desconocida en tiempos de Arquimedes, lo que hacia imposible exten¬ 
der el metodo a cualquier clase de regiones, sin poseer manera adecuada de 
poder expresar los largos calculos en forma simplificada. 



Un cambio lento pero revolucionario, en el desarrollo de las notaciones ma- 
tematicas, empezo en el siglo xvi D.C. El engorroso sistema de numeration 
romano fue desplazado gradualmente por los caracteres arabigos utilizados hoy 
dia; los signos + y — fueron introducidos por primera vez, y se empezaron a 
reconocer las ventajas de la notation decimal. Durante este mismo periodo, los 
brillantes resultados de los matematicos italianos Tartaglia, Cardano y Ferrari 
que dieron soluciones algebraicas a las ecuaciones cubica y cuartica, estimulo 
el desarrollo de la Matematica y animo a la aceptacion del lenguaje algebraico 
nuevo y superior. Con la introduction muy extendida de los bien elegidos sim¬ 
bolos algebraicos, revivio el interes por el antiguo metodo de exhaucion y en 
el siglo xvi descubrieron multiples resultados parciales, los que como Cava- 
lieri, Toricelli, Roberval, Fermat, Pascal y Wallis fueron pioneros. 
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Gradualmente, el metodo de exhaucion fue transformandose en lo que hoy 
se conoce como Calculo integral, nueva y potente disciplina que tiene numero- 
sisimas aplicaciones no solo en problemas relativos a areas y volumenes, sino 
tambien en problemas de otras ciencias. Este metodo, que mantiene alguno de 
los caracteres originales del metodo de exhaucion, recibio su mayor impulso 
en el siglo xvn, debido a los esfuerzos de Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried 
Leibniz (1646-1716), y su desarrollo continuo durante el siglo xix, hasta que 
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) y Bernhard Riemann (1826-1866) le dieron 
una base matematica firme. Posteriores afinamientos y extensiones de la teorfa 
han llegado hasta la Matematica contemporanea. 


I 1.3 El metodo de exhaucion para el area de un segmento de parabola 

Antes de proceder al estudio sistematico del Calculo integral, sera instruc¬ 
tive aplicar el metodo de exhaucidn directamente a una de las figuras particu- 
lares tratadas por el mismo Arquimedes. La region en cuestion esta presentada 
en la figura 1.3 y puede describirse como sigue: Si se elige un punto arbitrario 
de la base de la figura y se designa por x su distancia a 0, la distancia vertical 
de este punto a la curva es x 2 . En particular, si la longitud de la base es b la 
altura de la figura es b 2 . La distancia vertical de x a la curva se denomina «orde- 
nada» de x. La curva asi descrita se denomina parabola y la region limitada por 
ella y por los dos segmentos rectilfneos, se llama segmento parabolico. 



Figura 1.3 Segmento parabdlico 


Figura 1.4 






El metodo de exhaucion para el area de un segmento de parabola 5. 

Esta figura puede encerrarse en un rectangulo de base b y altura b 2 , como 
se ve en la figura 1.3. Observando la figura parece natural afirmar que el area 
del segmento parabolico es menor que la mitad del area del rectangulo. Arqui- 
medes hizo el sorprendente descubrimiento de que el area del segmento para¬ 
bolico es exactamente un tercio de la del rectangulo; es decir, A = b 2 /3, donde 
A designa el area del segmento parabolico. Se vera a continuacion como se 
llega a este resultado. 

Se hace notar que el segmento parabolico dibujado en la figura 1.3 no esta 
elegido exactamente tal como lo dibujo Arquimedes y que los detalles que 



0 b 2b kb^ ^ rib 

n n n n 

Figura 1.5 Calculo del area de un segmento parabolico. 

siguen no son exactamente los utilizados por el. Sin embargo, las ideas esenciales 
son las de Arquimedes; lo que aqui se expone puede considerarse como el me¬ 
todo de exhaucion expuesto con la notacion moderna. 

El metodo consiste simplemente en lo siguiente: se divide la figura en un 
cierto numero de bandas y se obtienen dos aproximaciones de la region, una 
por defecto y otra por exceso, utilizando dos conjuntos de rectangulos como 
se indica en la figura 1.4. (Se utilizan rectangulos mejor que poligonos arbitrarios 
para simplificar los calculos.) El area del segmento parabolico es mayor que el 
area total de los rectangulos interiores pero menor que la de los rectangulos 
exteriores. 

Si cada banda se subdivide a su vez, se obtiene una nueva aproximacion 
con mayor numero de bandas, la reunion de las areas de los rectangulos inte- 
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riores crece, mientras que el total de las areas de los rectangulos exteriores 
decrece. Arqtumedes vio que se podia lograr el area con el grado de aproximacion 
deseado sin mas que tomar un nurfiero suficiente de bandas. 

El calculo efectivo en este caso se realiza como se indica a continuacion. 
Con objeto de simplificar se subdivide la base en n partes iguales, cada una de 
longitud b/n (vease fig. 1.5). Los puntos de subdivision corresponden a los si- 
guientes valores de x: 


b 2b 3b (n — 1 )b nb 

V/j y ) J ‘ > J ~“ O ■ 

n n n n n 


La expresion general de un punto de la subdivision es x=kb/n, donde k toma 
los valores sucesivos k = 0, 1, 2, 3, .., n. En cada punto kb/n se construye el 
rectangulo exterior de altura (kb/n) 2 como se indica en la figura 1.5. El area 
de este rectangulo es el producto de la base por la altura y es igual a: 



Si se designa por S„ la suma de las areas de todos los rectangulos exteriores, 
puesto que el area del rectangulo E-simo es ( b % /n 3 )k 2 se tiene la formula: 


( 1 . 1 ) 



+ 2 2 + 3 2 + • ■ • + n 2 ) . 


De forma analoga se obtiene la formula para la suma s„ de todos los rectangulos 
interiores: 


( 1 . 2 ) 


s n — 3 [l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + (n — l) 2 ]. 
n 


La forma de estas sumas es de gran importancia para su calculo. Notese 
que el factor que multiplica a b*/n 3 en la ecuacion (1.1) es la suma de los cua- 
drados de los n primeros numeros naturales: 

l 2 + 2 2 + ■ • • + rc 2 . 

(El factor correspondiente en la ecuacion (1.2) es analogo salvo que la suma 
tiene unicamente n— 1 sumandos.) Para valores grandes de n la obtencion de 
esta suma por adicion directa de sus sumandos es pesada, pero afortunada- 
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mente existe una interesante identidad que hace posible obtener esta suma por 
un camino mas simple, y es la siguiente: 

(1.3) l 2 + 2 2 + • ■ • + n 2 = - + - + - . 

3 2 6 

Esta identidad es valida para todo entero n - 1 y puede demostrarse del siguien¬ 
te modo: Se parte de la formula (k+\f = k i +3k 2 +3k+\ y se pone en la forma 

3k 2 + 3k + l = (k + l) 3 - k 3 . 

Haciendo k~ 1, 2, n— 1, obtenemos las n— 1 formulas 

3 • l 2 + 3 • 1 + 1 = 2 3 - l 3 
3 • 2 2 + 3 • 2 + 1 = 3 3 — 2 3 


3{n — l) 2 + 3 (m — 1) + 1 = n 3 — {n — l) 3 . 

A1 sumar estas formulas, todos los terminos del segundo miembro se reducen 
excepto dos y se obtiene 


3[1 2 + 2 2 + ■••+(« - l) 2 ] + 3[1 + 2+ • • • + (n - 1)] + (n - 1) = n 3 - l 3 . 


La segunda suma del primer miembro es la suma de los terminos de una pro- 
gresion aritmetica cuyo valor es J n(n— 1). Por tanto la ultima igualdad nos da 


(1.4) 


l 2 + 2 2 + ■ • • + ( n - l) 2 = - - - + 


Sumando n 2 a los dos miembros, obtenemos (1.3). 

Las expresiones exactas dadas en los segundos miembros de (1.3) y (1.4) no 
son necesarias para el objeto que aqui se persigue, pero sirven para deducir 
facilmente las dos desigualdades que interesan 

(1.5) l 2 + 2 2 + • • • + (n - If < - < l 2 + 2 2 + • • • + „ 2 

3 

que son validas para todo entero n ^ 1. Estas desigualdades pueden deducirse 
facilmente como consecuencias de (1.3) y (1.4), o directamente por induccion. 
(Vease la Seccion 1 4.1.) 
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Multiplicando ambas desigualdades en (1.5) por b 3 /n 3 y haciendo uso de 
(1.1) y (1.2) se dene: 

(1.6) s n <j<S n 

para cada n, y observandose que se presenta por primera vez el numero b 3 / 3. 
Las desigualdades en (1.6) expresan que para cada n el numero b 3 / 3 esta com- 
prendido entre s„ y S„. Pero ahora es facil probar que b 3 / 3 es el unico numero 
que goza de esta propiedad; es decir, que si A es un numero que verifica las 
desigualdades 

(1.7) s n <A<S n 

para cada entero positivo n, ha de ser necesariamente A = b 3 /3. Por esta razon 
dedujo Arqufmedes que el area del segmento parabolico es b 3 / 3. 

Para probar que A = b 3 /3 se utilizan una vez mas las desigualdades (1.5). 
Sumando n 2 a los dos miembros de la desigualdad de la izquierda en (1.5) se 
obtiene: 


l 2 + 2 2 + • • • + n 2 < — + n 2 . 

3 


Multiplicando por b 3 /n 3 y utilizando (1.1) se tiene 

( 1 . 8 ) 


s,< b i + b - 


Analogamente, restando n 2 de los dos miembros de la desigualdad de la derecha 
en (1.5) y multiplicando por b s /n 3 se Ilega a la desigualdad: 


(1.9) 


b 3 b 3 

~ -< . 

3 n 


Por tanto, cada numero A que satisfaga (1.7) ha de satisfacer tambien: 
(1-10) 


3 n 3 n 


para cada entero n ^ 1. Ahora bien, hay solo tres posibilidades: 


^> 7 ’ A< 3’ A ~3' 
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Si se prueba que las dos primeras conducen a una contradiction habra de ser 
A — b 3 /3, ya que, al estilo de Sherlock Holmes, se agotan asi todos las posibili- 
dades. 

Supongase que la desigualdad A > b 3 /3 fuera cierta. De la segunda desi- 
gualdad en (1.10) se obtiene: 


(Ill) 


A- b -< b - 
3 n 


para cada entero n> 1. Puesto que A — b s /3 es positivo, 
ambos miembros de (1.11) por A — b 3 /3 y multiplicando 
obtiene la desigualdad 


se pueden dividir 
despues por n se 


n < 


b 3 

A - b 3 /3 


para cada n. Pero esta desigualdad es evidentemente falsa para n>b 3 /(A — b 3 /3). 
Por tanto, la desigualdad A>b 3 /3 conduce a una contradiction. De forma ana- 
loga se demuestra que la desigualdad A<b 3 /3 conduce a su vez a una contra¬ 
diction y por tanto debe ser A = b 3 /3 como se ha afirmado antes. 


*1 1.4 Ejercicios 

1. (a) Modificar la region en la figura 1.3 tomando como ordenada para cada x el valor 2x 2 
en vez de x 2 . Dibujar la nueva figura. Siganse en este caso los pasos principales del 
apartado anterior y comparense ambos, estudiando la repercusion del cambio en el cal- 
culo de A. Efectuese lo mismo si la ordenada en cada x es: 

(b) 3x 2 , (c) lx 2 , (d) 2x 2 + 1, (e) ax 2 + c. 

2. Modifiquese la region en la figura 1.3 tomando como ordenada para cada x, x 3 en vez 
de x 2 . Dibujese la nueva figura. 

(a) Osese una construction analoga a la dibujada en la figura 1.5 y pruebese que las 
sumas interior y exterior S„ y s„ estan dadas por 

= ^ 4 (1 3 + 2 3 + ■ • • + « 3 ), «„ = U 3 + 2 3 + • • • + (n - l) 3 ]. 

(b) Utilicense las desigualdades (que pueden probarse por induction completa; vease 
Section I 4.2). 


( L1 2) l 3 + 2 3 + ••■+(«- l) 2 < ^- < is + 2 3 + •••+ 

4 

para demostrar que s„ < 6 4 /4 < S„ para cada n, y probar que b i /4 es el unico numero 
comprendido entre s„ y S„ para cada n, 

(c) iQue numero sustituye a b 4 /4 si la ordenada en cada x es ax 3 + c? 
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3. Las desigualdades (1.5) y (1.12) son casos particulares de las desigualdades mas generales 

„ k +i 

(1.13) \ k + 2 k + •••+(«- 1)* < --- < \ k + 2 k + ■ ■ ■ + n k 

k + 1 

que son validas para cada entero n> 1 y cada entero k > 1. Supuestas validas (1.13) 
generah'cense los resultados del ejercicio 2. 


I 1.5 Analisis critico del metodo de Arquimedes 

Mediante calculos analogos a los realizados en el apartado I 1.3, Arquimedes 
llego a la conclusion de que el area del segmento parabolico considerado es b 3 /3. 
Este hecho se acepto como un teorema matematico, hasta que pasados unos 
2000 anos se penso que debian analizarse los resultados desde un punto de vista 
mas critico. Para comprender por que hubo quien puso en duda la validez de las 
conclusiones de Arquimedes, es necesario tener presente los cambios importantes 
que han tenido lugar en la reciente historia de la Matematica. 

Cada rama del conocimiento es un conjunto de ideas descritas por medio 
de palabras y simbolos, y no se pueden comprender estas ideas sin un conoci¬ 
miento exacto de las palabras y simbolos que se utilizan. Ciertas ramas del cono¬ 
cimiento conocidas por sistemas deductivos, se distinguen de otras porque en 
ellas se elige a priori un numero de conceptos «no defmidos» y todo otro concepto 
en el sistema se define a partir de aquellos. Ciertas relaciones entre estos conceptos 
no definidos se toman como axiomas o postulados y otras relaciones que pueden 
deducirse de estos axiomas se denominan teoremas. El ejemplo mas familiar de 
sistema deductivo es la Geometria elemental euclidiana, que ha sido estudiada 
por toda persona culta desde la epoca de la Grecia antigua. 

El espiritu de la Matematica griega, siguiendo el metodo de postulados y 
teoremas como en la Geometria de los Elementos de Euclides, domino el pen- 
samiento de los matematicos hasta la epoca del Renacimiento. Una fase nueva 
y vigorosa en el desarrollo de la Matematica empezo con la aparicion del Algebra 
en el siglo xvi; y los 300 anos que siguieron fueron testigos de gran cantidad de 
descubrimientos importantes. El razonamiento logico preciso del metodo deductivo 
con el uso de axiomas, definiciones y teoremas, estuvo manifiestamente ausente 
en este periodo. Los matematicos de los siglos xvi, xvn y xvm recurrian a una 
mezcla curiosa de razonamiento deductivo combinado con la intuicion y la pura 
conjetura; y no es extrano que algunos de sus resultados se haya visto posterior- 
mente que eran incorrectos. No obstante, un numero sorprendente de descubri¬ 
mientos importantes ocurren en este periodo, y una gran parte de esta obra ha so- 
brevivido la prueba de la Historia, representando un tributo a la destreza y 
talento de aquellos cientificos. 
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Cuando empezo a disminuir el caudal de nuevos descubrimientos, aparecio 
un nuevo periodo de analisis critico; y poco a poco, los matematicos se vieron 
obligados a volver a las ideas clasicas del metodo deductivo, al intentar poner 
fundamentos firmes a la nueva Matematica . Esta fase del desarrollo, que empezo 
a principios del siglo xix y ha continuado hasta el momento presente, ha alcanzado 
un grado de abstraccion y pureza logica que ha superado todas las tradiciones de la 
ciencia griega. A la vez, ha proporcionado una comprension mas clara de los 
fundamentos no solo del Calculo, sino de todas las ramas de la Matematica. 

Hay muchas formas de estructurar el Calculo como sistema deductivo. Una 
manera posible, es tomar los numeros reales como conceptos no definidos o primi¬ 
tives. Algunas de las reglas que rigen las operaciones con los numeros reales 
pueden tomarse como axiomas. Este sistema de axiomas se ha incluido en la 
parte 3 de esta introduccion. Nuevos conceptos, tales como integral, limite, conti- 
nuidad, derivada, pueden definirse a partir de los numeros reales. Las propiedades 
de estos conceptos se deducen como teoremas a partir de los axiomas. 

Considerando el Calculo como una parte del sistema deductivo, el resultado 
de Arquimedes para el area del segmento parabolico no puede aceptarse como 
un teorema si no se da previamente una definicion satisfactoria de area. No es 
claro que Arquimedes hubiera formulado alguna vez una definicion precisa de 
lo que el entendia por area. Parece haber tornado como convenio que cada region 
tiene una area asociada a ella. Con esta hipotesis se ocupa de calcular areas de 
regiones particulares. En sus calculos utiliza propiedades del area que no se 
pueden probar mientras no se precise que se entiende por area. Por ejemplo, 
supone que si una region es interior a otra, el area de la region menor no puede 
exceder a la de la region mayor; y tambien que si una region se descompone 
en dos o mas partes, la suma de las areas de cada parte es igual al area de toda 
la region. Todas estas propiedades se atribuyen al area, y en toda definicion que se 
de del area estas propiedades han de poder deducirse como teoremas. Es verosimil 
que el mismo Arquimedes tomara el area como concepto primitivo, utilizando 
las propiedades mencionadas como axiomas. 

Actualmente se considera la obra de Arquimedes como importante mas que 
por calcular areas de figuras particulares, porque ha sugerido un camino razonable 
para definir el concepto de area para figuras mas o menos arbitrarias. A su vez, 
el metodo de Arquimedes sugiere un metodo para definir un concepto mucho mas 
genera], que es la integral; y a su vez, la integral no solo se utiliza para definir 
y calcular areas, sino tambien para establecer conceptos como longitud de un 
arco, volumen, trabajo y otros. 

Anticipandose a futuros desarrollos, y utilizando la terminologia del Calculo 
integral, el resultado del calculo efectuado en la Section I 1.3, para el segmento 
parabolico, se expresa frecuentemente como sigue: 


«La integral de x 2 de 0 a b es b 3 / 3.» 
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y se escribe simbolicamente: 



El simbolo / (una S alargada) se llama signo integral y fue introducido por 
Leibniz en 1675. El proceso que determina el numero b 3 /3 se denomina integra- 
cidn. Los numeros 0 y b que afectan al signo integral se denominan limites de inte- 
gracidn. El signo x 2 dx se ha de considerar como un todo. Su definicion debe 
darse de la misma manera que el diccionario describe la palabra «Marte» sin hacer 
referenda a «mar» ni a «te». 

El simbolo de Leibniz para la integral fue aceptado pronto por muchos mate- 
maticos, porque veian en la integracion un tipo de «proceso de sumacion» que 
permitfa sumar infinitas «cantidades infinitamente pequeiias». Por ejemplo, en el 
caso del segmento parabolico, el area se concebia como la «suma» de una infinidad 
de rectangulos infinitamente pequenos de altura x 2 y base dx. El signo integral 
representa el proceso de sumacion de todos estos rectangulos. Esta forma de 
razonar es muy sugestiva y dtil frecuentemente. Desde el punto de vista logico, 
adolece del defecto de no poder atribuir un significado exacto al concepto «can- 
tidad infinitamente pequena». Actualmente se sabe como introducir la integral 
mediante el numero real, sin utilizar conceptos misteriosos e inexplicables, como 
«infinitesimal». Esta definicion se dara en el capitulo 1. 


I 1.6 La introduccion al Calculo que se utiliza en este libro 

Una exposicion rigurosa y completa tanto del Calculo integral como del dife- 
rencial, depende esencialmente de un estudio cuidadoso del sistema de los numeros 
reales. El estudio en si de este sistema llevado a cabo en su totalidad, es un tema 
muy interesante pero un tanto largo, de forma que requiere un pequeno volumen 
para su completa exposicion. El metodo seguido en este libro es empezar con los 
numeros reales como elementos primitivos y tomar simplemente algunas de sus 
propiedades fundamentals como axiomas. Estos axiomas y algunos de los teoremas 
mas sencillos que pueden deducirse de eilos se discutiran en la parte 3 de este 
capitulo. Muchas de las propiedades de los numeros reales que se han tornado 
como axiomas son probablemente familiares al lector, por sus estudios de Algebra 
elemental. Sin embargo, hay algunas propiedades de los numeros reales que no se 
suelen tener en cuenta en el Algebra elemental, pero que juegan un papel impor- 
tante en el Calculo. Estas propiedades son consecuencia del llamado axioma del 
extremo superior (conocido tambien por axioma de la continuidad ) que se estudiara 
aqui con detalle. El lector puede parar su atencion en la parte 3 antes de entrar 
en el cuerpo fundamental del texto, o bien dejar la lectura de esta materia para 
mas adelante cuando se encuentre con aquellas partes de la teoria en las que se 



Introduction a la teoria de conjuntos 


13 


utilizan propiedades del extremo superior. Las materias en el texto que dependan 
del axioma del extremo superior se senalaran claramente. 

Para desarrollar el Calculo como una teoria matematica completa, serfa 
necesario exporter, junto al sistema de axiomas del numero real, un conjunto 
de «metodos de demostracion» que permitieran deducir los teoremas a partir de 
los axiomas. Cada afirmacion en la teoria tendria que ser justificada o como 
«una ley establecida» (es decir, un axioma, una definition o un teorema previa- 
mente probado), o como el resultado de aplicar a leyes establecidas uno de los 
metodos de demostracion aceptados. Un programa de esta naturaleza resultaria 
extremadamente largo y trabajoso, y ayudart'a muy poco a la comprension de la 
materia por el principiante. Afortunadamente no es necesario proceder de esta 
forma para llegar a una buena comprension y manejo del Calculo. En este libro se 
introducen las cuestiones prescindiendo de un formalismo exagerado y se hace 
amplio uso del razonamiento geometrico cuando se cree conveniente; pero al 
mismo tiempo, se procura que la exposition de las materias goce de la precision y 
claridad propias de la ciencia moderna. Todos los teoremas importantes de la 
teoria en cuestion, estan exph'citamente expuestos y rigurosamente demostrados. 

Para evitar interrumpir la sucesion de ideas, algunas de las demostraciones 
aparecen en secciones separadas senaladas con asterisco. Por la misma razon, 
algunos de los capi'tulos van acompanados de secciones suplementarias en las 
cuales se tratan con detalle algunos temas importantes relacionados con el Calculo. 
Algunos de ellos estan tambien senalados con asterisco para indicar que pueden 
omitirse o posponerse sin que se interrumpa la continuidad de la exposicion. 
El que se tomen mas o menos en consideration los apartados con asterisco, de- 
pende en parte de la preparation del lector y en parte de su interes. La persona 
que desee un curso completo de Calculo tanto en teoria como en la practica, 
tendra que leer toda la materia. El que se interese primeramente por las ideas 
basicas y la practica, podra suprimir los apartados con asterisco. 

Parte II. - Conceptos b&sicos de la Teoria de conjuntos 

l 2.1 Introduction a la Teoria de conjuntos 

En el estudio de cualquier rama de la Matematica, sea Analisis, Algebra o 
Geometria, resulta util emplear la notation y la terminologia de la Teoria de con¬ 
juntos. Esta teoria, que fue desarrollada por Boole y Cantor (f) a fines del siglo xix, 
ha tenido una profunda influencia en el desarrollo de la Matematica en el si¬ 
lt) George Boole (1815-1864) fue un logico-matematico ingles. Su libro. Investigation de las 
leyes del pensamiento, publicado en 1854, senala la creation del primer sistema practico de 
Logica simbolica. George F. L. P. Cantor (1845-1918) y su escuela crearon la moderna Teoria 
de conjuntos en el periodo 1874-1895. 
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glo xx. Ha unificado muchas ideas aparentemente inconexas y ha contribuido a 
reducir gran numero de conceptos matematicos a sus fundamentos logicos por un 
metodo elegante y sistematico. Un estudio riguroso de la Teorfa de conjuntos re- 
querirfa una amplia discusion que consideramos fuera del alcance de este libro. 
Por fortuna, las nociones basicas son en numero reducido, y es posible desarrollar 
un conocimiento practico de los metodos e ideas de la Teona de conjuntos a 
traves de una discusion informal. En realidad, no vamos a hacer una discusion 
de la moderna Teoria de conjuntos, sino precisar la terminologfa que deberemos 
aplicar a las ideas mas o menos familiares. 

En Matematicas, la palabra «conjunto» se emplea para representar una co- 
lection de objetos considerada como una sola entidad. Las colecciones designadas 
con nombres tales como «rebano», «tribu», «muchedumbre», «equipo» y «elec- 
torado» son todas ejemplos de conjunto. Los objetos que constituyen la coleccion 
se llaman elementos o miembros del conjunto, y de ellos se dice que pertenecen 
o que estan contenidos en el conjunto. A su vez, se dice que el conjunto contiene 
o esta compuesto de sus elementos. 

Nos ocuparemos principalmente de conjuntos de entes matematicos: conjuntos 
de numeros, de curvas, de figuras geometricas, etc. En muchas aplicaciones con- 
viene considerar conjuntos en los que no se supone nada acerca de la naturaleza 
de sus elementos. Tales conjuntos se llaman abstractos. La Teoria de conjuntos 
abstractos ha sido desarrollada para tratar con tales colecciones de objetos arbi- 
trarios, y precisamente a esa generalidad se debe el gran alcance de tal teorfa. 


I 2.2. Notaciones para designar conjuntos 

Corrientemente los conjuntos se designan con letras mayusculas: A, B,C,. .., 
X, Y, Z; y los elementos con minusculas: a, b, c,..., x, y, z. Utilizamos la notation 

x e S 

para indicar que «x es un elemento de S» o que «x pertenece a S». Si x no perte- 
nece a S esoribimos x £ S. Cuando convenga, desigharemos conjuntos escribiendo 
los elementos entre corchetes; por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos 
pares menores que 10 se expresa con el sfmbolo {2, 4, 6, 8} mientras que el de 
todos los enteros positivos se representa con {1, 2, 3, ...}; los tres puntos signi- 
fican «y asf sucesivamente». Los puntos suspensivos tan solo se utilizan cuando 
el significado de «y asf sucesivamente» sea claro. El metodo de citar los elementos 
de un conjunto entre corchetes se llama frecuentemente la notation en lista, 

El primer concepto fundamental que relaciona un conjunto con otro es la 
igualdad de conjuntos: 

definicion de igualdad de coniuntos. Se dice que dos conjuntos A y B 
son iguales (o identicos) si constan exactamente de los mismos elementos, en cuyo 
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caso escribiremos A — B. Si uno de los conjuntos contiene algun elemento que no 
esta en el otro, decimos que los conjuntos son distintos y escribimos A=AB. 

ejemplo 1. De acuerdo con esta definicion, los dos conjuntos {2, 4, 6, 8} 
y {2, 8, 4, 6} son iguales, ya que ambos constan de los cuatro elementos 2, 4, 6, 
y 8. De este modo, cuando usamos la notacion en lista para expresar un conjunto, 
el orden en que aparecen los elementos es indiferente. 

ejemplo 2. Los conjuntos {2, 4, 6, 8} y {2, 2, 4, 4, 6, 8} son iguales a 
pesar de que en el segundo conjunto los elementos 2 y 4 estan citados dos veces. 
Ambos conjuntos contienen los cuatro elementos 2, 4, 6, 8 y no otros, as! que 
la definicion exige que consideremos iguales esos conjuntos. Este ejemplo pone 
de manifiesto que no debemos exigir que los elementos citados en la notacion en 
lista sean todos distintos. Analogamente el conjunto de letras en la palabra 
Mississippi es identico al conjunto {M, i, s, p} que consta de las cuatro letras 
distintas M, i, s, y p. 


I 2.3 Subconjuntos 

A partir de un conjunto dado podemos formar nuevos conjuntos, llamados 
subconjuntos de aquel. Por ejemplo, el conjunto de los enteros positivos menores 
que 10 y divisibles por 4 (que es el conjunto {4, 8}) es un subconjunto de los 
enteros positivos pares menores que 10. En general, daremos la definicion siguiente: 

definicion de subconiunto. Se dice que un conjunto A es un subconjunto 
del conjunto B, y escribimos 


A c b , 

cuando todo elemento de A pertenece tambien a B. Decimos tambien que A esta 
contenido en B o que B contiene a A. El simbolo ^ se utiliza para representor 
la relacion de inclusion de conjuntos. 

La relacion A £ B no excluye la posibilidad de que B £ A. En realidad, po¬ 
demos tener las dos relaciones A £ B y B £ A pero esto se presenta tan solo si 
A y B tienen los mismos elementos. En otras palabras, 

A = B si y solo si A c B y B e A . 

Este teorema es consecuencia inmediata de las definiciones anteriores de igualdad 
e inclusion. Si A ^ EperoA -A B, decimos que A es un subconjunto propio de B; 
indicamos esto escribiendo A c B. 

En todas nuestras aplicaciones ocurrira que tendremos fijado de antemano un 
cierto conjunto S, y solo nos interesaran subconjuntos de aquel. El conjunto fun- 
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damental S puede variar de una aplicacion a otra; y sera considerado como el 
conjunto universal de cada teoria particular. La notacion 

{x | x e S y x satisface P} 

designara el conjunto de todos los elementos x de S que satisfacen la propiedad P. 
Cuando el conjunto universal al que nos refiramos se sobrentiende, omitiremos 
el citarlo abreviando la notacion poniendo {x | x satisface P}. Esto se lee «el con¬ 
junto de todos los x que satisfacen P». Los conjuntos representados de este modo 
quedan caracterizados por una propiedad definidora. Por ejemplo, el conjunto de 
todos los numeros reales positivos podria designarse por {x [ x>0}; el conjunto 
universal S en este caso se sobrentiende que es el conjunto de todos los numeros 
reales. Del mismo modo, el conjunto de todos los numeros pares positivos 
{2, 4, 6, . . .} puede designarse con {x | x entero par positivo}. Naturalmente, la 
letra x puede reemplazarse por otro signo adecuado. Asi, se puede escribir 

{x | x > 0} = {y | y > 0} = {t \ t > 0} 


etcetera. 

Puede ocurrir que un conjunto no contenga elementos. Un tal conjunto se 
llama conjunto vacio, y se representa mediante el simbolo 0. Consideremos el 0 
como subconjunto de cualquier conjunto. Hay quien imagina un conjunto como 
un recipiente (tal como una bolsa o una caja) que contiene ciertos objetos, sus 
elementos. Entonces, el conjunto vacio serfa un recipiente vacio. 

Para evitar dificultades y confusiones, debemos distinguir entre el elemento x 
y el conjunto {x} cuyo unico elemento es x. (Una caja con un sombrero dentro, es 
conceptualmente distinto del sombrero considerado solo.) En particular el con¬ 
junto vacio 0 no es lo mismo que el conjunto { 0 }. En realidad el conjunto vacio 
0 no contiene elementos, mientras que el conjunto { 0} contiene un elemen¬ 
to, 0 (Una bolsa que contiene una bolsa vacia no esta vacia.) Los conjuntos que 
contienen un solo elemento se llaman conjuntos de un elemento. 

Con frecuencia nos ayudamos de diagramas para hacer intuitivas las relacione? 
entre conjuntos. Por ejemplo, podemos pensar que el conjunto universal S es una 
region en el piano, y cada uno de sus elementos un punto. Los subconjuntos de S 
pueden imaginarse como colecciones de puntos interiores a S. Por ejemplo, en la 
figura 1.6(b) la porcion sombreada es un subconjunto de A y tambien de B. 
Las ayudas graficas de este tipo se llaman diagramas de Venn y se utilizan para 
comprobar la validez de ciertos teoremas de la Teoria de conjuntos o para sugerir 
metodos de demostracion de los mismos. Naturalmente, tales demostraciones se 
basan en las definiciones y conceptos y su validez dependera de un razonamiento 
correcto y no precisamente de los diagramas. 
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I 2.4 Reuniones, intersecciones, complementos 

A partir de dos conjuntos dados A y B, -siempre podemos formar un nuevo 
conjunto llamado reunion de A y B. Este nuevo conjunto se representa con el 
sfmbolo 


A u B (se lee «A reunion B») 





Figura 1.6 Reuniones e intersecciones. 


y se define como el conjunto de los elementos que pertenecen a A o a B o a 
ambos. Es decir, A u B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen 
por lo menos a uno de los conjuntos A, B. En la figura 1.6(a) la parte sombreada 
representa A u B. 

Analogamente, la intersection de A y B que se representa con el simbolo 
A O B (se lee: «A interseccion B») 

se define como el conjunto de los elementos comunes a A y a B. En la figura 1.6(b) 
se representa la interseccion de A y B. En la figura 1.6(c) se ve que la intersec¬ 
cion de A y B es el conjunto 0, puesto que A y B no tienen elementos comunes. 
Dos conjuntos A y B se llaman disjuntos si A r> B=0. 

Dados dos conjuntos A y B, se define la diferencia A — B (que tambien se 
llama complemento de B relativo a A) como el conjunto de los elementos de A 
que no pertenecen a B. Asf pues, segun la definicion 

A — B = {x\xe A y x$B}. 

En la figura 1.6(b) la porcion no sombreada de A representa A — B; la no som¬ 
breada de B representa B — A. 

Las operaciones de reunion e interseccion poseen muchas analogias formales 
con la adicion y multiplication ordinarias de numeros reales. Por ejemplo, puesto 
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que no existe cuestion de orden en las definiciones de reunion e intersection, se 
deduce que /l U B = B UA y que A n B = B n A. Es decir, la reunion y la in- 
terseccion son operaciones conmutativas. Asimismo dichas definiciones estan dadas 
de tal modo que las operaciones son asociativas : 

(A u B) u C = A u (B u C) y (A n B) n C = A n (B n C). 

Estos y otros teoremas relativos al «algebra de conjuntos» se citan como Ejercicios 
en la Seccion I 2.5. Uno de los mejores metodos para que el lector se familiarice 
con la terminologfa y las notaciones antes introducidas es deducir las demostra- 
ciones de cada una de estas leyes formales. Una muestra del tipo de razonamiento 
que se necesita aparece inmediatamente despues de los Ejercicios. 

Las operaciones de reunion e interseccion pueden extenderse a colecciones 
finitas o infinitas de conjuntos, de la manera siguiente: Sea 3? una clase (f) no 
vacla de conjuntos. La reunion de todos los conjuntos de 3? se define como el 
conjunto de todos aquellos elementos que pertenecen por lo menos a uno de los 
conjuntos de S ’, y se representa con el sfmbolo 

U A. 

Aef 

Si J^es una coleccion finita de conjuntos, sea por ejemplo J r = {A 1 , A 2 , .. ■, 
An}, escribimos 


U A = U A k = U A 2 U • • • U A n . 

Ae& k =1 

Analogamente, la interseccion de todos los conjuntos de se define como el 
conjunto de aquellos elementos que pertenecen a todos los conjuntos de J 5 "; se 
representa con el slmbolo 


n a . 

Aejr 


Al igual que antes, para colecciones finitas de conjuntos escribimos: 


n a 


n 

fl A k = a 1 n a 2 n • • • n A n . 

k=l 


(t) Para simplificar el lenguaje llamamos clase a una coleccion de conjuntos. Para representar 
clases empleamos letras mayusculas cursivas. La terminologfa y la notacion usuales de la 
Teorfa de conjuntos se aplica, naturalmente, a las clases. Asf, por ejemplo, A £ & significa que 
A es uno de los conjuntos de la clase &■, yrfc a significa que todo conjunto de s-J pertenece 
& 3 ), y asf sucesivamente. 
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La reunion y la intersection se han definido de manera que las leyes asociati- 
vas se satisfacen inmediatamente. En consecuencia no existira ambigiiedad cuando 
escribimos A x u A 2 U • • • u A n o A x O A 2 n • • • n A n . 

I 2.5 Ejercicios 

1. Ut'ilizar la notation en lista para representar los siguientes conjuntos de ntimeros reales. 

A = {x | jc 2 - 1 = 0} . D ={x \x 3 -2x 2 + x = 2}. 

B = {x | (jc - l) 2 = 0} . E = {x | (x + 8) 2 = 9 2 } . 

C = {x | a: + 8 = 9} . F = {x j (x 2 + 16a:) 2 = 17 2 } . 

2. Para los conjuntos del Ejercicio 1, observese que B £ A. Citar todas las relaciones de 
inclusion £ que son validas entre los conjuntos .4, B, C, D, E, F. 

3. Sean .4 = {1}, B = { 1, 2}. Discutir la validez de las afirmaciones siguientes (probar 

que unas son ciertas y explicar por que las otras son falsas). 

(a) A c B. (d) 1 e A. 

(b) A £ B. (e) 1 c A. 

(c) A e B. (f) 1 c B. 

4. Resolver el Ejercicio 3 si A = {1} yfl = {{l}, 1}. 

5. Dado el conjunto S = {1, 2, 3, 4}. Expresar todos los subconjuntos de S. Hay en total 
16, si contamos 0 y S. 

6. Dados los cuatro conjuntos siguientes 

A = {1, 2}, B = {{1}, {2}}, C = {{1}, {1, 2}}, D = {{1}, {2}, {1, 2}}, 

discutir la validez de las afirmaciones siguientes (probar que unas son ciertas y explicar 
por que las otras no lo son). 

(a) A = B. (d) A e C. (g) B <= D. 

(b) A £ B. (e) A <= D. (h) Be D. 

(c) A <= C. (f) B <= C. (i) A e D. 

7. Demostrar las propiedades siguientes de la igualdad de conjuntos. 

(a) {a, o} = {«}. 

(b) {a, b} = {b, a}. 

(c) {a} = {b, c } si y solo si a = b = c. 

Demostrar el conjunto de relaciones de los Ejercicios 8 al 19. (A1 final de esta Seccion se 
dan ejemplos de estas demostraciones). 

8. Leyes conmutativas. A u B = B u A, A n B = B n A. 
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9. Leyes asociativas: A (B U C) = (A U B) U C, A fA (B O, C) = (A B) C\ C. 

10. Leyes distributivas: A n (B U C) = (A n B) u (A n C), 

A u (5 n C) = (A u B) n (A u C). 

11. X u X = ,4, X n X = X, 

12. A £ X u 5, X n B c X. 

13. X u 0 = X, A n 0 = 0 . 

14. X u (X n B) = A, A n (A v B) = A. 

15. Si A £ C y B c C, entonces A '•J B c C. 

16. Si' C £ X y C £ .g, entonces C c. A n B. 

17. (a) Si X c B y B C, probar que A <= C. 

(b) Si4 £ B y Be C,probar que /f e C. 

(c) iQue puede afirmarse si 3 c B y fl c C? 

(d) Si x £ A y A £ B, ies cierto necesariamente que x 6 B? 

(e) Si x e .4 y A 6 B, £es cierto necesariamente que x £ B? 

18. X - (B n C) = (.4 - B) u (/l - C). 

19. Sea F una clase de conjuntos. Entonces 

B-U4 = n(fl-^) y * - pm - u (* - x>. 

Acjr AeP’ AaP AeF 

20. (a) Demostrar que una de las dos formulas siguientes es siempre correcta y la otra algu- 
nas veces es falsa: 


(i) A - (B - C) = (A - B) U C, 

(ii) A — (B v C) = (A — B) — C. 

(b) Establecer una condicion necesaria y suficiente adicional para que la formula que 
sea incorrecta sea siempre valida. 


Demostracion de la ley conmutativa A U B = B u A. Sean X=A U B, 
Y — B U A. Para demostrar que X = Y se demuestra que X £ Y e Y ^ X. Su- 
pongase que x e X. Entonces x esta por lo menos en A o en B. Luego, x esta por 
lo menos en B o en A; de modo que x £ Y. Asi',pues, todo elemento de X esta 
tambien en Y, con lo que X £ Y. Analogamente, encontramos que Y ^ X, de 
modo que X=Y. 

Demostracion de A O B cA, Si x e A n B, x esta simultaneamente en A 
y en B. En particular, x e A. Asi, pues, todo elemento de A n B esta tambien 
en A; por lo tanto, A n B c A. 



Introduction 


21 


Parte III. - Urt conjunto de axiomas para el sistema 
de numeros reales 


I 3.1 Introduccion 

Hay muchos metodos para introducir el sistema de los numeros reales. Un 
metodo corriente es el de empezar con los enteros positivos 1, 2, 3, ... y utilizarlos 
como base para construir un sistema mas amplio que tenga las propiedades 
deseadas. Brevemente, la idea de este metodo es tomar los enteros positivos como 
base para formar un sistema mas amplio, que es el de los numeros rationales 
positivos (cocientes de enteros positivos). Los numeros racionales positivos se 
utilizan a su vez como base para construir los irracionales positivos (numeros 
reales como V 2 y -n que no son racionales). El paso final es la introduccion de 
los numeros reales negativos y el cero. La parte mas dificil del proceso total es el 
paso de los numeros racionales a los numeros irracionales. 

Aunque la necesidad del numero irracional se habia presentado ya a los 
matematicos de la antigua Grecia en sus estudios geometricos, no se introdujeron 
metodos satisfactorios de construccion de los numeros reales a partir de los racio¬ 
nales hasta entrado el siglo xix. En esta epoca se perfilaron tres teorias distintas 
por Karl Weierstrass (1815-1897), Georg Cantor (1845-1918) y Richard Dede¬ 
kind (1831-1916). En 1889, el matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) 
dio cinco axiomas para los enteros positivos que se utilizaron como punto de 
partida para la construccion total. Una exposition detallada de esta construccion 
empezando por los axiomas de Peano y utilizando el metodo de Dedekind para 
introducir el numero irracional, se encuentra en el libro de E. Landau, Funda- 
mentos del Analisis (Nueva York, Chelsea Publishing Co., 1951). 

El punto de vista adoptado aqui no es constructive. Se inicia el proceso en 
un punto bastante avanzado, considerando los numeros reales como conceptos 
primitivos que satisfacen a un cierto numero de propiedades que se toman como 
axiomas; es decir, se supone que existen ciertos objetos, llamados numeros reales, 
que satisfacen los 10 axiomas enunciados en las cinco Secciones que siguen. 
Todas las propiedades de los numeros reales que se utilizaran en este libro, o estan 
entre los axiomas o se pueden deducir de ellos. Cuando los numeros reales se 
definen mediante un proceso constructive, las propiedades que se toman como 
axiomas tendran que demostrarse como teoremas. 

Mientras no se diga lo contrario, las letras a, b, c, . .. x, y, z que aparecen 
en los axiomas representan numeros reales cualesquiera. Los axiomas se agrupan 
en forma natural en tres grupos, que son, axiomas de cuerpo, axiomas de orden 
y axioma del extremo superior (llamado tambien axioma de continuidad o axioma 
de completitud). 
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I 3.2 Axiomas de cuerpo 

Junto con el conjunto de los numeros reales se supone la existencia de dos 
operaciones llamadas adicion y multiplication, tales que para cada par de numeros 
reales X e y se puede formar la suma de x e y, que es otro numero real designado 
por x+y y el producto de x por y designado por xy o x-y. La suma x+y y el 
producto xy estan univocamente determinados por x e y. A los signos + y • no 
se les asigna otro significado especial que el precisado en los axiomas. 

AXIOMA 1. PROPIEDAD CONMUTATIVA. X + y = y + X, Xy — yX . 

AXIOMA 2. PROPIEDAD ASOCiATiVA. x + (y + z) = (x + y) + z, x(yz) = (xy)z. 

AXIOMA 3. PROPIEDAD DISTRIBUTIVA. X(y + z) = Xy + XZ. 

axioma 4. existencia de elementos neutros. Existen dos numeros rea¬ 
les distintos, que se indican por 0 y 1 tales que para cada numero real x se tiene: 
0+x=x+0=x y 1 • x = x • 1 =x. 

axioma 5. existencia de NEGATivos. Para cada numero real x existe un 
numero real y tal que x+y = y+x=0. 

axioma 6. existencia del reci'proco. Para cada numero real existe 

un numero real y tal que xy—yx—1. 

Nota: Los numeros 0 y 1 de los axiomas 5 y 6 son los mismos que los del axioma 4. 

De los axiomas anteriores se puede deducir todas las leyes usuales del Algebra 
elemental. Las mas importantes de ellas se recogen a continuation como teoremas. 
En todos estos teoremas las letras a, b, c, d, representan numeros reales cuales- 
quiera. 


TEOREMA 1.1. LEY DE SIMPLIFICACION PARA LA SUMA. Si a+b — a + C , 

entonces b — c. (En particular esto prueba que el numero 0 del axioma 4 es unico.) 

teorema 1.2. posibilidad de la sustraccion. Dados a y b existe uno y 
solo un x tal que a+x = b. Este x se designa por b—a. En particular 0—ase es¬ 
cribe simplemente —ayse denomina el negativo de a. 


TEOREMA 1.3. 
TEOREMA 1.4. 
TEOREMA 1.5. 
TEOREMA 1.6. 


b — a = b + (—a). 

-(-a) = a. 

a(b — c) = ab — ac. 


0 • a = a • 0 = 0. 
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TEOREMA 1.7. LEY DE SIMPLIFICACION PARA LA MULTIPLICACION. Si 
ab = ac y a 0, entonces b = c. (En particular esto demuestra que el numero 1 del 
axioma 4 es unico.) 

teorema 1.8. posibilidad de la division. Dados ay b con a =+ 0, existe 
uno y solo un x tal que ax—b. La x se designa por b/a o ^ y se denomina cociente 
de b y a. En particular 1 /a se escribe tambien a -1 y se designa reciproco de a. 


teorema 1.9. 
TEOREMA 1.10. 
TEOREMA 1.11. 

TEOREMA 1.12. 
TEOREMA 1.13. 
TEOREMA 1.14. 
TEOREMA 1.15. 


Si a ?£ 0, entonces bja = b • a -1 . 

Si a 0, entonces (a ' 1 ) -1 = a. 

Si ab = 0 entonces o a— 0 o 6 = 0. 

(— a)b - —( ab) y {—a)(—b) = ab. 

{alb) + (eld) = {ad + bc)l{bd ) si 6 5 * 0 y d ^ 0 . 
{a/b){cld) = {ac)j{bd) si 6 + 0 y d =£ 0 . 

{a/b)j{cld) — {ad)j{bc) si b A 0 , c + 0 , y d ^ 0 . 


Para poner de manifiesto como estos teoremas pueden obtenerse como con- 
secuencia de los axiomas, se dan las demostraciones de 1.1 hasta 1.4, y serla ins¬ 
tructive para el lector tratar de demostrar los restantes. 

Demostracion de 1.1. Dado a + b = a + c. En virtud del axioma 5, se puede 
elegir y de manera que y + a = 0 , con lo cual y + {a + b)=y + (a + c), y aplicando 
la propiedad asociativa {y + a) + b = (y+a) + c, o sea, 0 + 6 = 0 + c. Pero en virtud 
del axioma 4, se tiene 0 + 6 = 6 y 0 + c = c, o sea, b — c. Observese que este teore¬ 
ma demuestra que existe un solo numero real que tiene la propiedad del 0 en el 
axioma 4. En efecto, si 0 y O' tuvieran ambos esta propiedad, entonces, 
0 + 0 ' = 0 y 0 + 0 = 0 ; por tanto, 0 + 0'=0 + 0 y por la ley de simplificacion 0 = 0 '. 


Demostracion de 1.2. Dados a y 6 se elige y de manera que n + y = 0 
y sea x=y+b. Entonces, a+x = a + (y + 6 ) = (o + y) + 6 = 0 + 6 = 6 . Por tanto, hay 
por lo menos una x tal que a + x = b. Pero en virtud del teorema 1.1, hay a lo 
sumo una. Luego hay una y solo una x en estas condiciones. 

Demostracion de 1.3. Sea x = 6 — a y sea y =6 + ( — a). Se trata de probar 
que x = y. Por definicion de b — a, x + a = b y 


y + a = [b + (—a)] + a — b + [(—a) + a] = 6 + 0 = b. 
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Por tanto, x+a = y+a, y en virtud de 1.1, x=y. 

Demostracion de 1.4. Se tiene a+( — a)=0 por definition de —a. Pero esta 
igualdad dice que a es el opuesto de (—a), es decir, que a——(—a) como se 
afirma en el teorema. 

*1 3.3 Ejercicios 

1. Demostrar los teoremas del 1.5 al 1.15, utilizando los axiomas 1 al 6 y los teoremas 
1.1 al 1.4. 

En los ejercicios del 2 al 10, demostrar las afirmaciones indicadas, o establecer las igual- 
dades dadas. Apliquense los axiomas 1 al 6 y los teoremas del 1.1 al 1.15. 

2 . -0 = 0 . 

3. T 1 = 1. 

4. El cero no tiene reciproco. 

5. — (a + b) = — a — b. 

6. — (a — b) = — a + b. 

7. (a — b) 4- (ft — c) = a — c. 

8 . Si a 5 * 0 y b ^ 0, entonces (aft) -1 = a -1 ft -1 . 

9. — (a/ft) = ( — a/ft) = a/( — ft) si ft 0. 

10. (a/ft) — (c/d) = (ad — bc)/(bd) si ft j* 0 y d ^ 0. 

I 3.4 Axiomas de or den 

Este grupo de axiomas se refiere a un concepto por el que se establece una 
ordenacion entre los numeros reales. Segun esta ordenacion se puede decidir si un 
numero real es mayor o menor que otro. Se introducen aqui las propiedades de 
orden, como un conjunto de axiomas referentes al nuevo concepto primitivo de 
positivo, para definir despues los conceptos de mayor que y menor que a partir 
del de positivo. 

Supondremos que existe un cierto subconjunto R + c R, llamado conjunto de 
numeros positivos, que satisfacen los tres axiomas de orden siguientes: 

axiom a 7. Si x e y pertenecen a R + , lo mismo ocurre a x+y y xy. 

axioma 8. Para todo real x ¥= 0, o x e R + o —x e R + , pero no ambos. 

axioma 9. 0 £ R + . 

Ahora se pueden definir los simbolos <, >, y 5: llamados respectivamente 
menor que, mayor que, igual o menor que, e igual o mayor que, de la manera 
siguiente: 


x<y significa que y—x es positivo. 
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y>x significa que x<y. 

x^y significa que o x<y o x = y. 

y^x significa que x^y. 


Por lo tanto, se tiene x > 0 si y solo si x es positive. Si x < 0 se dice 
que x es negativo-, si x ^ 0 se dice que x es no negativo. El par de desigualda- 
des simultaneas x < y, y < z se escriben frecuentemente en la forma mas breve x < 
< y < z; interpretaciones analogas se dan a las desigualdades compuestas 
x — y<z, x<y — z,x — y — z. 

De los axiomas de orden se pueden deducir todas las reglas usuales de calculo 
con desigualdades, las mas importantes de las cuales se dan a continuacion como 
teoremas. 

teorema 1.16. propiedad de tricotomia. Para a y b numeros reales 
cualesquiera se verifica una y solo una de las tres relaciones a < b, b < a, a = b. 


TEOREMA 

1.17. 

TEOREMA 

1.18. 

TEOREMA 

1.19. 

TEOREMA 

1.20. 

TEOREMA 

1.21. 

TEOREMA 

1.22. 

TEOREMA 

1.23. 

TEOREMA 

negativos. 

1.24. 

TEOREMA 

1.25. 


propiedad transitiva. Si a < b y b < c, es a < c. 

Si a<besa + c<b + c. 

Si a < b y c > 0 es ac < be. 

Si a =5^ 0 es c 2 > 0. 

1 > 0 . 

Si a < b y c < 0,es ac > be. 

Si a <b,es —a > — b. En particular si a < 0,es — a > 0. 
Si ab > 0 entonces a y b son o ambos positivos o ambos 

Si a < c y b < d, entonces a + b < c + d. 


Tambien aquf se demostraran solo algunos de estos teoremas, como ejemplo 
de como se procede en la demostracion. Los demas se dejan como ejercicio al 
lector. 

Demostracion de 1.16. Sea x = b — a. Si x = 0, entonces b — a — a — 
b = 0 y, por tanto, en virtud del axioma 9 no puede ser ni a > b ni b > a. 
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Si x 7 ^ 0, el axioma 8 afirma que o i > 0 o K 0, pero no ambos; por consi- 
guiente, o es a < ft o es ft < a, pero no ambos. Por tanto se verifica una y solo 
una de las tres relaciones a = ft, a < ft, ft < a. 

Demostracidn de 1.17. Si a < ft y ft < c, entonces ft — a > 0 y c — ft > 0. 
En virtud del axioma 7 se puede sumar obteniendose (b — a) + (c — b) > 0. 
Es decir, c — a > o, y por tanto, a < c. 

Demostracidn de 1.18. Sea x — a + c, y — b + c. Entonces y — x — b — a. 
Pero b — a > 0, por tanto, a < b. De donde y — x > 0, lo que significa x < y. 

Demostracidn de 1.19. Si a < b entonces b — a > 0. Si c >0 en virtud 
del axioma 7, se puede multiplicar c por (ft — a) obteniendose (ft — a) c > 0. 
Pero (ft — a)c = be — ac, por tanto, be — ac > 0 y esto significa be > ac como 
se queria demostrar. 

Demostracidn de 1.20. Si a > 0, en virtud del axioma 7 a ■ a > 0. Si 
a < 0, entonces — a > 0 y, por tanto, (— a) ■ (— a) > 0 en virtud del axioma 7. 
En ambos casos se tiene a 2 3 4 5 6 7 8 9 10 > 0 . 

Demostracidn de 1.21. Aplicando el teorema 1.20 al caso a = 1. 

*1 3.5 Ejercicios 

1. Demostrar los teoremas 1.22 al 1.25 utilizando los teoremas anteriores y los axiomas 
del 1 al 9. 

En los ejercicios del 2 al 10 demostrar las proposiciones y establecer las desigualdades 
dadas. Se pueden utilizar los axiomas del 1 al 9 y los teoremas del I. 1 al 1.25. 

2. No existe ningun numero real tal que x 2 + 1 = 0. 

3. La suma de dos numeros negativos es un numero negativo. 

4. Si a > O', tambien 1/a > 0; si a < 0, entonces 1/a < 0. 

5. Si 0 < a < b, entonces, 0 < ft" 1 < a" 1 . 

6 . Si a < ft y ft < c, es a < c. 

7. Sia<ftyft<cya = c, entonces 6 = c. 

8 . Para numeros reales a y ft cualesquiera, se tiene a 2 + ft 2 > 0. Si aft ^ 0, entonces 
es a 2 + ft 2 > 0. 

9. No existe ningun numero real a tal que x < a para todo real x. 

10. Si x tiene la propiedad que 0 < x < h para cada numero real positivo ft, entonces x = 0. 

I 3.6 Numeros enteros y racionales 

Hay ciertos subconjuntos de R que se distinguen porque tienen propiedades 
especiales de que no gozan todos los numeros reales. En esta Seccion se discutiran 
dos de estos subconjuntos, los numeros enteros y los numeros rationales. 
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Para introducir los enteros positivos se empieza con el numero 1, cuya 
existencia queda asegurada por el axioma 4. El numero 1 + 1 se representa por 
2, el 2 + 1 por 3, y asi sucesivamente. Los numeros 1, 2, 3, ..., obtenidos de 
este modo por la adicion repetida del 1 son todos positivos, y se llaman enteros 
positivos. En rigor, esta descripcion de los enteros positivos no es del todo precisa 
pues no hemos explicado con detalle lo que entendemos por «y asi sucesivamente» 
o por «adicion repetida del 1». Si bien la signification intuitiva puede parecer 
clara, en un estudio cuidadoso del sistema de los numeros reales es necesario dar 
una definition mas precisa de los enteros positivos. Hay varios modos de hacerlo. 
Un metodo consiste en introducir primero la notion de conjunto inductivo. 

definicion de CONJUNTO inductivo. Un conjunto de numeros reales se de- 
nomina conjunto inductivo si tiene las propiedades siguientes: 

a) El niimero 1 pertenece al conjunto. 

b) Para todo x en el conjunto, el numero x + 1 pertenece tambien al 
conjunto. 

Por ejemplo, R es un conjunto inductivo. Tambien lo es el conjunto RL Definire- 
mos los enteros positivos como aquellos numeros reales que pertenecen a todo 
conjunto inductivo. 

definicion de enteros positivos. Un numero real se llama entero positivo 
si pertenece a todo conjunto inductivo. 

Sea P el conjunto de todos los enteros positivos. Es un conjunto inductivo 
ya que a) contiene el 1, y b) contiene a * + 1 siempre que contenga x. Puesto que 
los elementos de P pertenecen a todo conjunto inductivo, nos referiremos a P 
como el menor conjunto inductivo. Esta propiedad del conjunto P constituye la 
base logica para un tipo de razonamiento que los matematicos denominan demos- 
tracion por induccion, que se expone con detalle en la parte 4 de esta Introduction. 

Los opuestos de los enteros positivos se llaman enteros negativos. Los enteros 
positivos junto con los enteros negativos y el 0 (cero), constituyen un conjunto Z 
que se llama simplemente conjunto de los enteros. 

En un estudio completo del sistema de los numeros reales, seria necesario al 
llegar aquf demostrar ciertos teoremas acerca de los enteros. Por ejemplo, la suma, 
la diferencia o el producto de dos enteros es un entero, pero el cociente de dos 
enteros no es necesariamente entero. Sin embargo, no entraremos en los detalles 
de tales demostraciones. 

Los cocientes de enteros a/b (siendo b ¥= 0) se llaman numeros racionales. 
El conjunto de los numeros racionales, representado por Q, contiene a Z como 
subconjunto. El lector deberia comprobar que Q satisface todos los axiomas de 
cuerpo y de orden. Por esta razon se dice que el conjunto de los numeros racio- 
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nales es un cuerpo ordenado. Los numeros reales que no pertenecen a Q se llaman 
irracionales. 

I 3.7 Interpretation geometries de los numeros reales como puntos de una recta 

Sin duda que el lector debe estar familiarizado con la representation de los 
numeros reales por medio de los puntos de una recta. Se elige un punto para 
representar el 0 y otro a la derecha del 0 para representar el 1, como se indica 
en la figura 1.7. Esta eleccion determina la escala. Si se adopts un conjunto de 
axiomas apropiados para la Geometria euclidea, cada numero real corresponde 
a uno y solo un punto de la recta y, reciprocamente, cada punto de la recta a un 
numero real y solo uno. Por esta razon la recta se denomina frecuentemente recta 
real o e/e real, y es costumbre utilizar las palabras numero real y punto como 
sinonimos. Por eso se dice muchas veces el punto x en vez del punto corres- 
pondiente al numero real x. 

La relacidn de orden entre los numeros reales tiene una interpretacion geome¬ 
tries simple. Si x < y, el punto x esta a la izquierda del punto y, como se ve en la 
figura 1.7. Los numeros positivos estan a la derecha del 0 y los negativos a la 
izquierda del 0. Si a < b, un punto x satisface las desigualdades a < x < b, 
si y solo si x esta entre a y b. 

Esta posibilidad de representar geometricamente los numeros reales es un 
auxiliar poderoso, pues permite descubrir y comprender mejor ciertas propiedades 
de los numeros reales. Aunque el lector debe observar que todas las propiedades 
de los rtumeros reales que se han dado como teoremas deben deducirse de los 
axiomas sin ninguna referencia geometrica, esto no prejuzga que no deba hacerse 
uso de la Geometria en el estudio de las propiedades de los numeros reales. Por el 
contrario, la Geometria sugiere a menudo el metodo de demostracion para un 
teorema particular, y algunas veces un argumento geometrico es mas sugestivo 
que la demostracion puramente analltica (dependiente exclusivamente de los axio¬ 
mas del numero real). En este libro, se utiliza con frecuencia la intuition geome- 


Figura 1.7 Ntimeros reales representados geometricamente en una Unea 

trica para aclarar determinadas cuestiones o para inducir a discusiones de otras. 
No obstante, las demostraciones de todos los teoremas importantes se presentan en 
forma analitica. 

I 3.8 Cota superior de un conjunto. elemento maximo, extremo superior 

Los nueve axiomas expuestos hasta ahora contienen todas las propiedades 
de los numeros reales estudiados ordinariamente en Algebra elemental. Hay otro 
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axioma de importancia fundamental en el Calculo que de ordinario no se estudia 
en los cursos de Algebra elemental. Este axioma (u otro equivalente) es necesario 
para establecer la existencia del numero irracional. 

En Algebra elemental se presentan numeros irracionales cuando se trata de 
resolver ciertas ecuaciones cuadraticas. Por ejemplo, se desea tener un numero 
real x tal que x 2 = 2. A partir de los nueve axiomas anteriores no se puede probar 
que exista un x en el sistema de los numeros reales que verifique tal ecuacion, ya 
que estos nueve axiomas son satisfechos tambien por los numeros racionales y no 
hay ningun numero racional cuyo cuadrado sea 2. (En el Ejercicio 11 de la Sec- 
cion I 3.12 se esboza una demostracion de esta afirmaeion.) El axioma 10 permite 
introducir numeros irracionales en el sistema de los numeros reales. Se vera 
tambien que atribuye al conjunto de los numeros reales una propiedad de conti- 
nuidad que es especialmente importante en el estudio del Calculo. 

Antes de exponer el axioma 10, conviene introducir alguna terminologia 
y notation especiales. Sea S un conjunto no vacio de numeros reales y supongamos 
que existe un numero B tal que 


x<B 

para todo x de S. Entonces se dice que S esta acotado superiormente por B. El nu¬ 
mero B se denomina una cota superior para S. Decimos una cota superior debido 
a que todo numero mayor que B tambien es una cota superior. Si una cota supe¬ 
rior B pertenece tambien a S, entonces B se llama el elemento maximo de S. A lo 
sumo puede existir un B que sea elemento maximo. Si existe, se escribe 

B = max S . 

Asf que, B = max S si BeSyx<,B para todo x de S. Un conjunto sin cota su¬ 
perior se dice que es no acotado superiormente. 

Los ejemplos que siguen ilustran el significado de estas denominaciones. 

ejemplo 1. Sea S el conjunto de todos los numeros reales positivos. Es un 
conjunto no acotado superiormente. No tiene cotas superiores ni elemento maximo. 

ejemplo 2. Sea S el conjunto de todos los numeros reales x tales que 
0 < x < 1. Este conjunto esta acotado superiormente por el 1. Su elemento maxi¬ 
mo es el 1. 

ejemplo 3. Sea T el conjunto de todos los numeros reales x tales que 
0 < x < 1. Es parecido al conjunto del ejemplo 2 salvo que el punto 1 no esta 
incluido. Este conjunto esta acotado superiormente por el 1 pero no tiene elemen¬ 
to maximo. 
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Algunos conjuntos, parecidos al del ejemplo 3, estan acotados superiormente 
pero no tienen maximo. Para ellos existe un concepto que sustituye al del maximo. 
Este se llama extremo superior del conjunto y se define como sigue: 


definici6n de extremo superior. Un numero B se denomina extremo su¬ 
perior de un conjunto no vacio S si B tiene las dos propiedades siguientes: 

a) B es una cota superior de S. 

b) Ningun numero menor que B es cota superior para S. 


Si S tiene maximo, este es tambien extremo superior de S. Pero si S no posee 
maximo, puede tener extremo superior. En el ejemplo 3 precedente, el numero 1 
emo superior para T si bien T no tiene maximo. (Ver figura 1.8.) 


es extremo superior para T si 

cotas superiores de S 

/ / 

/ , ///////////////////////;, 


ivi i vi v j ^/ivvvuvinu 

bien T no tiene maximo. (Ver figura 

cotas superiores de T 

/ 7 


maximo de S 


extremo superior de T 


a) S tiene maximo: b) T no tiene maximo, pero si 

max S = 1 extremo superior: sup T — 1 

Figura 1.8 Cotas superiores, maximo y extremo superior. 

teorema 1.26. Dos numeros distintos no pueden ser extremos superiores 
para el mismo conjunto. 

Demostracion. Sean B y C dos extremos superiores para un conjunto S. 
La propiedad b) implica que C > B puesto que B es extremo superior; analoga- 
mente, B > C ya que C es extremo superior. Luego, tenemos B = C. 

Este teorema nos expresa que si existe extremo superior para un conjunto S, 
hay solamente uno y puede decirse el extremo superior. 

Con frecuencia se emplea el termino supremo de un conjunto en vez de 
extremo superior utilizando la abreviatura sup, escribiendo entonces: 

B = sup S . 


I 3.9 Axioma del extremo superior (axioma de completitud) 

Podemos ahora establecer el axioma del extremo superior para el sistema de 
numeros reales. 
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Axioma 10. Todo conjunto no vacio S de numeros reales acotado superior- 
mente posee extremo superior; esto es, existe un numero real B tal que B = sup S. 

Insistamos una vez mas en que el extremo superior de S no pertenece nece- 
sariamente a S. En realidad sup S pertenece a S si y solo si S posee maximo, en 
cuyo caso max S = sup S. 

Las definiciones de cota inferior, acotado inferiormente, minimo, se formulan 
en forma parecida. El lector deberfa hacerlo como ejercicio. Si S tiene minimo, 
se expresa poniendo min S. 

Un numero L se llama extremo inferior (o infimo ) de S si a) L es una cota 
inferior para S, y b) ningun numero mayor que L es cota inferior para S. El extre¬ 
mo inferior de S, cuando existe, es unico y se designa por inf S. Si S posee minimo, 
entonces min S = inf S. 

Con el axioma 10, se puede demostrar el siguiente 

teorema 1.27. Todo conjunto no vacio S acotado inferiormente posee extre¬ 
mo inferior; esto es, existe un numero real L tal que L = inf S. 

Demostracidn. Sea — S el conjunto de los numeros opuestos de los de S. 
Entonces —S es no vacio y acotado superiormente. El axioma 10 nos dice que 
existe un numero B que es extremo superior de — S. Es facil ver que — B = inf S, 

Consideremos una vez mas los ejemplos de la Seccion anterior. En el ejem- 
plo 1, el conjunto de todos los numeros reales positivos, tiene el 0 como extremo 
inferior. Ese conjunto no tiene minimo. En los ejemplos 2 y 3, el 0 es el minimo. 

En todos esos ejemplos resulta facil decidir si el conjunto S es o no acotado 
superior o inferiormente, y tambien es facil determinar los numeros sup S e inf S. 
El ejemplo siguiente muestra que averiguar la existencia de las cotas superior o 
inferior puede resultar dificil. 

eiemplo 4. Sea S el conjunto de todos los numeros de la forma (1 + 1 /«)", 
donde n = 1, 2, 3, .. . . Si, por ejemplo, hacemos n — 1, 2, y 3, encontramos que 
los numeros 2, y ff pertenecen a S. Todo numero del conjunto es mayor que 1, 
con lo que el conjunto esta acotado inferiormente y por tan to tiene un extremo 
inferior. Con un pequeno esfuerzo podemos probar que 2 es el menor elemento 
de S de modo que inf S = min S = 2. Tambien el conjunto S esta acotado supe¬ 
riormente, aunque no es tan facil demostrarlo. (jlntentese!) Una vez sabido que S 
esta acotado superiormente, el axioma 10 nos asegura la existencia del extremo 
superior de S. En este caso no resulta facil determinar el valor del extremo superior 
de S a partir de la definicion de este conjunto. En un proximo capitulo veremos 
que el sup S es un numero irracional aproximadamente igual a 2,718. Es un nu¬ 
mero importante en Calculo llamado numero de Euler o numero e. 
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I 3.10 La propiedad arquimediana del sistema de los numeros reales 

Esta Seccion contiene algunas propiedades importantes del sistema de los 
numeros reales que son consecuencia del axioma del extremo superior. 

teorema 1.28. El conjunto P de los ettteros positivos 1, 2, 3, ... no esta 
acotado superiormente. 

Demostracidn. Supongase P acotado superiormente. Demostraremos que 
esto nos conduce a una contradiccion. Puesto que P no es vacfo, el axioma 10 
nos dice que P tiene extremo superior, sea este 6. El numero 6 — 1, siendo menor 
que 6, no puede ser cota superior de P. Luego, existe un mi'nimo entero positivo n 
tal que n > 6 — 1. Para este n tenemos n + 1 > 6. Puesto que n + 1 pertenece 
a P, esto contradice el que 6 sea una cota superior para P. 

Como corolarios del teorema 1.28, se obtienen inmediatamente las conse- 
cuencias siguientes: 

teorema 1.29. Para cada real x existe un entero positivo n tal que n > x. 

Demostracidn. Si no fuera asf, x serfa una cota superior de P, en contra- 
diccion con el teorema 1.28. 

teorema 1.30. Si x > 0 e y es un numero real arbitrario, existe un entero 
positivo n tal que nx > y. 

Demostracidn. Aplicar el teorema 1.29 cambiando x por y/x. 

La propiedad descrita en el teorema 1.30, se denomina frecuentemente 
propiedad arquimediana del sistema de los numeros reales. Geometricamente signi- 
fica que cada segmento, tan largo como se quiera, puede ser recubierto por un 
numero finito de segmentos de longitud positiva dada, tan pequena como se 
quiera. En otras palabras, una regia corta puede medir distancias tan largas como 
se quiera colocandola consecutivamente. Arquimedes, considerando esta como 
una propiedad fundamental de la linea recta, la considero como uno de los axio- 
mas de la Geometria. En los siglos xix y xx se han construido geometrfas no 
arquimedianas en las que se prescinde de este axioma. 

A partir de la propiedad arquimediana, podemos demostrar el teorema si- 
guiente que nos sera util en Calculo integral. 

teorema 1.31. Si tres numeros reales a, x, e y satisfacen las desigualdades 
( I14 ) a <, x <, a + ^ 

para todo entero n ^ 1, entonces x — a. 
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Demostracion. Si x > a, el teorema 1.30 nos dice que existe un entero 
positivo n que satisface n(x — a) > y, en contradiction con (1.14). Luego no 
puede ser x > a, con lo que debera ser x = a. 

I 3.11 Propiedades fundamentales del extremo superior 

En esta Section se consideran tres propiedades fundamentales de los extremos 
superior e inferior que se utilizaran en lo sucesivo. La primera de ellas establece 
que todo conjunto de numeros con extremo superior contiene numeros tan proxi- 
mos como se quiera a dicho extremo; del mismo modo, un conjunto con extremo 
inferior contiene numeros tan proximos a el como se quiera. 

teorema 1.32. Sea h un numero positivo dado y S un conjunto de nume¬ 
ros reales. 

a) Si S tiene extremo superior, para un cierto x de S se tiene 

x > sup S — h . 

b) Si S tiene extremo inferior, para un cierto x de S se tiene 

x < inf S + h . 

Demostracion de a). Si es x <, sup S — h para todo x de S, entonces 
sup S — h seria una cota superior de S menor que su extremo superior. Por con- 
siguiente debe ser x > sup S — h por lo menos para un x de S. Esto demuestra a). 
La demostracion de b) es parecida. 

teorema 1.33. propiedad aditiva. Dados dos subconjuntos no vacios 
Ay B de R, sea C el conjunto 

C = {a + b\ae A, be B) . 

a) Si A y B poseen extremo superior, entonces C tiene extremo superior, y 

sup C = sup A + sup B . 

b) Si A y B tienen extremo inferior, entonces C tiene extremo inferior, e 

inf C = inf A + inf B . 

Demostracion. Supongamos que A y B tengan extremo superior. Si c e C, 
entonces c = a + b, donde a e A y b e B. Por consiguiente c < sup A + sup B; 



34 


Introduction 


de modo que sup A + sup B es una cota superior de C. Esto demuestra que C tiene 
extremo superior y que 

sup C < sup A + sup B . 

Sea ahora n un entero positivo cualquiera. Segun el teorema 1.32 (con h = \/n) 
existen un a en A y un b en B tales que 

a > sup A - ^ , b > sup B - i . 

Sumando estas desigualdades, se obtiene 

2 2 2 
a + b > sup A + sup B — - , o sup A + sup B<a + b + -< sup C + -, 

puesto que a + b < sup C. Por consiguiente hemos demostrado que 

2 

sup C < sup A + sup B < sup C + - 

para todo entero n > 1. En virtud del teorema 1.31, debe ser sup C = sup A + 
sup B. Esto demuestra a), y la demostracion de b) es parecida. 

teorema 1.34. Dados dos subconjuntos no vacios S y T de R tales que 

s < t 

para todo s de S y todo t de T. Entonces S tiene extremo superior, y T extremo 
inferior, y se verifica 


sup S < inf T. 

Demostracion. Cada t de T es cota superior para S. Por consiguiente S tiene 
extremo superior que satisface la desigualdad sup S < t para todo t de T. Luego 
sup S es una cota inferior para T, con lo cual T tiene extremo inferior que no 
puede ser menor que sup S. Dicho de otro modo, se tiene sup S < inf T, como 
se afirmo. 

*1 3.12 Ejercicios 

1. Si x e y son numeros reales cualesquiera, x < y, demostrar que existe por lo menos un 
numero real z tal que x < z < y. 
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2. Si x es un numero real arbitrario, probar que existen enteros m y n tales que m < x < n. 

3. Si x > 0, demostrar que existe un entero positivo n tal que 1/n < x. 

4. Si x es un numero real arbitrario, demostrar que existe un entero n tinico que verifica 
las desigualdades n < x < n + 1. Este n se denomina la parte enlera de x y se designa 
por [x\. Por ejemplo, [5] = 5, [4] =2, [— f] = — 3. 

5. Si x es un numero real arbitrario, probar que existe un entero unico n que satisface la 
desigualdad n < x < n + 1. 

6. Si x e y son numeros reales arbitrarios, x < y, probar que existe por lo menos un nu¬ 
mero racional r tal que x < r < y y deducir de ello que existen infinitos. Esta propiedad 
se expresa diciendo que el conjunto de los numeros racionales es denso en el sistema 
de los numeros reales. 

7. Si x es racional, x ^ 0, e y es irracional, demostrar que x + y, x — y, xy, x/y, y/x son 
todos irracionales. 

8. i La suma o el producto de dos numeros irracionales es siempre irracional? 

9. Si x e y son numeros reales cualesquiera, x < y, demostrar que existe por lo menos un 
numero irracional z tal que x < z < y y deducir que existen infinitos. 

10. Un entero n se llama par si n — 2m para un cierto entero m, e impar si n + 1 es par. 
Demostrar las afirmaciones siguientes: 

a) Un entero no puede ser a la vez par e impar. 

b) Todo entero es par o es impar. 

c) La suma o el producto de dos enteros pares es par. ^Que se puede decir acerca de 
la suma o del producto de dos enteros impares? 

d) Si n 2 es par, tambien lo es n. Si a 2 = 2b 2 , siendo a y b enteros, entonces a y b son 
ambos pares. 

e) Todo numero racional puede expresarse en la forma a/b, donde a y b son enteros, 
uno de los cuales por lo menos es impar. 

11. Demostrar que no existe numero racional cuyo cuadrado sea 2. 

[ Indicacion . Utilizar el razonamiento de reduccion al absurdo. Supongase (a/b) 2 = 2, 
siendo a y b enteros, uno de ellos por lo menos impar. Utilizar partes del Ejercicio 10.] 

12. La propiedad arquimediana del sistema de numeros reales se dedujo como consecuencia 
del axioma del extreme superior. Demostrar que el conjunto de los numeros racionales 
satisface la propiedad arquimediana pero no la del extremo superior. Esto demuestra 
que la propiedad arquimediana no implica el axioma del extremo superior. 


*1 3.13 Existencia de raices cuadradas de los numeros reales no negativos 

Se ha visto anteriormente que la ecuacion x 2 — 2 no tiene solucion entre los 
numeros racionales. Con auxilio del axioma 10 se puede demostrar que la ecua¬ 
cion x 2 = a tiene solucion entre los numeros reales si a > 0. Tal x se denomina 
ralz cuadrada de a. 

En primer lugar, sin tener en cuenta el axioma 10, se pueden hacer las 
siguientes consideraciones. Los numeros negativos no pueden tener raices cuadra¬ 
das, pues si x 2 = a, al ser a un cuadrado ha de ser no negativo (en virtud del teo- 
remal.20). Ademas, si a = 0, x = 0 es la unica raiz cuadrada (por el.teoremaI.il). 
upongase, pues, a > 0. Si x 2 = a entonces x 7^ 0 y ( — x) 2 = a, por tanto, x y 
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su opuesto son ambos rafces cuadradas. Pero a lo sumo tiene dos, porque si 
x 2 = a e y 2 = a, entonces x 2 = y 2 y (x + y) (x — y) = 0, y en virtud del teore- 
ma 1.11, o x = y o x = — y. Por tanto, si a tiene rafces cuadradas, tiene exacta- 
mente dos. 

La existencia de una rafz cuadrada por lo menos se deducira posteriormente 
de un teorema importante de Calculo, conocido por el teorema del valor inter- 
medio para las funciones continuas, pero es instructive ver como la existencia 
de la rafz cuadrada se puede probar directamente a partir del axioma 10. 

teorema 1.35. Cada numero real no negativo a tiene una raiz cuadrada no 
negativa unica. 


Nota: Si a > 0, su raiz cuadrada no negativa se indicara por a 1 / 2 o por Va- Si 
a > 0, la raiz cuadrada negativa es —a 1 / 2 o — \/~a. 


Demostracidn. Si. a = 0, entonces 0 es la unica rafz cuadrada. Supongase 
pues que a > 0. Sea S el conjunto de todos los numeros reales positivos x tales que 
x 2 <. a. Puesto que (1 -f a) 2 > a, el numero (1 + a) es una cota superior de S. 
Pero, S es no vaefo, pues a/( 1 + a) pertenece a S; en efecto a 2 < a(l + a) 2 
y por tanto a 2 /(l + a) 2 <, a. En virtud del axioma 10, S tiene un extremo 
superior que se designa por b. Notese que b >a/( 1 + a) y por tanto b > 0. 
Existen solo tres posibilidades: b 2 > a, b 2 < a, b 2 = a. 

Supongase b 2 > a y sea c = b — (b 2 — a)/(2b) = |(6 + a/b). Entonces 
0 <c<b y c ! = i 1 - (b 2 — a) + (b 2 — a) 2 /(4b 2 ) = a + (b 2 - a) 2 l(4b 2 ) > a.. 
Por tanto, c 2 > x 2 para cada x en S, es decir, c > x para cada x en S; luego c 
es una cota superior de S, y puesto que c < b se tiene una contradiccion con el 
hecho de ser b el extremo superior de S. Por tanto, la desigualdad b 2 > a es 
imposible. 

Supongase b 2 < a. Puesto que b > 0 se puede elegir un numero positivo c 
tal que c < b y tal que c < (a — b 2 )/(3b). Se tiene entonces: 

(b + c) 2 = b 2 + c(2b + c)<b 2 + 3 be < b 2 + (a - b 2 ) - a. 

Es decir, b + c pertenece a S. Como b + c > b, esta desigualdad esta en 
contradiccion con que b sea una cota superior de S. Por tanto, la desigualdad 
b 2 < a es imposible y solo queda como posible b 2 = a. 

*1 3.14 Rafces de orden superior. Potencias racionales 

El axioma del extremo superior se puede utilizar tambien para probar la 
existencia de rafces de orden superior. Por ejemplo, si n es un entero positivo 
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impar, para cada real x existe un numero real y, y uno solo tal que y n = x, 
Esta y se denomina raiz n-sima de x y se indiea por: 

(1-15) y = X lln O y = Vx . 

Si n es par, la situacion es un poco distinta. En este caso, si x es negativo, no 
existe un numero real y tal que y n = x, puesto que y n > 0 para cada numero 
real y. Sin embargo, si x es positivo, se puede probar que existe un numero 
positivo y solo uno tal que y” = x. Este y se denomina la raiz n-sima positiva 
de x y se indiea por los simbolos (1.15). Puesto que n es par, (—y) n = y” y, 
por tanto, cada x_> 0 tiene dos raices n-simas reales, y y — y. Sin embargo, los 
simbolos x 1/n y Vx se reservan para la raiz n-sima positiva. No exponemos aqui 
las demostraciones de estas afirmaciones porque se deduciran mas adelante como 
consecuencia del teorema del valor intermedio para las funciones continuas (ver 
Section 3.10). 

Si r es un numero racional positivo, sea r = m/n, donde m y n son enteros 
positivos, se define x T como (x m ) 1/n , es decir como raiz n-sima de x m , siempre que 
esta exista. Si x ^ 0, se define x~ T = \/x r con tal que x r este definida. Partiendo 
de esas definiciones, es facil comprobar que las leyes usuales de los exponentes son 
validas para exponentes racionales: x T • x* = x r+g , ( x r ) g = x rg , y (xy) r = x r y r . 


*1 3.15 Representacion de los numeros reales por medio de decimates 

Un numero real de la forma 

(1.16) r = a 0 + — + — + • • • + — , 

10 10 2 10 " 


donde a 0 es un entero no negativo, y a t , a 2 , ... , a„ son enteros que satisfacen 
0 < a, ^ 9, se escribe corrientemente en la forma mas breve siguiente: 

t = aQ.a 1 a 2 a n • 

Se dice que esta es la representation decimal finita de r. Por ejemplo: 


1 

2 



50 



29 2 5 

- = 7 + - + -- = 7,25 . 
4 10 10 2 


Numeros reales de esta clase son necesariamente racionales y todos ellos son de 
la forma r = a/10" donde a es un entero. Sin embargo, no todos los numeros 
racionales pueden expresarse por medio de una representacion decimal finita. 
Por ejemplo, si j se pudiera expresar asi, se tendria ^ = a/ 10" o 3 a = 10” para 
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algun entero a. Pero esto es imposible, puesto que 3 no es divisor de ninguna 
potencia de 10. 

No obstante, cualquier numero real x > 0 puede aproximarse con un error 
tan pequeno como se desee por medio de una suma de la forma (1.16) si se 
toma n suficientemente grande. La razon de ello puede verse mediante el si- 
guiente argumento geometrico: si x no es entero, x esta comprendido entre dos 
enteros consecutivos, es decir, a„ < x < a 0 + 1. El segmento que une a 0 y 
a 0 + 1 puede subdividirse en diez partes iguales. Si x no coincide con uno de estos 
puntos de subdivision, x debe estar comprendido entre dos de ellos. Esto da lugar 
a un par de desigualdades de la forma 




donde a 2 es un entero (0 £ a x < 9). Se divide ahora, el segmento que une 

fli tfi + 1 

q-y a 0 H-en diez partes iguales (cada una de longitud 10“ 2 ) y 

10 10 

se continua el proceso. Si despues de un numero finito de subdivisiones, uno de 
los puntos coincide con x, x es un numero de la forma (1.16). Si no es asf, el 
proceso se continua indefinidamente y se engendra un conjunto de infinitos enteros 
a lt a 2 , a 3 , .. . En este caso se dice que x tiene la representacion decimal infinita 


X — flo'^1^2^3 * * * • 

Despues de n subdivisiones, x satisface las desigualdades 


‘" , + To + "' + 7S <,,< ‘ 1 " + w + '" + 


+ 1 
10 " 


las cuales dan dos aproximaciones de x, una por exceso y otra por defecto, 
por medio de decimales finitos que difieren en 10 _n . Por tanto, se puede lograr 
un grado de aproximacion deseado sin mas que tomar n suficientemente grande. 

Si x = J, es facil comprobar que a 0 = 0 y a„ = 3 para cada n > 1, y por 
tanto la aproximacion decimal correspondiente es: 

i = 0,333 ■■■. 

Cada numero irracional tiene una representacion decimal infinita. Por ejemplo, 
si x = Vl se pueden calcular por tanteo tanto digitos como se deseen de su 
aproximacion decimal. Pues V2 esta comprendido entre 1,4 y 1,5 ya que (1,4) 2 < 
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2 < (1,5) 2 . Analogamente, elevando al cuadrado y comparando con 2 se obtienen 
las siguientes aproximaciones sucesivas: 

1,41 <V2< 1,42, 1,414 < V2 < 1,415, 1,4142 < Vl < 1,4143 . 


Observese que el proceso anterior engendra una sucesion de intervalos de 
longitud 10~\ 10 -2 , 10 -3 , .... cada uno contenido en el anterior y conteniendo 
cada uno el punto x. Esto es un ejemplo del llamado encaje de intervalos, con- 
cepto que se utiliza algunas veces como base para construir los numeros irra- 
cionales a partir de los racionales. 

Puesto que en este libro se hara poco uso de los decimales, no se estudiaran 
sus propiedades con todo detalle, y solo se vera como se pueden definir analftica- 
mente expresiones decimales, con auxilio del axioma del extremo superior. 

Si x es un numero real positivo dado, sea a 0 el mayor entero < x. Torna¬ 
do a 0 , sea a, el mayor entero tal que: 


a 0 + — < x . 
10 


En general, determinados a 0 , a u . . . , a n -i, sea a„ el mayor entero tal que 


(1.17) 


n I a i I a 2 

“* + W + S 


+ ••• + —<X 
10 n 


Sea S el conjunto de todos los numeros: 


(1.18) 


«0 + 


-j_ -^2. _).... q. 

10 10 2 10 " 


obtenidos de esta forma para n = 0, 1,2.Puesto que S es no vacio y aco- 

tado superiormente, tiene un extremo superior que es facil comprobar que coin¬ 
cide con x. Los enteros a n , a lt a 2 , ... asf obtenidos se pueden utilizar para definir 
una expresion decimal de x, poniendo: 


X — tfo'^1^2^3 


donde el dfgito a n que ocupa el lugar n es el mayor entero que satisface (1.17). 
Por tanto, se puede escribir: 


| = 0,125000 

Si en (1.17) se sustituye el signo de desigualdad < por <, se obtiene una 
definicion de la expresion decimal algo distinta. El extremo superior de todos 
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los numeros de la forma (1.18) es tambi6n x\ sin embargo, los enteros a 0 , a lt a 2 ,... 
no han de ser necesariamente los mismos que satisfacen (1.17). Por ejemplo, si 
se aplica la segunda definicidn a x = 1, se encuentra a 0 = 0, a x = 1, a s = 2, 
a s = 4, y a„ = 9 para cada n > 4. Esto conduce a la representacidn decimal 
infinita 


i = 0,124999 

El que dos numeros reales puedan tener dos representaciones decimales 
distintas es un simple ejemplo del hecho de que dos conjuntos distintos de numeros 
reales pueden tener un mismo extremo superior. 


Parte IV. - Induccidn matem&tica, sfmbolos sumatorlos y 
cuestlones relaclonadas 


l 4.1 Ejemplo de demostracion por induccidn matematica 

Puesto que sumando 1 al entero k se obtiene k 4- 1 que es mayor que k, no 
existe ningun entero que sea el mayor de todos. Sin embargo, partiendo del nume- 
ro 1, se pueden alcanzar todos los enteros positivos, despues de un numero finito 
de pasos, pasando sucesivamente de k a k + 1. Esta es la base de un metodo de 
razonamiento que los matematicos llaman demostracidn por induccidrt. Se ilustrara 
la aplicacidn de este metodo, demostrando el par de desigualdades usadas en el 
apartado I 1.3 para el calculo del area del segmento parabdlico, es decir: 

(1.19) l 2 + 2 2 + • • • 4- (n - l) a < j < l 2 + 2® + • • • + n 2 . 

En primer Iugar, se considera la desigualdad de la izquierda, formula que abre- 
viadamente se indicara por A(n) (afirmacion referida a n). Es facil comprobar esta 
afirmacidn directamente para los primeros valores de n. Pues para n — 1, 2, 3, 
por ejemplo, se tiene: 


z((l):0<^, >1(2):1 2 <^, ,4(3): l 2 + 2 2 < \, 

J * J 


supuesto que se interprets que la suma del primer miembro es 0 cuando n = 1. 
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Se trata de probar que A(n) es cierta para cada entero positivo n. Se procede 
como sigue: se supone que la afirmacion se ha probado para un valor particular 
de n, sea n — k. Es decir, se supone que se ha probado 


A(k): l 2 + 2 2 + ■ • ■ + (k - l) 2 < - 

3 

para k > 1 fijo. Partiendo de ello se ha de deducir que se verifica para k + 1, 
es decir: 


A(k + 1): l 2 + 2 2 + • • ■ + fc 2 < (k - + 1)3 . 

3 

Sumando k 2 a los dos miembros de A(k) (que se supone que se ha probado) se 
obtiene la desigualdad 


l 2 + 2 2 + 


k 3 

+ k 2 <~ + k 2 . 


y para deducir como consecuencia de ella la A(k +1), basta demostrar 


L 3 + fc2 <(i±i)! 


Pero esto es consecuencia inmediata de la igualdad: 


(k + l) 3 = k 3 + 3fc 2 + 3k + 1 = L 3 + k 2 + k + i 
3 3 3 3 


Por tanto, se ha demostrado A(k +1) como consecuencia de A(k). Puesto que 
A(l) se ha comprobado directamente, se sigue que tambien A(2) es cierto. Sa- 
biendo que >4(2) es cierto, se sigue que tambien lo es >4(3), y asi sucesivamente. 
Puesto que cada entero puede alcanzarse por este proceso, A(n) es cierto para 
todo valor de n. Esto demuestra la desigualdad a la izquierda en (1.19). La desigual¬ 
dad a la 'derecha puede demostrarse del mismo modo. 


I 4.2 El principio de la induccion matematica 


Reflexione el lector sobre el esquema de la demostracion anterior. Primero se 
comprueba la afirmacion A(n) para n = 1. Luego se prueba que si la afirmacidn es 
cierta para un entero particular, tambien es cierta para el entero siguiente. De esto 
se concluye que la afirmacion es cierta para todos los enteros positivos. 
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La idea de induccion se puede ilustrar de muchas maneras no matematicas. 
Por ejemplo, supongase una fila de soldados de plomo numerados consecutiva- 
mente, y dispuestos de tal forma que si uno de ellos cae, por ejemplo, el senalado 
con el simbolo k, choca con el siguiente senalado con el sfmbolo k + 1. En se- 
guida se intuye lo que ocurrira si el soldado numero 1 se hace caer hacia atras. 
Tambien es claro que si fuera empujado hacia atras un soldado que no fuera el 
primero, por ejemplo, el senalado con n l3 todos los soldados posteriores a el 
caerfan. Este ejemplo ilustra una ligera generalizacion del metodo de induccion 
que puede expresarse en la forma siguiente. 

Metodo de demostracion por induction. Sea Ain) una afirmacion que con¬ 
vene el entero n. Se puede concluir que Ain) es verdadero para cada n > n t si 
es posible: 

a) Probar que A(nA es cierta. 

b) Probar, que supuesta A(k) verdadera, siendo k un entero arbitrario pero 
fijado > n lt que A(k + 1) es verdadera. 

En la practica, es generalmente.igual a 1. La justification de este metodo 
de demostracion es el siguiente teorema relativo a numeros reales. 

TEOREMA 1.36. PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA. Sea S Un COnjuntO 
de enteros positivos que tienen las dos propiedades siguientes: 

a) El numero 1 pertenece al conjunto S. 

b) Si un entero k pertenece a S, tambien k + 1 pertenece a S. 

Entonces todo entero positivo pertenece al conjunto S. 

Demostracion. Las propiedades a) y b) nos dicen que S es un conjunto in- 
ductivo. (Vease la Section I 3.6.) Por consiguiente S contiene cualquier entero 
positivo. 

Cuando se efectua la demostracion de una afirmacidn Ain) para todo n > 1 
por induccion matematica, se aplica el teorema 1.36 al conjunto S formado por 
todos los enteros para los cuales la afirmacion Ain) es cierta. Si se desea probar 
que Ain) es cierta solo para todo n > n,, entonces se aplica el teorema 1.31 al 
conjunto de los numeros n para los cuales es cierta Ain + n x — 1). 


*1 4.3 El principio de buena ordenacion 

Hay otra propiedad importante de los enteros positivos, llamada principio de 
buena ordenacion, que se utiliza tambien como base para demostraciones por 
induccion. Puede formularse como sigue. 
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TEOREMA 1.37. PRINCIPIO DE BUENA ORDENACION. Todo COtljuntO UO VCl- 
cio de enteros positivos contiene uno que es el menor. 


Observese que el principio de buena ordenacion se refiere a conjuntos de 
enteros positivos. El teorema no es cierto para cualquier conjunto de enteros. 
Por ejemplo, el conjunto de todos los enteros no tiene uno que sea el menor. 

El principio de buena ordenacion puede deducirse a partir del principio de 
induction. Esto se demuestra en la Seccion I 4.5. Concluimos esta Seccion con un 
ejemplo en el que se muestra como se puede aplicar el principio de buena ordena¬ 
cion para probar teoremas referentes a enteros positivos. 

Sea A(n) la siguiente igualdad: 

A(n): l 2 + 2 2 + • • • + n* = - + - + 

3 2 6 


Se observa que ,4(1) es cierta, puesto que 


l 2 = i + I + i ■ 


Se tienen, pues.dos posibilidades. O bien: 

(i) A(n) es cierta para cada entero positivo n, o 

(ii) existe por lo menos un entero positivo n para el que A(n) es falsa. 

Se trata de probar que si se supone la (ii), se llega a una contradiction. 
En virtud del principio de buena ordenacion existira un entero positivo k, 
que sera el menor entero positivo para el cual A(n) es falsa, k ha de ser mayor 
que 1 puesto que se ha visto que .4(1) es verdadera. Por tanto, la igualdad ha 
de ser cierta para k — 1 ya que k es el menor entero para el cual A(k) es falsa. 
Se puede, pues, escribir: 


A(k - 1): l 2 + 2 2 + • • ■ + (fc - l) 2 


(k - l) 3 , (It - l) 2 , k - 1 

—-- 1 - 1 - 

3 2 6 


Sumando kr a los dos miembros y simplificando el de la derecha, se tiene: 

k 3 k 2 k 

l 2 + 2 2 + -- - + fc 2 = - + 

3 2 6 

Pero esta igualdad prueba que A(k) es cierta; con lo cual se llega a una con¬ 
tradiction pues k era un entero para el cual A(k) era falsa. Como la proposi¬ 
tion (ii) conduce a una contradiction, se verifica la (i), lo que prueba que la 
identidad en cuestion es valida para todos los valores de n >1. Una consecuen- 
cia de esta identidad es la desigualdad de la derecha en (1.19). 
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Toda demostracion en la que, como aqui, se hace uso del principio de buena 
ordenacion, se puede sustituir por una demostracion por induccion. Por supuesto, 
que se podia haber hecho la demostracion en la forma acostumbrada, compro- 
bando la >1(1), para despues pasar de la A(k) a la A(k + 1). 

I 4.4 Ejercicios 

1. Demostrar por induccion las formulas siguientes: 


(a) 1+2+3 + • ••+«=«(« + l)/2. 

(b) 1 + 3 + 5 + • •• + (2n - 1) = n 2 . 

(c) l 3 + 2 3 + 3 3 + ■ ■ ■ + n 3 = (1 + 2 + 3 + ■ • • + n) 2 . 

(d) l 3 + 2 3 + •■•+(« - l) 3 < n 4 /4 < l 3 + 2 3 + • • • + n 3 . 


2. Observese que 


1 


1 = 1 , 

1 - 4 = -(1 + 2), 

1 -4 +9 = 1 +2 +3, 

- 4 + 9 - 16 = -(1 + 2 + 3 + 4). 


Induzcase la ley general y demuestrese por induccion. 

3. Observese que 


1 + i = 2 — £ , 
1 +i+i=2 — 

1 + 2+ i+ 8= 2— £ . 

Induzcase la ley general y demuestrese por induccion. 

4. Observese que 


1 

(1 - i)(! - i) = i , 
(1 - *)(i - D(i - i) = i ■ 


Induzcase la ley general y demuestrese por induccion. 

5. Hallar la ley general que simplifica el producto 





y demuestrese por induccion 
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6. Sea A(n) la proposicidn: 1 +2 + --•+»! = i(2n + l) 2 . 

a) Probar que si A(k) es cierta para un entero k, A(k + 1) tambien es cierta. 

b) Critiquese la proposicion «de la induccion se sigue que A(n) es cierta para todo n». 

c) Transformese A(n) cambiando la igualdad por una desigualdad que es cierta para 
todo entero positivo n. 

7. Sea Mj el menor entero positivo n para el que la desigualdad (1+ -v)">l + nx +nx z 
es cierta para todo x > 0. Calcular n x , y demostrar que la desigualdad es cierta para 
todos los enteros n > n x . 

8. Dados numeros reales positivos , a 2 , a 3 , . . ., tales que a n < para todo n > 2, 

donde c es un numero positivo fijo, apliquese el metodo de induccion para demostrar que 
a, l < a 1 c" _1 para cada n > 1. 

9. Demuestrese por induccion la proposicion siguiente: Dado un segmento de longitud 
unidad, el segmento de longitud \/~ n se puede construir con regia y compas para cada 
entero positivo n. 

10. Sea b un entero positivo. Demostrar por induccion la proposicion siguiente: Para cada 
entero n > 0 existen enteros no negativos q y r tales que: 

n = qb 4- r , 0 < r <b . 

11. Sean n y d enteros. Se dice que d es un divisor de n si n = cd para algun entero c. 
Un entero n se denomina primo si n > 1 y los unicos divisores de n son 1 y n. Demos¬ 
trar por induccion que cada entero n > 1 es o primo o producto de primos. 

12. Expliquese el error en la siguiente «demostracion» por induccion. 

Proposicidn. Dado un conjunto de n nifias rubias, si por lo menos una de las 
ninas tiene ojos azules, entonces las n ninas tienen ojos azules. 

«Demostracion». La proposicidn es evidentemente cierta si n = 1. El paso de k 
a k + 1 se puede ilustrar pasando de n = 3 a n = 4. Supongase para ello que la pro- 
pcsicion es cierta para n = 3 y sean G v G 2 , G 3 , G 4 , cuatro ninas rubias tales que una 
de ellas, por lo menos, tenga ojos azules, por ejemplo, la G r Tomando G v G 2 , G 3 , con- 
juntamente y haciendo uso de la proposicidn cierta para n = 3, resulta que tambien G 2 y 
G 3 tienen ojos azules. Repitiendo el proceso con G v G 2 y G 4 , se encuentra igualmente 
que G 4 tiene ojos azules. Es decir, las cuatro tienen ojos azules. Un razonamiento ana- 
logo permite el paso de k a k + 1 en general. 

Corolario, Todas las ninas rubias tienen ojos azules. 

Demostracion. Puesto que efectivamente existe una nina rubia con ojos azules, se 
puede aplicar el resultado precedente al conjunto formado por todas las ninas rubias. 

Nota: Este ejemplo es debido a G. Polya, quien sugiere que el lector compruebe 
experimentalmente la validez de la proposicidn. 


*1 4.5 Demostracion del principio de buena ordenacion 

En esta Seccion se deduce el principio de buena ordenacion del de induccion. 
Sea T una coleccion no vacia de enteros positivos. Queremos demostrar que 
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T tiene un numero que es el menor, esto es, que hay en T un entero positivo t„ 
tal que t 0 <, t para todo t de T. 

Supongamos que no fuera asf. Demostraremos que esto nos conduce a una 
contradiccion. El entero 1 no puede pertenecer a T (de otro modo el serfa el 
menor numero de T). Designemos con S la coleccion de todos los enteros posi¬ 
tives n tales que n < t para todo t de T. Por tanto 1 pertenece a S porque 1 < t 

para todo t de T. Seguidamente, sea k un entero positivo de S. Entonces k < t 

para todo t de T. Demostraremos que k -j- 1 tambien es de S. Si no fuera asf, 

entonces para un cierto t , de T tendrfamos t x < k + 1. Puesto que T no posee 
numero mfnimo, hay un entero t 2 en T tal que t 2 < t u y por tanto t 2 < k + 1. 
Pero esto significa que f 2 k, en contradiccion con el hecho de que k < t para 
todo t de T. Por tanto k + 1 pertenece a S. Segun el principio de induccion, 
S contiene todos los enteros positivos. Puesto que T es no vaefo, existe un entero 
positivo t en T. Pero este t debe ser tambien de S (ya que S contiene todos los 
enteros positivos). De la definicion de S resulta que t < t, lo cual es absurdo. Por 
consiguiente, la hipotesis de que T no posee un numero mfnimo nos lleva a una 
contradiccion. Resulta pues que T debe tener un numero mfnimo, y a su vez 
esto prueba que el principio de buena ordenacion es una consecuencia del de 
induccion. 

I 4.6 El sfmbolo sumatorio 


En el calculo del area de un segmento parabolico, aparece la suma 
(1.20) l 2 + 2 2 + 3 2 + • • • + n 2 . 

Observese que el termino general de esta suma es de la forma k 2 y se obtiene 
cada uno de los sumandos dando a k los valores 1, 2, 3, .... n. Existe un sfmbolo 
muy util y conveniente que permite escribir sumas en forma abreviada denomi- 
nado simbolo sumatorio y que consiste en la letra griega 2 . Utilizando el sfmbolo 
sumatorio se puede escribir la suma (1.20) como sigue: 

n 

Ik 2 . 

k=l 

Este sfmbolo se lee: «Suma de k 2 desde 1 hasta n». El convenio es que los nu- 
meros que aparecen encima y debajo de I indican el recorrido de los valores 
de k. La letra k se considera como el indice de sumacion. Es evidente que no 
es necesario utilizar precisamente la letra k, sino que se puede tomar en su lugar 
otra letra cualquiera. Por ejemplo, en vez de 2*=i k 2 se puede escribir 2"=i i 2 » 
2 "=i/ 2 >2LiW 2 , etc., todas las cuales son distintas notaciones para una misma 
cosa. Las letras i, j, k, m, etc., que se utilizan al efecto, se denominan indices. 
No serfa acertado utilizar la letra n para el fndice en este ejemplo particular, pues 
n indica ya el numero de terminos. 
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Mas general, cuando se desea formar la suma de ciertos numeros reales 

Q\ y 0-21 • ■ • » &n* 

( 1 . 21 ) a 1 + a 2 + ' ' ' + a n 

utilizando el simbolo sumatorio se escribe abreviadamente: 

(1.22) 2 a k . 

k—l 


Por ejemplo: 


— a i + a 2 + a 3 + a 4 , 

*=i 
5 

2 x i = x i + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 . 

i =1 

Algunas veces es conveniente empezar la sumacion por el 0 o por algun 
valor del indice diferente de 1. Por ejemplo, se tiene: 

4 

2 = x 0 + x 4 + x 2 + x 3 + x 4 , 

i = 0 

2 n 3 = 2 3 + 3 3 + 4 3 + 5 s . 

71 = 2 

Otras formas de utilizar el simbolo de sumacion, se indican a continuation: 

4 

2 x m+1 = x + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 , 

m=0 

I V- 1 = 1 + 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 . 

3 = 1 

Para poner de manifiesto una vez mas que la election del indice carece de im- 
portancia, se observa que la ultima suma se puede escribir en cada una de las 
formas siguientes. 


6 

22- 1 


a=i 


5 5 


= 22 r = 22 5 -" 

r=0 7i=0 



k= 1 
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Nota-. Desde un punto de vista estrictamente Iogico, los simbolos en (1.21) y 
(1.22) ho se encuentran entre los axiomas del sisteraa de numeros reales, y por lo tanto 
desde un punto de vista riguroso, se tendrian que definir estos nuevos simbolos a partir 
de los simbolos primitivos del sistema considerado. Esto se consigue mediante una defi- 
nicidn por induction, la cual, como la demostracidn por induccion, consta de dos partes: 
a) Se define 


2 a k = a i ■ 


b) Supuesta definida a k P ara un n > 1 fijo, se define: 

W+l 

2 

k= 1 

Por ejemplo, se puede tomar n = 1 en b) y hacer uso de a) para obtener: 


«+l / n \ 

2 °k = + °n+ 1 - 

fc = l \fc=l / 


2 1 

2 a k = 2 a k + a 2 = fli + fl 2 • 

1 k~\ 


Definida 2*=i a k • se puede aplicar otra vez b) con n = 2 para obtener 


3 2 

2 fl * = 2 fl t+ fl 3=( a l+ a i) + “3 ■ 

k= 1 k=l 


En virtud de la propiedad asociativa de la adicion (axioma 2), la suma («i 4- a 2 ) 4- a 3 
es la misma que a i + (u 2 + « 3 ) y, por tanto, se pueden suprimir los parentesis sin peligro 
de confusidn y escribir simplemente a 1 + a 2 + a 3 para 2|=j a k ■ Analogamente: 

4 3 

2 a k — 2 a k + a i = ( a i + a 2 + a 3 ) + a 4 . 

fc=i /t=i 


En este caso se puede demostrar que la suma (a 1 + a 2 + a 3 ) + o 4 es la misma que 
(ttj + a 2 ) + (a 3 + a 4 ) y que a x + (a 2 + a 3 + a 4 ), y por tanto se pueden suprimir los 
par6ntesis tambien sin peligro de ambigiiedad y escribir: 

4 

2 a k = °i + °2 ° 3 ■*" a * • 

k =1 

Prosiguiendo asi, se encuentra que a) y b) simultaneamente dan una definicion com- 
pleta del simbolo escrito en (1.22). Se considers que la notacion (1.21) es mas bien 
otra forma de escribir (1.22). Tal notacion esta justificada por la ley asociativa general 
de la adicion, que aqui no se enunciara con mas detalle ni demostrara. 

Notese que la definition por induction y la demostracion por induction encierran la 
misma idea fundamental. Una definicion por induccion se denomina tambien definition 
por recurrencia. 
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I 4.7 Ejercicios 

1. Hallar los valores numericos de las sumas siguientes: 

(a) 2*. (c)i2 2r+1 , (e)i(2/ + l), 

fc=l r=0 <=0 

<f) 2 uFTu ' 


2. Establecer las siguientes propiedades del simbolo sumatorio. 

n n n 

( a ) 2. ( a >c 4- b k ) = 2 fl * 4-^b k (propiedad aditiva). 

*=1 k=l Jfc=l 


(b) 2 (ca k ) = c 2 aj. 


(propiedad homogenea). 


( c ) 2 ( a k a k~i) — a n — a Q (propiedad telescopica). 

k=l 

UtiKcense las propiedades dadas en el Ejercicio 2, siempre que sea posible, para deducir 
las formulas en los Ejercicios del 3 al 8. 


3. 2 1 = n - (El sentido de esta suma es2fc=i°fcl> cuando a k = 1.) 


4. 2(2* - 1) = n 2 . 

fc=i 


[ Indicacidn. 2k — 1 = k 2 — (k — l) 2 .] 


71 2 

'ST' n* n 

= ~2 + 2 * [ Indicacidn . Osese el Ejercicio 3 y el 4]. 

*=i 

n g 2 

6-2^ 2= y + 2~+^- [Indicacidn. k 3 - (k - l) 3 = 3 k 2 - 3k + 1.] 


, V„ H 4 n 3 n 2 

7. > * 3 = - + - + - . 

4 2 4 


2 1 — 

x k = —- si X r* l. Nota: Por definition x° = 1. 

1 — x 
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[Indication . Apliquese el ejercicio 2 a (1 — x) 2t=o 
b) ^Cual es la suraa cuando x = 1? 

9. Demostrar por induction, que la suma 2*=i ( — 1/(2/: + 1) es proporcional a n, y hallar 
la constante de proporcionalidad. 

10. a) Dar una definition razonable del sfmbolo a k ■ 

b) Demostrar por induction que para n > 1 se tiene 

y 1 _ y (-l) m + 1 

Z-i k ^—i m 

k=n +1 m=l 

11. Determinar si cada una de las igualdades siguientes es cierta o falsa. En cada caso ra- 
zonar la decision. 


too 100 

(a) 2 n* = 2 « 4 - 

71=0 72=1 

100 

(b) 22 =200. 

i=o 

100 100 

( c ) 2(2 + *) -2 + £*. 

*=0 /c—0 


100 99 

(d)2(/ + i) 2 = 2/ 2 . 


i=i 

100 

(e)2^ 3 

fc=i 


100 

(01 * 3 
k =0 



12. Inducir y demostrar una regia general que simplifique la suma 

n i 

2wFTT)' 


13. Demostrar que 2 (\/n + 1 — \/n) < —-= < 2("\/n — Vn — 1) si n ^ 1. Uti//cese lue- 

Vn 

go este resultado para demostrar que 


m 

2 \fm - 2 < V —p < 2Vm - 


si m > 2. En particular, cuando m = 10 6 , la suma esta comprendida entrel998 y 1999. 


I 4.8 Valor absolute y desigualdad triangular 

Es frecuente en el calculo el tener que operar con desigualdades. Son de 
particular importancia las que se relacionan con la nocion de valor absoluto. 
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Si x es un numero real, el valor absoluto de x es un numero real no negativo 
que se designa por |x| y se define como sigue: 

(x si x^O, 


Observese que — |x| < x < |x|. Si los numeros reales estan representados geome- 
tricamente en el eje real, el numero |x| se denomina distancia de x a 0. Si a > 0 
y si un punto x esta situado entre —aya entonces jx| esta mas proximo a 0 
que a. La expresion analftica de este hecho, esta dada por el siguiente teorema: 

teorema 1.38. Si a > 0, es |x| < a si y solo si —a<,x<a. 

Demostracion. Hay que probar dos euestiones: primero, que la desigualdad 
|x| < a implica las dos desigualdades — a < x <. a y reci'procamente, que 
— a <. x <. a implica |x| <, a. 

Supuesto ]x| <. a se tiene tambien — a <C — |x|. Pero o x = |x| o x = — ]x| 
y, por tanto, — a <C — |x| < x < |xj < a. lo cual prueba la primera parte del 
teorema. 

Para probar el redproco, supongase — « <. x a. Si x > 0 se tiene 
|xj = x <, a; si por el contrario es x <; 0, entonces |x| = — x <; a. En ambos 
casos se tiene |x| <C a, lo que demuestra el teorema. 

La figura 1.9. ilustra el significado geometrico de este teorema. 


-|x| < a en este intervalo 


0 


Figura 1.9 Significado geometrico del teorema 1.38. 


Consecuencia del teorema 1.38, es una desigualdad importante que expresa 
que el valor absoluto de la suma de dos numeros reales no puede exceder a la 
suma de sus vaores absolutos. 

teorema 1.39. Para x e y numeros reales cualesquiera se tiene 


\x + y\< M + |j| . 


52 


Introduction 


Nota: Esta propiedad se denomina desigualdad triangular, pues cuando se gene- 
raliza a vectores, indica que la longitud de cada lado de un triangulo es menor o igual 
que la suma de las longitudes de los otros dos. 

Demostracidn. Puesto que x — |x| o x = — |x|, se tiene — |x[ < x < |x|. 
Analogamente — |y| < y < |y|. Sumando ambas desigualdades se tiene: 

-(M + W) < * + y < \x\ + \y\, 

y por tanto, en virtud del teorema 1.38 se concluye que: \x + y| ^ |x| + |y|. 

Tomando x — a — c, e y = c — b, es x + y — a — b y la desigualdad 
triangular toma la forma: 


\a — b\ < \a — c\ + \b — c\ . 

Esta forma de la desigualdad triangular se utiliza frecuentemente en la practica. 

Por induccion matematica, se puede extender la desigualdad triangular tal 
como sigue: 

teorema 1.40. Si «!, a 2 , .. ., a„ son numeros reales cualesquiera 

i>* <;Ski. 

Demostracidn. Para n = 1 la desigualdad es trivial y para n — 2 es la 
desigualdad triangular. Supuesta cierta para n numeros reales, para n + 1 nu¬ 
meros reales a lt a 2 , ..., a„ +1 se tiene: 


tH-1 


n 


n 

n 

k= 1 

=r 

^n+1 

1 k= 1 

£ 

2 a k 
k= 1 

+ \a n +i\ + l fl n+i 

fc=l 


n+1 


= I \ a k\ ■ 


Por tanto, el teorema es cierto para n + 1 numeros si lo es para n; luego, en 
virtud del principio de induccion, es cierto para todo entero positivo n. 

El teorema que sigue consiste en una desigualdad importante que se utilizara 
mas adelante en Algebra vectorial. 

TEOREMA 1.41. DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ. Si a lt .... On y 
b lt .... b„ son numeros reales cualesquiera, se tiene 

<U3) 

El signo de igualdad es valido si y sdlo si hay un numero real x tal que 
OkX + bk = 0 para cada valor de k = 1 , 2, _ n. 
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Demostracion. Para todo real x se tiene 2k=\ ( a ^ x + bk ) 2 > 0 porque una 
suma de cuadrados nunca es negativa. Esto se puede poner en la forma 


(1.24) 


Ax 2 + IBx + C > 0, 


donde 


*=24, 

k= 1 


B=2 a kb k 

k= 1 


c = 2K. 

k= 1 


Queremos demostrar que B 2 < AC. Si A = 0, cada a k = 0, con lo que B = 0 
y el resultado es trivial. Si A ¥= 0, podemos completar el cuadrado y escribir 


, 2 . ~ ./ , B\ 2 , AC- B 2 

Ax + 2 Bx + C = A\x — 4-. 

\ A! A 

El segundo miembro alcanza su valor minimo cuando x = — B/A. Poniendo 
x =—B/A en (1.24), obtenemos B 2 < AC. Esto demuestra (1.23). El lector debe 
comprobar que el signo de igualdad es valido si y solo si existe un x tal que 
a k x + bk ~ 0 para cada k. 


I 4.9 Ejercicios 

1. Probar cada una de las siguientes propiedades del valor absoluto. 


(a) |*| = 0 si y solo si x = 0. 

(b) |-*| = |*|. 

(c) ]x -y\ = I y - x\. 

(d) |*| 2 = * 2 ^ 

(e) |*| = 


(f) Jjcyl = \x\\y\. 

(g) \x!y\ = \x\l\y\ siy ^ 0. 

(h) \x-y\<. |*| + \y\. 

(i) 1*| - \y\ < |* -y |. 

(j) 1M - \y\ | ^ \x -y\- 


2. Cada desigualdad ( a j), de las escritas a continuacion, equivale exactamente a una des- 
igualdad (b f ). Por ejemplo, |*| < 3 si y solo si —3 < * < 3 y por tanto (uj) es equiva- 
lente a (b 2 ) ■ Determinar todos los pares equivalentes. 


(<*i) |*| < 3. 

(a 2 ) 1* - 11 <3. 

(a 3 ) |3 — 2*1 <1. 

(a 4 ) |1 +2*| £ 1. 

(« 5 ) I* — 11 > 2. 

(a 6 ) |* + 2! > 5. 

(a 7 ) |5 - *~>| < 1. 

(a 8 ) |* — 5| < |* + 1|. 
( a 9 ) |* 2 - 2| <1. 

(u 10 ) * < * 2 — 12 < 4*. 


(& x ) 4 < * < 6. 

(b 2 ) —3 < * < 3. 

( b 3 ) * > 3 o * < — 1. 

(6 4 ) x >2. 

(6 5 ) -2 < * < 4. 

(6 8 ) -V3^*<-1 o 1 ^ * < v / 3. 
(b 7 ) 1 < * < 2. 

(b s ) x <, — 7 o * > 3. 

(b 9 ) \ < x < 

(V -1 ^ * ^ 0. 
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3. Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es cierta o falsa. En cada caso razonar 
la decision. 

(a) x < 5 implica |x| < 5. 

(b) |x — 5| <2 implica 3 < x < 7. 

(c) |1 + 3x| < 1 implica x > — f. 

(d) No existe numero real x para el que |x — 1| = \x — 2\. 

(e) Para todo x > 0 existe un y > 0 tal que |2x + y\ =5. 

4. Demostrar que el signo de igualdad es valido en la desigualdad de Cauchy-Schwarz si 
y solo si existe un numero real x tal quea^x + b k = 0 para todo k = 1,2,.. . , w. 


*1 4.10 Ejercicios varios referentes al metodo de induction 

En este apartado se reunen un conjunto de resultados diversos cuyas demostraciones 
son buenos ejercicios de aplicacion del metodo de induccion. Algunos de estos ejercicios 
pueden servir de base de discusion y estudio entre los alumnos y el profesor. 

Coejiciente factorial y binomial. El sfmbolo n! (que se lee n factorial) se puede definir 
por induccion como sigue: 0! = 1, n! = (n — 1)! n si n > 1. 

Observese que n ! = 1 • 2 • 3 • • • n. 

Si 0 < k < n el coeficiente binomial (£) se define por 



\kj k \ (n — k)\ ' 


Nota: Algunas veces se escribe n C k en vez de (£) . Estos numeros aparecen como 
coeficientes en la formula de la potencia del binomio. (Vease el Ejercicio 4 siguiente.) 

1. Calculense los valores de los siguientes coeficientes binomiales: 

(a) (|), (b) (’), (c) (’), (d) (I), (e) (II), (f) («). 

2. (a) Demostrar que: (£) = 

(b) Sabiendo que (” 0 ) = (") calcular n. 

(c) Sabiendo que l 1 * 4 ) = ( 4 ) calcular k. 

(d) iExiste un k tal que (**) = ( 3 )? 

3. Demostrar que ( /c 1 ) = ( k ~i) + (?)• Esta propiedad se denomina formula adi- 
tiva de los coeficientes combinatorios o ley del tridngulo de Pascal y proporciona un 
metodo rapido para calcular sucesivamente los coeficientes binomiales. A continuacion se 
da el triangulo de Pascal para n < 6. 
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1 

1 1 
1 2 1 

13 3 1 

1 4 6 4 1 

15 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 


4. Demuestrese por induccion la formula de la potencia del binomio: 

(a + b) n = 

Y utilfcese el teorema para deducir las formulas: 



Simbolo producto. El producto de n numeros reales a u a z> ■ ■ ■, o n se indica por el 
simbolo JJjLi a k , que se puede defrnir por induccion. El simbolo a x a 2 • • • a n es otra 
forma de escribir este producto. Observes? que: 

»! - TT^- 

*=l 



5. Dar una definicion por induccion del producto TT*= i a k- 
Demostrar por induccion las siguientes propiedades de los productos: 

6. JJ (a k b k ) = (propiedad multiplicativa). 

Un caso importante es la relation: T"f*Li (ca k ) = c n a k . 

” a k a n 

7. | | - = — si cada a k ^ 0 (propiedad telescopica). 

k =1 a k -1 a o 


8. Si x ^ 1, demostrar que: 


TTd + ') = 

fc=i 



£Cual es el valor del producto cuando x = 1? 
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9. Si a k < b k para cada valor de k — 1, 2,..., n , es fScil demostrar por inducci6n 

22=i a * < 22=i b k- 

Discutir la desigualdad correspondiente para productos: 


ft< ft b k- 


Algunas desigualdades notables 


10. Si * > 1, demostrar por inducci6n que x n > x para cada n > 2. Si 0 < x < 1, demos¬ 
trar que x n < x para cada n > 2. 

11. Determinense todos los enteros positivos n para los cuales 2 B < n\ 

12. (a) Con el teorema del binomio demostrar que para n entero positivo se tiene 


(■*;)■" *» 



(b) Si n > 1, apliquese la parte (a) y el Ejercicio 11 para deducir las desigualdades 

2< (‘ +;)’<' + Sf. <3 - 

13. (a) Sea p un entero positivo. Demostrar que: 

b* - a* =(b - a)(b v ~ l + b^ 2 a + b p ~ 3 a 2 + • • ■ + ba^ 2 + a*' 1 ) . 


[Indication. Apliquese la propiedad telescdpica para las sumas.] 


(b) Si p y n son enteros positivos, demostrar que 


n v < 

Aplicando el apartado (a) 


(« + l) p+1 - n « 
P + 1 


< (n + 1 ) p i 


(c) Demuestrese por induction que: 


n—1 

2 *’ <" 

fc=l 


P+1 


P + 1 


<2>- 
k= 1 


El apartado (b) ayudara a pasar en la induction de n a n + 1. 

14. Sean n numeros reales, todos del mismo signo y todos mayores que — 1. 

Aplicar el mtiodo de induction para demostrar que: 


(1 + fli)(l +<*»)■•■(! + a n) ^ 1 + a x + a 2 + • • • + a n . 
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En particular, cuando = a 2 = • • • = a n = x, donde At > - 1, se transforma en: 
(1.25) (1 + x) n > 1 + nx (.desigualdad de Bernoulli). 

Probar que si n > 1 el signo de igualdad se presenta en (1.25) solo para x = 0. 

15. Si n > 2, demostrar que «!/«" < (§)*, siendo k la parte entera de n/2. 

16. Los numeros 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... tales que cada uno despues del segundo es la suma 
de los dos anteriores, se denominan numeros de Fibonacci. Se pueden defmir por induc¬ 
cion como sigue: 


«i = 1, «2 = 2 . a n+i = a n + a n -\ si n >2. 

Demostrar que 



para cada n 2> 1. 


Desigualdades que relacionan distintos tipos de promedios. 

Sean x 1 ,x 2 ,.. ■ ,x n n numeros reales positives. Si p es un entero no nulo, la media de 
potencias p-esimas M v se define ccmo sigue: 

M, - + 


El numero M 1 se denomina media aritmetica, M 2 media cuadratica, y M_ x media ar- 
monica. 

17. Si p > 0 demostrar que M v < M Zv cuando x x , x z ,.. ., x n no son todos iguales. 

[ Indication. Aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz con a k = x£ y b k = 1.] 

18. ApKquese el resultado del Ejercicio 17 para demostrar que 

a* + b 4 + c* > Y 

si a 2 + b 2 + c 2 = 8 y a > 0, b > 0, c > 0. 

19. Sean a 1 , . . ., a n n numeros reales positivos cuyo producto es igual a 1. Demostrar 
que Oj q- . . . + a n > n y que el signo de igualdad se presenta solo cuando cada 


[Indicacidn. Considerense dos casos: a) cada a k = 1; b) no todo a k = 1. Procedase 
por induccion. En el caso b) observese que si a ± a 2 ■ • • a n+1 = 1, entonces por lo menos 
un factor, por ejemplonj, es mayor que 1, y por lo menos un factor, sea tf n+ i,es menor 
que 1. Hagase b 1 = a 1 a n _ 1 y apliquese la hipotesisde induccion al producto b^ • ■ • a n , 
teniendo en cuenta que (a t — 1 )(a n+1 — 1) < 0.] 
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20. La media geometrica G de n numeros reales positivos x t , . . . , x n esta definida por la 
formula G = (jrj* 2 ' ' ' x„) 1/n . 

(a) Designese con M P la media de potencias p-esimas. Demostrar que G < M 1 y que 
G = M x solo cuando x t = x 2 — ■ • • = x„. 

(b) Sean p y q enteros, q < 0 < p. A partir de (a) deducir que M q < G < M v si 
Xu Xi..., x„ no son todos iguales. 

21. Aplfquense los resultados del Ejercicio 20 para probar la siguiente proposicion: Si a, b, 
y c son numeros reales y positivos tales que abc = 8, entonces a + b + c > 6 y 
ab + ac + be > 12. 

22. Si *i, . . . , x n son numeros positivos y si = 1 /x k , demostrar que 

23. Si a, b, y c son positivos y si si a + b + c = 1, demostrar que (1 — a)( 1 — 6)(1 — c) > 
^ 8 abc. 
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LOS CONCEPTOS 
DEL CALCULO INTEGRAL 


En este capitulo se expone la definicion de integral y algunas de sus propie- 
dades fundamentals. Para entender la definicion, es necesario tener conocimiento 
del concepto de funcion; por elio se dedican algunas de las secciones que siguen 
a la explicacion de este concepto y de otros relacionados con el. 


1.1 Las ideas basicas de la Geometria cartesiana 

Como se ha dicho anteriormente, una de las aplicaciones de la integral es la 
formulation del concepto de area. Ordinariamente no se habla del area en si, sino 
del area de algo, lo que indica que se parte de ciertos objetos (regiones poligonales, 
regiones circulares, segmentos parabolicos, etc.), cuyas areas se desean medir. 
Si se desea llegar a una definicion de area aplicable a clases distintas de objetos, 
primeramente se debera encontrar un camino efectivo para describir estos objetos. 

El metodo mas simple de precisar dichos objetos fue el de dibujarlos, tal 
como hicieron los griegos. Un camino mucho mejor fue sugerido por Rene Des¬ 
cartes (1596-1650) al establecer en 1637 la base de la Geometria analftica. 
La columna vertebral de la geometria de Descartes (conocida actualmente por 
Geometria cartesiana o Geometria analitica) es la idea de representar puntos 
por numeros. El metodo seguido para puntos del piano es el siguiente: 

Se eligen dos rectas perpendiculares de referencia (llamadas ejes coordena- 
dos), uno horizontal (llamado eje de las x), y el otro vertical (el eje de las y). 
Su punto de intersection, se indica por 0 y se denomina origen. En el eje x a 
la derecha del 0 se elige convenientemente un punto, y su distancia al 0 se 
denomina distancia unidad. Las distancias verticales correspondientes al eje de 
las y se miden con la misma distancia unidad. Entonces, a cada punto del piano 
(llamado algunas veces piano xy) se le asigna un par de numeros, llamados 
sus coordenadas. Estas coordenadas representan las distancias del punto a los 
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ejes. En la figura 1.1 se dan algunos ejemplos. El punto de coordenadas (3,2) 
esta situado tres unidades a la derecha del eje y y dos unidades encima del 
eje x. El numero 3 es la coordenada x del punto, y el 2 la coordenada y. Los 
puntos a la izquierda del eje y tienen la coordenada x negativa, los situados 
debajo del eje x, la coordenada y negativa. La coordenada x de un punto se 
denomina tambien su abscisa, y la y su ordenada. 

A1 dar un par de numeros tal como (a, b) representante de un punto, se 
conviene que la abscisa a, o coordenada x, se escribe en primer lugar. Por esto, 
el par (a, b ) se considera como un par ordenado. Es claro que dos pares orde- 
nados (a, b) y (c, d) representan el mismo numero si y solo si a = c y b = d. Pun¬ 
tos (a, b) tales que a y b son ambos positivos se dice que estan situados en el 
primer cuadrante; si a < 0 y b > 0 estan en el segundo cuadrante; si a < 0 y 
b < 0 estan en el tercer cuadrante; ysia>0yft<0 estan en el cuarto cuadran¬ 
te. La figura 1.1 presenta un punto en cada cuadrante. 

Para puntos del espacio se procede de forma analoga. Se toman tres rectas 
en el espacio perpendiculares entre si y que se corten en un punto (el origen). 
Estas rectas determinan tres pianos perpendiculares dos a dos, y cada punto 
del espacio puede ser determinado dando tres numeros, con los signos adecua- 
dos, que representan sus distancias a estos pianos. De la Geometria cartesiana 
tridimensional se hablara con mas detalle mas adelante. De momento interesa 
la Geometria analitica plana. 

Una figura geometrica, tal como una curva plana, es un conjunto de puntos 
que satisfacen a una o mas condiciones. Traduciendo estas condiciones en expre- 


eje y 



y 



Figura 1.2 La circunferencia 
representada por la ecuacidn 
cartesiana x 2 + y 2 = r 2 . 
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siones analiticas en las coordenadas xey.se obtienen una o mas ecuaciones 
que caracterizan la curva en cuestion. Por ejemplo, considerese que la curva es 
una circunferencia de radio r con centro en el origen, como se indica en la 
figura 1.2. Sea P un punto arbitrario de esta circunferencia, y supongase que P 
tiene de coordenadas ( x , y). Entonces, el segmento OP es la hipotenusa de un 
triangulo rectangulo cuyos catetos tienen de longitud ]x|, e ]y| y por tanto en 
virtud del teorema de Pitagoras: 

x 2 + y 2 = r 2 . 

Esta ecuacion se denomina la ecuacion cartesiana de la circunferencia, y se sa- 
tisface por las coordenadas de todos los puntos de la circunferencia y solo 
por ellas, de manera que esta ecuacion caracteriza completamente la circunferen¬ 
cia. Este ejemplo muestra como se aplica la Geometria analftica para reducir pro- 
posiciones geometricas sobre puntos a proposiciones analiticas con numeros reales. 

Durante todo su desarrollo historico, el Calculo y la Geometria analftica 
han estado fntimamente ligados. Descubrimientos en uno de ellos han dado lugar 
a progresos en el otro. En este libro se iran tratando conjuntamente como en su 
desarrollo historico, pero sin olvidar que el proposito inicial es introducir el 
Calculo diferencial e integral. Los conceptos de Geometria analftica requeridos para 
ello, se iran exponiendo conforme se vayan necesitando. De momento, solo se 
requieren pocos conceptos muy elementales de Geometria analftica plana para 
comprender los rudimentos de Calculo. Para extender el alcance y las aplicaciones 
del Calculo se necesita un estudio mas profundo de la Geometria analftica, que se 
hara en los capftulos 5 y 6 usando los metodos del Calculo vectorial. Mientras 
tanto, lo que se necesita de Geometria analftica es estar un poco familiarizado en 
el dibujo de las graficas de las funciones. 


1.2 Funciones. Ideas generates y ejemplos 

En diversos campos de la actividad humana, se presentan relaciones que 
existen entre un conjunto de unos objetos y otro conjunto de otros objetos. 
Graficas, cartogramas, curvas, tablas, formulas, encuestas en la opinion publi- 
ca, etc. son familiares a todo aquel que lee los periodicos. En realidad se trata 
de puros artificios usados para describir relaciones especiales en forma cuantitati- 
va. Los matematicos consideran como funciones algunos tipos de estas relaciones. 
En esta Seccion, se dan unas ideas generales del concepto de funcion. En la Sec- 
cion 1.3 ofrecemos una definicion rigurosa de funcion. 

ejemplo 1. La fuerza F necesaria para estirar un muelle de acero una 
longitud x a partir de su longitud normal, es proporcional a x. Es decir F = cx, 
donde c es un numero independiente de x, que es la constante del muelle. Esta 
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formula descubierta por Robert Hooke a mediados del siglo xvii se denomina 
la ley de Hooke y se dice que expresa la fuerza en funcion del alargamiento. 

ejemplo 2. Se dice que el volumen de un cubo es funcion de la longitud de 
sus aristas. Si las aristas tienen de longitud x, el volumen esta dado por la formu¬ 
la V = x 3 . 

ejemplo 3. Un numero primo es todo entero n > 1 que no puede expre- 
sarse en la forma n — ab, donde ay b son enteros positivos ambos menores que n. 
Los primeros numeros primos son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Dado un numero 
real x > 0 es posible contar el numero de numeros primos menores que x. Este 
numero se dice que es una funcion de x, si bien no se conoce una formula alge- 
braica sencilla para calcularlo (sin necesidad de contarlos) cuando se conoce x. 

La palabra «funcion» fue introducida en Matematicas por Leibniz, que uti- 
lizaba este termino para designar cierto tipo de formulas matematicas. Mas 
tarde se vio que la idea de funcion de Leibniz tern'a un alcance muy reducido, 
y posteriormente el significado de la palabra funcion fue experimentando gene- 
ralizaciones progresivas. Actualmente, la definition de funcion es esencialmente 
la siguiente: Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto X y el conjunto Y, 
una funcion es una ley que asocia a cada objeto de X uno y solo un objeto en Y. 
El conjunto X se denomina el dominio de la funcion. Los objetos de Y, aso- 
ciados con los objetos en X forman otro conjunto denominado el recorrido de la 
funcion. (Este puede ser todo el conjunto Y, pero no es necesario.) 

Letras de los alfabetos espanol y griego, se utilizan frecuentemente para 
designar funciones. En particular se usan mucho las letras /, g, h, G, H, y <p. 
Si / es una funcion dada y x es un objeto de su dominio, la notation f(x) se 
utiliza para designar el objeto que en el recorrido corresponde a x, en la funcion 
/, y se denomina el valor de la funcion } en x o la imagen de x por f. El sfmbolo 
/(x) se lee, «/ de x». 

La idea de funcion se puede ilustrar esquematicamente de muchas ma- 
neras. Por ejemplo, en la figura 1.3(a) los conjuntos X e Y son sendos con- 
juntos de puntos, y una flecha indica como se aparea un punto arbitrario x 
de X con su punto imagen f(x) de Y. Otro esquema es el de la figura 1.3(b) 
donde la funcion / se imagina como una maquina en la cual los objetos del 
conjunto X se transforman para producir objetos del conjunto Y. Cuando un 
objeto x es transformado por la maquina, el resultado final es el objeto /(x). 

En Calculo elemental tiene interes considerar en primer lugar, aquellas 
funciones en las que el dominio y el recorrido son conjuntos de numeros reales. 
Estas funciones se llaman funciones de variable real o mas brevemente funciones 
reales y se pueden representar geometricamente mediante una grafica en el 
piano x y. Se representa el dominio X en el eje x, y a partir de cada punto x 
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x 



Figura 1.3 Representacion esquematica del cortcepto de funcidn. 


de X se representa el punto (x, y) donde y = /(x). La totalidad de puntos (x, y) 
se denomina la grafica de la funcidn. 

A continuacion consideramos otros ejemplos de funciones reales. 

ejemplo 4. La funcidn identidad. Supongamos que f(x) = x para todo 
real x. Esta funcidn con frecuencia se denomina la funcidn identidad. Su dominio 
es el eje real, esto es, el conjunto de todos los numeros reales. Para cada punto 
(x, y) de la grafica es x = y. La grafica es una recta que forma angulos iguales 
con los ejes coordenados (vease figura 1.4). El recorrido de / es el conjunto de 
todos los numeros reales. 

ejemplo 5. La funcidn valor absoluto. Consideremos la funcidn que 
asigna a cada numero real x el numero no negativo |x|. Una parte de su grafica 
esta representada en la figura 1.5. Designando esta funcidn con la letra <p, se 


y 



Figura 1.4 Grafica de la Figura 1.5 Funcidn 

funcidn identidad f(x) = x. valor absoluto <p(x) = |x|. 
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tiene 9 >(x) = |x| para todo real x. Por ejemplo, 9 ?(0) = 0, <p( 2) = 2, ip( — 3) = 3. 
Con esta notacion expresamos algunas propiedades de los valores absolutos. 

(a) cp(-x) = (p(x). (d) cp[fp(x)} = (p(x). 

(b) <p(x 2 ) = x 2 . (e) <p(x) = V x 2 . 

(c) <p(x + y) < <p(x) + cp(y) (desigualdad triangular) • 

ejemplo 6 . La funcidn numero primo. Para cualquier x > 0, sea 7 r(x) 
el numero de numeros primos menores o iguales a x. El dominio de -n es el 
conjunto de los numeros reales positivos. Su recorrido es el conjunto de los enteros 
no negativos {0, 1, 2, . .. }. En la figura 1.6 se representa una portion de la 
grafica de tt. 


y 



Figura 1.6 La funcidn ntimero primo. Figura 1.7 La funcidn 

factorial. 


(En los ejes x e y se han usado escalas distintas.) Cuando x crece, el valor de la 
funcion -n(x) permanece constante hasta que x alcanza un numero primo, en cuyo 
punto el valor de la funcidn presenta un salto igual a 1. Por consiguiente la grafica 
de 7 t consiste en segmentos de recta horizontales. Este es un ejemplo de una clase 
de funciones llamadas funciones escalonadas; estas desempenan un papel funda¬ 
mental en la teoria de la integral. 

ejemplo 7. La funcion factorial. Para todo entero positivo n, se define 
f{n) como / 1 ! = 1 ■ 2 • . . . n. En este ejemplo, el dominio de / es el conjunto de 
los enteros positivos. Los valores de la funcidn crecen con tanta rapidez que es 
mas conveniente presentar la funcidn en forma tabular que mediante una grafica. 
La figura 1.7 es una tabla de pares (n, n!) para n — 1, 2, .... 10. 
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El lector deberia observar dos rasgos caracteristicos que tienen en comun 
todos los ejemplos anteriores. 

(1) Para cada x del dominio X existe una y solo una imagen y emparejada 
con aquel valor particular de x. 

(2) Cada funcion engendra un conjunto de pares (x, y), siendo x un elemen- 
to generico del dominio X, e y es el elemento unico de Y que corresponde a x. 

En la mayor parte de los ejemplos anteriores, se presentaron los pares 
(x, y) geometricamente como puntos sobre una grafica. En el ejemplo 7 los 
presentamos como pares correspondientes en una tabla. En cada caso, conocer 
la funcion es conocer, en una u otra forma, todos los pares (x, y) que engendra. 
Esta sencilla observacion es el origen de la definicion del concepto de funcion 
que se expone en la seccion siguiente. 

*1.5 Funciones. Definicion formal como conjunto de pares ordenados 

En la Seccion anterior, una funcidn se describio como una correspondencia 
que asocia a cada objeto de un conjunto X uno y solo un objeto de un conjun¬ 
to Y. Las palabras «correspondencia» y «asocia a» puede que no tengan la 
misma significacion para todo el mundo, de manera que reformularemos el con¬ 
cepto por un camino diferente, basandolo en el concepto de conjunto. Necesitamos 
primero la nocion de par ordenado de objetos. 

En la definicion de igualdad de conjuntos, no se menciona el orden en el 
que aparecen los elementos. Asf que, los conjuntos {2, 5} y {5, 2} son iguales 
porque constan exactamente de los mismos elementos. En ciertas ocasiones el 
orden es importante. Por ejemplo, en Geometria analitica plana las coordenadas 
(x, y) de un punto representan un par ordenado de numeros. El punto de coorde¬ 
nadas (2, 5) no es el mismo que el de coordenadas (5, 2), si bien los conjuntos 
{2, 5}y{5, 2} son iguales. Del mismo modo, si tenemos un par de objetos ay b 
(no necesariamente distintos) y deseamos distinguir uno de los objetos, por 
ejemplo a, como el primer elemento y el otro, b, como el segundo, encerramos los 
objetos en un parentesis (a, b). Lo consideramos como un par ordenado. Decimos 
que dos pares ordenados (a, b) y (c, d) son iguales si y solo si sus primeros elemen¬ 
tos son iguales y sus segundos elementos son iguales. Esto es, se tiene 

(a, b) = (c, d) si y solo si a = c y b = d . 

Vamos ahora a establecer la definicion de funcion. 

definicion de funcion. Una funcion f es un conjunto de pares ordenados 
(x, y) ninguno de los cuales tiene el mismo primer elemento. 

Si / es una funcion, el conjunto de todos los elementos x que aparecen como 
primeros elementos de pares (x, y) de / se llama el dominio de /. El conjunto de 
los segundos elementos y se denomina recorrido de /, o conjunto de valores de /. 
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Intuitivamente, una funcion puede imaginarse como una tabla que consta 
de dos columnas. Cada entrada en la tabla es un par ordenado ( x, y ); la columna 
de la x es el dominio de /, y la de las y, el recorrido. Si dos entradas ( x , y) y 
(x, z) aparecen en la tabla con el mismo valor de x, para que represente una 
funcion es necesario que y = z. Dicho de otro modo, una funcion no puede 
tomar dos valores distintos en un punto dado x. Por lo tanto, para todo x en el 
domino de / existe exactamente un y tal que (x, y) e /. Ya que este y esta deter- 
minado con unicidad una vez se conoce x, podemos introducir para el un sim- 
bolo especial. Es costumbre escribir 

y =/(*) 

en lugar de (x, y) e f para indicar que el par (x, y) pertenece al conjunto /. 

Otra manera de describir una funcion / especificando los pares que con- 
tiene, y que es usualmente preferible, consiste en describir el dominio de /, y 
luego, para cada x del dominio, describir como se obtiene el valor de la funcion 
/(x). En relacion con esto, se tiene el teorema siguiente cuya demostracion dejamos 
como ejercicio para el lector. 

teorema 1.1. Dos funciones f y g son iguales si y solo si 

(a) f y g tienen el mismo dominio, y 

(b) /(x) = g(x) para todo x del dominio de f. 

Conviene darse cuenta que los objetos x y /(x) que aparecen en los pares 
ordenados (x,/(x)) de una funcion no tienen porque ser numeros sino que pueden 
ser objetos de cualquier clase. En ocasiones haremos uso de esta idea general, 
pero en la mayoria de los casos nos interesaran funciones reales, esto es, funcio¬ 
nes cuyo dominio y recorrido sean subconjuntos de la recta real. 

Algunas de las funciones que aparecen en Calculo se describen en los ejem- 
plos siguientes. 


1.4 Mas ejemplos de funciones reales 

1. Funciones constantes. Una funcion cuyo recorrido consta de un solo 
numero se llama funcion constante. En la figura 1.8 se muestra un ejemplo, en la 
que f(x) = 3 para todo x real. La grafica es una recta horizontal que corta al eje 
y en el punto (0, 3). 

2. Funciones lineales. Una funcion g definida para todo real x mediante 
una formula de la forma 


g(x) = ax + b 
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Figura 1.8 Funcion constante Figura 1.9 Funcion lineal Figura 1.10 Polinomio 
fix) =3. g(x) = 2x - 1. cuadratico f(x) = x 2 . 


se llama funcion lineal porque su grafica es una recta. El numero b es la ordena- 
da en el origen; es la coordenada y del punto (0, b) en el que la recta corta al 
eje y. El numero a es la pendiente de la recta. Un ejemplo, g(x) = x, esta dibu- 
jado en la figura 1.4. En la figura 1.9 se muestra otro g(x ) = 2x — 1. 

3. Funciones potenciales. Para un entero positivo n, sea / la funcion de- 
finida por f(x) — x n para todo real x. Cuando n = 1, esta es la funcion identidad, 
representada en la figura 1.4. Para n = 2 la grafica es una parabola, parte de la 
cual se ve en la figura 1.10. Para n = 3, la grafica es una cubica y esta representa¬ 
da en la figura 1.11 (pag. 69)- 

4. Funciones polinomicas. Una funcion polinomica P es la definida para 
todo real a; por una ecuacion de la forma 


P(x ) = c„ + c x x + • • • + c n x n 


n 


= j,c k x k . 


Los numeros c 0 , c x , ..., c„ son los coeficientes del polinomio, y el entero no 
negativo n es su grado (si c„ # 0). Quedan incluidas en este tipo de funciones, las 
funciones constantes y las potenciales. Los polinomios de grados 2, 3 y 4 se de- 
nominan polinomios cuadraticos, cubicos y cnarticos respectivamente. La figu¬ 
ra 12 presenta una parte de la grafica de una funcion polinomica cuartica P 
dada por P(x) = i x* — 2x 2 . 
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5. La circunferencia. Volvamos a la ecuacion cartesiana de la circunferen- 
cia, x 2 + y 2 = r 2 y resolvamosla respecto a y. Existen dos soluciones dadas por 


y = V r 2 — x 2 y y = — Vr 2 — x 2 . 

(Recuerde el lector que si a > 0, el si'mbolo Va representa la raiz cuadrada po- 
sitiva de a. La raiz cuadrada negativa es — Va.) Hubo un tiempo en que l os mate - 
maticos decian que y era una funcion bi-valente de x dada por y = ± \/r 2 — x 2 . 
No obstante, modernamente no se admite la «bi-valencia» como propiedad de las 
funciones. La definition de funcion exige que a cada x perteneciente al dominio, 
corresponde uno y solo un valor de y en el recorrido. Geometricamente, esto 
significa que las rectas verticales cortan la grafica en un solo punto. Por consi- 
guiente para hacer hacer compatible el anterior ejemplo con el concepto teorico, 
decimos que las dos soluciones para y definen dos funciones, / y g, siendo 


fix) = Vr 2 — x 2 y gO) = —V r 2 — x 2 

para cada x que satisface —r<x<,r. Cada una de estas funciones tiene como 
dominio el intervalo comprendido entre — r y r. Si |x| > r, no existe valor real 
de y tal que x 2 + y 2 = r 2 , y decimos que las funciones f y g no estan definidas 
para tal x. Puesto que f(x) es la raiz cuadrada no negativa de r 2 — x 2 , la grafica 
de / es la semicircunferencia representada en la figura 1.13. Los valores de la 
funcion g son < 0, y por tanto la grafica de g es la semicircunferencia inferior 
dibujada en la figura 1.13. 

6. Sumas, productos y cocientes de funciones. Sean / y g dos funciones 
reales que tienen el mismo dominio D. Se pueden construir nuevas funciones a 
partir de / y g por adicion, multiplicacion o division de sus valores. La funcion u 
definida por 


u(x) = f{x) + g(x) si x e D 

se denomina suma de / y g y se representa por / + g. Del mismo modo, el pro- 
ducto v = f ■ g y el cociente w = f/g estan definidos por las fdrmulas 

v(x) = f(x)g(x) si xeD, wU) = f(x)lg(x) si x e D y g(x) ^ 0. 


Con el conjunto de los Ejercicios que siguen se intenta dar al lector cierta 
soltura en el manejo de la notacion empleada para las funciones. 
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Figura 1.11 Polinomio 
cubico P(x) = x 3 . 


Figura 1.12 Polinomio Figura 1.13 Grdficas de las 

:udrtico P(x) = |-a 4 - 2a 2 . dos funciones 

f ( x ) = Vr 2 - a 2 , 

g( A) = - A 2 . 


1.5 Ejercicios 


1 . Sea fix) = A + 1 para todo real a. Calcular: /(2), /(- 2), -/(2), /(l), l//(2), 

/(a + b), /(a) +f(b),f(a)f(b). 

2. Sean /(x) = 1 + a y g(x) = 1 - a para todo real a. Calcular: /(2) +,f(2), 
/(2) - g(2), f(2)g(2),f(2)lg(2),f[g(2)],g[f(2)],f(a) + gi-a),f(t)g(-t). 

3. Sea fix) — \x — 3| + |a — 1| para todo real x. Calcular: 9^(0), <p(l), fi2), f(J), 
fi — \),fi—2). Determinar todos los valores de t para los que fit +2) = fit). 

4. Sea fix ) = a 2 para todo real x. Calcular cada una de las formulas siguientes. En cada 
caso precisar los conjuntos de numeros reales x, y, t, etc., para los que la formula 
dada es valida. 


(a) /( -a) = fix). (d) fi2y) = 4/(v). 

(b) fiy) -fix) = iy — x)iy + a). (e) fit 2 ) =fit) 2 . 

(c) fix + h) - fix) = 2a h + h 2 . if) Vfia) = l«l- 

5. Sea gix) = \/4 - a 2 para |a| <, 2. Comprobar cada una de las formulas siguientes e 
indicar para que valores de x, y, s, y t son validas 


(a) gi - x ) = gix ). 

(b) gily) = 2\/l 



vV - 1 
u\ 


(d) gia - 2) = \' 4 a - 


(e) g\ ^ I = W 16 - ** 


(0 


2 ~g(x) 


2 +gix) 
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6. Sea / la funcion definida como sigue: fix) = 1 para 0 < x < 1; /( x) = 2 para 1 < x <, 2. 
La funcidn no esta definida si x < 0 o si x > 2. 

(a) Trazar la grafica de f. 

(b) Poner g(x) = /( 2x). Describir el dominio de g y dibujar su grafica. 

(c) Poner h(x) = f(x — 2). Describir el dominio de h y dibujar su grafica. 

(d) Poner k(x) = f(2x) + fix — 2). Describir el dominio de k y dibujar su grafica. 

7. Las graficas de los dos polinomios g(x) = x y j(x) — x 3 se cortan en tres puntos. Dibujar 
una parte suficiente de sus graficas para ver como se cortan. 

8. Las graficas de los dos polinomios cuadraticos /(x) = x 2 — 2 y g(x) =2x 2 +4x + 1 se 
cortan en dos puntos. Dibujar las porciones de sus graficas comprendidas entre sus 
intersecciones. 

9. Este ejercicio desarrolla ciertas propiedades fundamentales de los polinomios. Sea 
/(x) — c k xk u n polinomio de grado n. Demostrar cada uno de los siguientes 
apartados: 

(a) Si n > 1 y /(0) = 0, /(x) = xg(x), siendo g un polinomio de grado n — 1. 

(b) Para cada real a, la funcion p dada por p(x) = /(x + a) es un polinomio de grado n. 

(c) Si n > 1 y j(a) = 0 para un cierto valor real a, entonces /(x) = (x — a)h(x), siendo 
h un polinomio de grado rt — 1. [ Indicacion: Considerese p(x) = /(x + a).] 

(d) Si /(x) = 0 para n a- 1 valores reales de x distintos, todos los coeficientes c k son 
cero y /(x) = 0 para todo real x. 

(e) Sea g(x) = ^r™ =0 b k x k un polinomio de grado m, siendo m > n. Si g(x) = /(x) para 
m + 1 valores reales de x distintos, entonces m = n, b k = c k para cada valor de k, y 
g(*) = f(x) para todo real x. 

10. En cada caso, hallar todos los polinomios p de grado < 2 que satisfacen las condicio- 
nes dadas. 

(a) P ( 0) =p(l) =p( 2) = 1. (c) p{ 0) =^(1) = 1. 

(b) p(0) =/i(l) = 1, p(2) = 2. (d) pi 0) = ^(1). 

11. En cada caso, hallar todos los polinomios p de grado < 2 que para todo real x satis¬ 
facen las condiciones que se dan. 

(a) plx) = p(\ - x). (c) p(2x) = 2 plx). 

(b) plx) = /?(1 + x). (d) pi3x) = plx + 3). 

12. Demostrar que las expresiones siguientes son polinomios poniendolas en la forma 
^™ =f) a k x k para un valor de m conveniente. En cada caso n es entero positivo. 

1 x n+1 n 

(a) (1 + x) 2n . (b) —-, x ^ 1. (c) TT (1 + x 2 ”). 

1 ~ X lc=0 


1.6 El concepto de area como funcion de conjunto 

Cuando un matematico intenta desarrollar una teoria general que abarque 
muchos conceptos distintos, procura aislar propiedades comunes que parecen ser 
fundamentales para cada una de las aplicaciones particulares que considera. 
Utiliza entonces esas propiedades como piedras fundamentales de su teoria. 
Euclides siguio este metodo al desarrollar la Geometria elemental como un sis- 
tema deductivo basado en un conjunto de axiomas. Nosotros hemos utilizado el 
mismo proceso en la introduccion axiomatica del sistema de numeros reales, y lo 
usaremos una vez mas en nuestra discusion del concepto de area. 
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Cuando asignamos un area a una region plana, asociamos un numero a un 
conjunto S del piano, Desde el punto de vista puramente matematico, esto significa 
que se tiene una funcion a (funcion area) que asigna un numero real a(S) (el area 
de S) a cada conjunto S de una cierta coleccion de conjuntos dada. Una funcion 
de esta naturaleza, cuyo dominio es una coleccion de conjuntos y cuyos valores 
son numeros reales, se llama funcion de conjunto. El problema basico es este: 
Dado un conjunto piano S, <Lque area a(S) asignaremos a S? 

Nuestro metodo para abordar este problema consiste en partir de ciertas 
propiedades que el area debiera tener y tomarlas como axiomas para el area. 
Cualquier funcion de conjunto que satisfaga esos axiomas se llamara funcion 
area. Es necesario demostrar que existe realmente, una funcion area. Aquf no in- 
tentaremos diacerlo. En cambio, suponemos la existencia de dicha funcion area 
y deducimos nuevas propiedades a partir de los axiomas*. 

Antes de establecer los axiomas para el area, haremos algunas obser- 
vaciones acerca de los conjuntos del piano a los que se puede asignar area. Estos 
se llamaran conjuntos medibles; la coleccion de todos los conjuntos medibles se 
designara por^#, Los axiomas contienen la suficiente information acerca de los 
conjuntos de Jt para permitirnos demostrar que todas las figuras geometricas 
que aparecen en las aplicaciones usuales del calculo estan en J( y que sus areas 
pueden calcularse por integracion. 

Uno de los axiomas (axioma 5) establece que todo rectangulo es medible y 
que su area es el producto de las longitudes de sus lados. La palabra «rectan- 
gulo» se usa aquf para referirse a cualquier conjunto congruente ** a un conjunto 
de la forma 

{(*,j)|0 <*;£/*, Q<y<k), 

siendo h > 0 y k > 0. Los numeros h y k son las longitudes de los lados del rec¬ 
tangulo. Consideramos un segmento o un punto como un caso particular de un 
rectangulo suponiendo que h o k (o ambos) sean cero. 

A partir de rectangulos podemos construir conjuntos mas complicados. 
El conjunto dibujado en la figura 1.14 es la reunion de una coleccion finita de 
rectangulos con sus bases en el eje x, y se llama region escalonada. Los axiomas 
implican que cada region escalonada es medible y que su area es la suma de las 
areas de los rectangulos componentes. 

* Una construccion elemental de una funcion area se encuentra en los capltulos 14 y 22 
de Edwin E. Moise, Elementary Geometry From An Advanced Standpoint, Addison-Wesley 
Publishing Co., 1963. 

** La congruencia se usa aquf en el mismo sentido que en la Geometria euclidiana 
elemental. Dos conjuntos son congruentes si sus puntos pueden ponerse en correspondencia 
uno a uno de modo que las distancias se conserven. Esto es, si a dos puntos p y q en un 
conjunto corresponden p' y q' en el otro, la distancia de p a q debe ser igual a la de 
p' a q'; siendo esto cierto para un par p, q cualquiera. 
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Region escalonada 


(a) Conjunto de 
ordenadas 


(b) Regidn escar- 
lonada interior 


(c) Regidn esca¬ 
lonada exterior 


Figura 1.14 


Figura 1.15 Conjunto de ordenadas encerrado 
por dos regiones escalonadas. 


La regi6n Q dibujada en la figura 1.15(a) es un ejemplo de conjunto de orde¬ 
nadas. Su contorno superior es la grafica de una funcion no negativa. El axioma 6 
nos permitira demostrar, que muchos conjuntos de ordenadas son medibles y 
que sus areas pueden calcularse aproximando tales conjuntos por regiones esca¬ 
lonadas interiores y exteriores, como se indica en las figuras 1.15(b) y (c). 

Expongamos ahora los mencionados axiomas. 

definici6n axiomatica de area. Supongamos que existe una close Jt de 
conjuntos del piano medibles y una funcion de conjunto a, cuyo dominio esJt, 
con las propiedades siguientes: 

1. Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto S de Jt , se tiene 
a(S) £ 0. 

2. Propiedad aditiva. Si S y T pertenecen aM, tambien pertenecen ajf, 
SuTySnT.yse tiene 

a(S U T) = a(S ) + a(T) - a{S n T). 

3. Propiedad de la diferencia. Si S y T pertenecen a -M siendo S £ T, 
entonces T — S esta en Jl, y se tiene a(T — S) = a(T) — a(S). 

4. Invariancia por congruencia. Si un conjunto S pertenece a Jt y T es 
congruente a S, tambien T pertenece a Jt y tenemos a{S) — a(T). 

5. Eleccion de escala. Todo rectangulo R pertenece aM. Si los lados de 
R tienen longitudes h y k, entonces a(R) = hk. 

6. Propiedad de exhaucidn. Sea Q un conjunto que puede encerrarse en- 
tre dos regiones S y T, de modo que 

( 1 . 1 ) 


s s q £ r. 
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Si existe uno y solo un numero c que satisface las desigualdades 

a(S ) <c<a{T) 

para todas las regiones escalonadas S y T que satisfagan (1.1), entonces Q es 
medible y a(Q ) = c. 

El axioma 1 establece simplemente que el area de un conjunto piano 
medible es un numero positivo o nulo. El axioma 2 nos dice que cuando un 
conjunto esta formado por dos regiones (que pueden ser sin parte comun), el 
area de la reunion es la suma de las areas de las dos partes menos el area de su 
interseccion. En particular, si la interseccion tiene area nula, el area del conjunto 
es la suma de las areas de las dos partes. 

Si restamos un conjunto medible S de un conjunto medible T mayor, el 
axioma 3 establece que la parte restante, T — S, es medible y su area se obtiene 
por sustraccion, a(T — S) = a(T) — a(S). En particular, este axioma implica que 
el conjunto vact'o 0 es medible y tiene area nula. Puesto que a(T — S) > 0, el 
axioma 3 tambien implica la propiedad de monotonia: 

a(S) < a(T), para conjuntos S y T de tales que S £ T. 

Dicho de otro modo, un conjunto que es parte de otro no puede tener area mayor. 

El axioma 4 asigna areas iguales a los conjuntos que tienen el mismo ta- 
mano y la misma forma. Los cuatro primeros axiomas se satisfarian trivialmente 
si se asignara el numero cero como area de todo conjunto de Jl. El axioma 5 
asigna area no nula a ciertos rectangulos y por eso excluye aquel caso trivial. 
Finalmente, el axioma 6 incorpora el metodo griego de exhaucion; y nos per- 
mite extender la clase de conjuntos medibles de las regiones escalonadas a regio¬ 
nes mas generales. 

El axioma 5 asigna area cero a todo segmento de recta. El uso repetido de 
la propiedad aditiva demuestra que toda region escalonada es medible y que su 
area es la suma de las areas de los rectangulos componentes. Otras consecuencias 
de los axiomas se comentan en el siguiente conjunto de Ejercicios. 

1.7 Ejercicios 

En este conjunto de Ejercicios se deducen las propiedades del area a partir de los axio¬ 
mas establecidos en la Seccion anterior. 

1. Demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos es medible y tiene area nula: (a) Un 
conjunto que consta de un solo punto. (b) El conjunto de un numero finito de puntos. 
(c) La reunion de una coleccion finita de segmentos de recta en un piano. 

2. Toda region en forma de triangulo rectangulo es medible pues puede obtenerse como 
interseccion de dos rectangulos. Demostrar que toda region triangular es medible y que 
su area es la mitad del producto de su base por su altura. 
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3. Demostrar que todo trapezoide y todo paralelogramo es medible y deducir las formulas 
usuales para calcular su area. 

4. Un punto ( x, y) en el piano se dice que es un punto de una red , si ambas coordenadas 
x e y son enteras. Sea P un poligono cuyos vertices son puntos de una red. El area de 
P es t + 1 B — l donde I es el numero de puntos de la red interiores a P, y B el de 
los de la frontera. 

(a) Probar que esta formula es correcta para rectangulos de lados paralelos a los ejes 
coordenados. 

(b) Probar que la formula es correcta para triangulos rectangulos y paralelogramos. 

(c) Emplear la induction sobre el numero de lados para construir una demostracion para 
polfgonos en general. 

5. Demostrar que un triangulo cuyos vertices son puntos de una red no puede ser equi- 
latero. 

[ Indicacion: Supongase que existe un tal triangulo y calcular su area de dos ma- 
neras, empleando los Ejercicios 2 y 4.] 

6. Sean. A = {1, 2, 3, 4, 5} y ■J' la clase de todos los subconjuntos de A. (Son en numero de 
32 contando el mismo A y el conjunto vacio 0.) Para cada conjunto S de ■A ', represen- 
temos con «(S) el numero de elementos distintos de S. Si S — {1, 2, 3, 4} y T = {3, 4, 5}, 
calcular n(SuT), n(SnT), n(S—T) y n(T—S). Demostrar que la funcion de conjunto n 
satisface los tres primeros axiomas del area. 


1.8 Intervalos y conjuntos de ordenadas 


En la teorfa de la integracion se trabaja principalmente con funciones reales 
cuyos dominios son intervalos en el eje x. Algunas veces es importante distin- 
guir entre intervalos que incluyen sus extremos y aquellos que no los incluyen. 
Esta distincion se hace introduciendo las siguientes definiciones: 


a < x < b 
Cerrado 


a < x < b 

Abierto 


O- 

a 


a < x < b 

Semiabierto 


a < x < b 
Semiabierto 


Figura 1.16 Ejemplos de intervalos. 


Si a < b, se indica por [a, 6] el conjunto de todos los x que satisfacen las 
desigualdades a < x <b y se denomina intervalo cerrado de a a b. El intervalo 
abierto correspondiente, indicado por (a, b) es el conjunto de todos los x que 
satisfacen a < x < b. El intervalo cerrado [a, b] incluye los extremos a, b, 
mientras que el abierto no los incluye (vease fig. 1.16). El intervalo abierto 
( a,b) se denomina tambien el interior de [a, b], Los intervalos semiabiertos 
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(a, b] y [a, b) que incluyen solo un extremo estan definidos por las desigualda- 
des a < x < b y a <.x<b, respectivamente. 

Sea / una funcion no negativa cuyo dominio es el intervalo cerrado [a, &]. 
La parte de piano comprendida entre la grafica de / y el eje de las x se denomina 
el conjunto de ordenadas de /. Precisando mas, el conjunto de ordenadas de / 
es el conjunto de todos los puntos (x, y) que satisfacen las desigualdades: 

a < x < b , 0 <y < f(x ). 

En cada uno de los ejemplos dados en la figura 1.17 la parte rayada representa 
el conjunto de ordenadas de la funcion correspondiente. 

Los conjuntos de ordenadas son entes geometricos cuyas areas se desea definir 
y calcular por medio del Calculo integral. El concepto de integral se definira 
primero para funciones escalonadas y luego se utilizara la integral de funciones 



Figura 1.17. Ejemplos de conjuntos de ordenadas. 


escalonadas para formular la definicion de integral para funciones mas gene¬ 
rates. Para realizar este programa, es necesario dar una definicion analftica de 
lo que se entiende por una funcion escalonada, lo que se consigue facilmente 
refiriendola al concepto de particion, del que se trata a continuacion. 


1.9 Particiones y funciones escalonadas 

Un intervalo [a, b ] cerrado, se supone descompuesto en n subintervalos 
fijando n — 1 puntos de subdivision, x,, x 2 , . . ., x„_j sujetos unicamente a la 
restriccion: 


(1.2) a < Xi < x 2 < ■ • • < x„_ t < b . 

Es conveniente designar el punto a por x„ y el b por x„. Un conjunto de puntos 
que satisfacen (1.2) se denomina una particion P de [a, b], y se utiliza el simbolo: 


P — {x„ , X] , . . ., x„} 
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para designar tal partition. La partition P determina n subintervalos cerrados 

[*0 ! -*l]> [-^1 > A'j] t ■ ■ ■ > [Xn—l ' ^ n ] 1 

[Xk-i, Xk\ indica uno de estos subintervalos cerrados y se dice que es precisa- 
mente el subintervalo cerrado £-esimo de P; un ejemplo se tiene en la figura 1.18. 
El subintervalo abierto correspondiente (**_,,**) se denomina el subintervalo 
abierto &-esimo de P. 

Con auxilio de estos conceptos se puede dar ya una definition analftica de 
funcion escalonada. 


/Udsimo subintervalo \x k x k ) 


a = x 0 


Xk- i 


Xk 


Xn-i X„ = 5 


Figura 1.18 Ejemplo de una particion de [a,b], 

definicion de funcion escalonada. Una juncion s cuyo dominio es el 
intervalo cerrado [a, b] se dice que es una funcion escalonada, si existe una par- 
ticidn P = {x„, x u ..., x„} de [a, 6] tal que s es constante en cada subintervalo 
abierto de P. Es decir, para cada k = 1, 2, .... n existe un numero real Sk 
tal que: 

s(x) = s k si x k _j < x < x k . 

A veces las junciones escalonadas se llaman funciones constantes a trozos. 

Nota: En cada uno de los extremos x k _ x y x k la funcion ha de estar definida, 
pero el valor que tome no ha de ser necesariamente el mismo s k . 

ejemplo. Un ejemplo conocido de funcion escalonada es la «funcion de 
franqueo postal» cuya grafica esta representada en la figura 1.19. Teniendo en 
cuenta que el franqueo de una carta es de una peseta por cada 20 g o fraction 
hasta 100 g, la grafica de esta funcion escalonada esta formada por intervalos 
semiabiertos que contienen su extremo de la derecha. El dominio de esta funcion 
es el intervalo [0,100]. 

A partir de una particion P de [a, fc] se puede formar otra particion P r ana- 
diendo a los puntos que ya estaban en P, otros nuevos. Una tal particion P' 
se denomina un afinamiento de P y se dice que es mas fina que P. Por ejemplo, 
el conjunto P = (0, 1, 2, 3, 4} es una particion del intervalo [0, 4], Adjuntando 
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4-- 

3-- 


P 0 1 2 3 4 


2 + 


1 


0 


H-1-1-h 

12 3 4 


Figura 1.19 La funcion de franqueo 
postal. 


P': 0 3 1 Vl 2 3 2 4 

4 2 

Figura 1.20 Particion P de [0, 4] y un 
afinamiento P' 


los puntos 3/4, V2, y 7/2 se obtiene una nueva particion P' de [0, 4] que es 
P r = {0, 3/4, 1, V2, 2, 3, 7/2, 4} y es un afinamiento de P (vease fig. 1.20). Si 
una funcion escalonada es constante en los subintervalos abiertos de P, es 
tambien constante en los subintervalos abiertos de cada afinamiento F. 


1.10 Suma y producto de funciones escalonadas 

Sumando los valores correspondientes de funciones escalonadas dadas, se 
pueden formar otras nuevas funciones escalonadas. Por ejemplo, supongase 
que s y t son funciones escalonadas definidas ambas en el mismo intervalo 
[a, £>]. Sean P t y P 2 particiones de [a, £>] tales que s es constante en los subin¬ 
tervalos abiertos de Pj y t es constante en los subintervalos abiertos de P 2 . 
A partir de s y t se puede definir una nueva funcion escalonada u por medio 
de la suma: 

u(x ) = s(x) + t(x ) si a < x < b . 

Grafica de 5 + t 


Grafxca de s 


Grafica del 


-+- 


+ 


ax, b a 

Figura 1.21 Suma de dos funciones escalonadas. 
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Para ver que u es ahora una funcion escalonada se ha de encontrar una par¬ 
tition P tal que u sea constante en los subintervalos abiertos de P. Para formar 
esta nueva particion P se toman todos los puntos de junto con todos los 
puntos de P 2 . Esta particion, reunion de P 1 y P 2 , se llama ajinamiento comtin 
de Pj y P 2 . Puesto que tanto s como t son constantes en los subintervalos abiertos 
del afinamiento comun, tambien lo es u. En la figura 1.21 se ofrece un ejemplo. 
La particion Pj es [a, x l3 b}, la particion P 2 es {a,x\ b}, y el afinamiento comun 
es {a,x[,x lt b}. 

Analogamente, se puede formar a partir de s y t una nueva funcion esca¬ 
lonada v, multiplicando los valores correspondientes: 

Esta nueva funcion escalonada v se denomina producto de s y t y se designa 
por s- 1 . Un caso particular importante es aquel en que uno de los factores, por 
ejemplo t, es constante en todo el intervalo [a, b~\. Si t(x) = c para cada x en 
[a, b], entonces cada valor de la funcion v(x) se obtiene multiplicando por la 
constante c, el valor de la funcion escalonada s(x). 


1.11 Ejercicios 

En este conjunto de Ejercicios, [x] represents el mayor entero < x; es decir, la parte 
entera de x. 

1. Sean f(x) = [x] y g(x) = [2x] para todo real x. En cada caso, dibujar la grafica de 
la funcion h definida en el intervalo [— 1,2] por la formula que se da 

(a) h(x) = /(x) + g(x). (c) h(x) = f(x)g{x). 

(b) h(x) =/(x) + gix/2). (d) h(x) = lf(2x)g(x/2). 

2. En cada uno de los casos, / represents una funcidn definida en el intervalo [—2,2] 

por la formula que se indica. Dibujense las graficas correspondientes a cada una de las 

funciones /. Si / es una funcion escalonada, encontrar la particion P de [—2,2] tal que 
/ es constante en los subintervalos abiertos de P. 

(a) f{x) = x + [x], (d) fix) = 2[x], 

(b) fix) = x - [x], (e) fix) = [x + \]. 

(c) fix) = [-x]. (f) fix) = [x] + [x + ll 

3. En cada caso, dibujar la grafica de la funcion definida por la formula que se da. 

(a) fix) = [Vx] para 0 <; x <; 10. (c) fix) = V[x] para 0 < x < 10. 

(b) fix) = [x 2 ] para 0 <; x <; 3. (d) fix) = [x] 2 para 0 ^ x ^ 3. 

4. Demostrar que la funcion parte entera tiene las propiedades que se indican. 

(a) [x + »] = [x] + n para cada entero n. 

( —[x] si x entero, 

— [x] — 1 en otro caso. 

(c) [x + j] = [x] + [y] o [x] + [y] + 1. 

(d) [2x] = [x] + [x + £]. 

(e) [3x] = [x] + [x + j] + [x + $]. 



Definition de integral para funciones escalonadas 


79 


Ejercicios optativos. 

5. Las formulas de los Ejercicios 4(d) y 4(e) sugieren una generalization para [nx], Esta- 
blecer y demostrar una tal generalizacion. 

6. Recuerdese que un punto de red (x, y) en el piano es aquel cuyas coordenadas son en- 
teras. Sea / una funcion no negativa cuyo dominio es el intervalo [a, b], donde a y b 
son enteros, a < b. Sea S el conjunto de puntos (x, y) que satisfacen a < x < b, 
0 < y < f(x). Demostrar que el numero de puntos de la red pertenecientes a S es igual 
a la suma 


£ [/(»)]. 


n—a 


7. Si a y b son enteros positivos primos entre si, se tiene la formula 


= (a - m - 1 ) 

Se supone que para b = 1 la suma del primer miembro es 0. 

(a) Deduzcase este resultado geometricamente contando los puntos de la red en un trian- 
gulo rectangulo. 

(b) Deduzcase este resultado anaHticamente de la manera siguiente. Cambiando el l'ndice 

de sumacion, observese que [nafb] = [ a(b - n)/6].Apliquense luego los Ejer¬ 

cicios 4(a) y (b) al corchete de la derecha. 

8. Sea S un conjunto de puntos en la recta real. La funcion caracteristica de S es, por de¬ 
finition, la funcion Xs(x) — 1 para todo x de S, y Xs(x) = 0 para aquellos puntos que 
no pertenecen a S. Sea / una funcion escalonada que toma el valor constante c k en el 
k-'S imo subintervalo I k de una cierta partition de un intervalo [a,b]. Demostrar que 
para cada x de la reunion ^ kj I 2 kj ■ ■ ■ vj I n se tiene 


fix) = £ c k X h (x). 

k =1 


Esta propiedad se expresa diciendo que toda funcion escalonada es una combination 
lineal de funciones caracteristicas de intervalos. 


1.12 Definition de integral para funciones escalonadas 

En esta Seccion se introduce la deftnicion de integral para funciones es¬ 
calonadas. Esta deftnicion se ha de construir de manera que si una funcion es 
no negativa, su integral sea un numero que se adapte a la idea intuitiva de lo 
que «seria» el area del recinto de ordenadas correspondiente. 

Sea s una funcion escalonada deftnida en [a, 6], y sea P = {x a , x lt .. . , x n } 
la partition de [a, b~\ tal que s es constante en los subintervalos abiertos de P. 
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Se designa por s k el valor constante que toma s en el subintervalo abierto 
fc-esimo, de manera que: 

s(x ) = s k si x k-i ^ x ^ x k > k = 1 , 2,.. ., n . 

DEFINICION DE INTEGRAL DE FUNCIONES ESCALONADAS. La integral de S 

de a a b, que se designa por el simbolof* s(x) dx, se define mediante la siguiente 
formula: 

(L3) I* dx =Ih' (x k - x *-i) . 

“ *=i 

Es decir, para obtener el valor de la integral, se multiplica cada valor s* 
constante, por la longitud de intervalo fc-simo correspondiente, formando el pro- 
ducto Sk'(xk — Xk~i) y se suman luego todos los productos obtenidos. 

Observese que los valores de la funcion en los extremos de los intervalos 
no se toman en cuenta ya que no aparecen en el segundo miembro de (1.3). En 
particular, si s es constante en el intervalo abierto (a, b), es decir, s(x) = c si 
a < x < b, se tiene entonces: 

f 6 ^ 

J a s(x) dx — c2,(x k — x t _ x ) = c(b - a) , 

k=l 


independiente de cuales sean los valores s(a) y s(b). Si c > 0 y s(x) = c para 
todo x del intervalo cerrado [a, b], el conjunto de ordenadas de s es un rectan- 
gulo de base b — a y altura c; la integral de s es c(b — a), el area de este 
rectangulo. Gambiando el valor de s en uno de los puntos a o b o en ambos, 
cambia el conjunto de ordenadas pero no se altera la integral de s o el area de 
su conjunto de ordenadas. Por ejemplo, los dos conjuntos de ordenadas de la 
figura 1.22 tienen areas iguales. 



Figura 1.22 Cambiando el valor de la funcion Figura 1.23 Conjunto de ordenadas 

en dos puntos no varia el area del conjunto de de una funcidn escalonada. 

ordenadas. 



Propiedades de la integral de una funcion escalonada 


81 


El conjunto de ordenadas de cualquier funcion escalonada s consta de un 
numero finito de rectangulos, uno por cada intervalo en que la funcion es cons- 
tante; el conjunto de ordenadas puede tambien poseer o carecer de ciertos seg- 
mentos verticales, dependiendo de la manera como la funcion esta definida en los 
puntos de subdivision. La integral de s es igual a la suma de las areas de cada 
uno de los rectangulos, prescindiendo de los valores que toma s en los puntos de 
division. Esto esta de acuerdo con el hecho de que los segmentos verticales tienen 
area cero y no contribuyen en nada al area del conjunto de ordenadas. En la figu- 
ra 1.23, la funcion escalonada s toma los valores constantes 2, 1, y J- en los inter¬ 
vals abiertos (1, 2), (2, 5), y (5, 6) respectivamente. Su integral es igual a 

j 6 s(x) dx = 2 ■ (2 - 1) + 1 • (5 - 2) + 5 • (6 - 5) = V - 


Debe observarse que la formula para la integral en (1.3) no depende de la 
eleccion de la particion P mientras s sea constante en los subintervalos abiertos 
de P. Por ejemplo, si se. sustituye P por una particion mas fina P' anadiendo un 
nuevo punto de division t, siendo x n < t < x,. Entonces el primer termino del 
segundo miembro de (1.3) se reemplaza por los dos terminos Si * (f — x„) y 
s, • (x, — t), y los restantes terminos no cambian. Puesto que 


Sl-(t - X 0 ) + s t ■ (Xt - t) = St ■ {Xt - X 0 ), 


el valor de toda la suma no cambia. Podemos pasar de P a cualquier particion 
mas fina P' anadiendo los nuevos puntos de subdivision uno tras otro. En cada 
paso, la suma de (1.3) no cambia, de modo que la integral es la mistna para todos 
los afinamientos de P. 


1.13 Propiedades de la integral de una funcion escalonada 

En esta Seccion se dan unas propiedades fundamentals a las que satisface 
la integral de una funcion escalonada. La mayor parte de estas propiedades 
parecen obvias cuando se interpretan geometricamente y algunas de ellas inclu- 
so triviales. Todas estas propiedades son validas para integrales de funciones 
mas generates, y establecidas para el caso de funciones escalonadas, las demos- 
traciones para el caso general seran simples consecuencias. Las propiedades se 
dan como teoremas y en cada caso se da una interpretation geometrica por medio 
de las areas. Las demostraciones analiticas de los mismos se dan en la Seccion 1.15. 

La primera propiedad establece que la integral de una suma de dos funcio¬ 
nes escalonadas es igual a la suma de las integrales. Esta se conoce como la pro¬ 
piedad aditiva y se representa en la figura 1.24. 
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a b a b a b 

Figura 1.24. La propiedad aditiva de la integral. 

TEOREMA 1.2. PROPIEDAD ADITIVA. 


P [s(x) + f(x)] dx = [ 6 s(x) dx + p t(x) dx . 

J a •'o •'a 

La propiedad siguiente se pone de manifiesto en la figura 1.25 y se deno- 
mina propiedad homogenea, y expresa que si cada valor de la funcion se multi¬ 
plica por una constante c, la integral queda tambien multiplicada por c. 

teorema 1.3. propiedad homogenea. Para todo niimero real c, se tiene 
P c ■ s(x) dx = c P s(x) dx . 

Estos dos teoremas pueden combinarse en una formula conocida como pro¬ 
piedad de linealidad. 



2j 



i 

i'/j- ' 




Figura 1.25 La propiedad homogenea de la integral (con c = 2). 


teorema 1.4. propiedad de linealidad. Para todo par de numeros rea¬ 
les Cj y c 2 se tiene 


P [c x s(x) + c 2 f(x)] dx = c x P s(x) dx + c 2 | 6 t(x) dx . 

J a *'o J a 
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El teorema que sigue es un teorema de comparacion y expresa que si una 
funcion escalonada tiene en todo el intervalo [a, £>] valores mayores que otra, su 
integral en este intervalo tambien es mayor. 

teorema 1.5. teorema de comparacion. Si s(x) < t(x) para todo x de 
[a, 6], entonces 


b s(x) dx < i 6 t(x) dx . 
Ja 


La interpretacion geometrica de este teorema indica, que si un conjunto de orde- 
nadas esta contenido en otro, el area de la region menor no puede exceder a la de 
la mayor. 

Las propiedades que se han dado hasta ahora se refieren todas ellas a fun- 
ciones escalonadas defmidas en un intervalo comun. La integral tiene otras pro¬ 
piedades importantes que relacionan integrales deftnidas en intervalos distintos. 
Entre ellas se tiene el siguiente 

TEOREMA 1.6. ADITIVIDAD RESPECTO AL INTERVALO DE INTEGRACION. 

J c s(x) dx + £ s(x) dx = V six] dx si a <c <b. 


Este teorema refleja una propiedad del area que esta ilustrada en la figura 1.26. 
Si un conjunto de ordenadas se descompone en dos, la suma de las areas de las 
dos partes es igual al area del total. 

El teorema que sigue expresa la invariancia frente a una traslacion. Si el 
conjunto de ordenadas se «traslada» una cantidad c, el conjunto de ordenadas 
resultante es el de otra funcion escalonada t que se deduce de la s por medio de 
la ecuacion: t(x) = s(x — c). Si s esta defmida en [a,b], t estara definida en 



Figura 1.26 Aditividad con respecto 
al intervalo de integracion. 


Figura 1.27 Invariancia de la integral 
respecto a una traslacidn:t(x ) = s{x — c). 


[a + c, b + c], y sus conjuntos de ordenadas tienen la misma area. Esta propie¬ 
dad se expresa analiticamente como sigue: 
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TEOREMA 1.7. INVARIANCIA FRENTE A UNA TRASLACI6N. 

6 s(x) dx = r +c s(x — c) dx para todo real c . 

Ja Ja+c 

Su significado geometrico se ve en la figura 1.27 para c > 0. Si c < 0, el conjunto 
de ordenadas se traslada hacia la izquierda. 

La propiedad homogenea indica cual es la variation que experimenta una 
integral cuando se efectua un cambio de escala en el eje y. El teorema que se 
da a continuation se refiere a un cambio de escala en el eje x. Si s es una funcion 
escalonada definida en el intervalo [a, ft] y se altera la escala en la direction 
horizontal, multiplicand© cada coordenada x por un factor k > 0, la nueva 
grafica es la de otra funcion escalonada t definida en el intervalo [ka, Ar*>] y re- 
lacionada con s por medio de la ecuacion: 


<(x) 


-■© 


SI 


ka <,x <, kb . 


La figura 1.28 presenta un ejemplo con k = 2, y se ve que la figura alterada 
tiene area doble que la de la figura original. En general, si se considera un factor 






pip 

b 2 a 2x, 

Figura 1.28 Cambio de escala en el eje de las x : t ( x ) — s ( x / 2 ). 

positivo k, la integral queda multiplicada por k. Expresada analiticamente, esta 
propiedad tiene la forma siguiente: 

TEOREMA 1.8. DILATACI6N O CONTRACCI6N DEL INTERVALO DE INTEGRACI6n. 

£Mf) dx = fej s(x) dx para todo k > 0 . 

Hasta ahora, al utilizar el simbolo se ha entendido que el limite inferior 
a era menor que el limite superior ft. Es conveniente extender un poco los concep¬ 
tos y considerar integrales con el limite inferior mavor que el superior. Esto se 
logra definiendo: 


(1.4) 


J“ s(x) dx = — s(x) dx si a < ft . 
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Se define tambien: 



definicion sugerida al hacer a = b en (1.4). Estos convenios permiten afirmar 
que el teorema 1.6 es valido no solo si c esta entre a y b, sino para cualquier 
ordenacion de a , b, c. El teorema 1.6 se escribe muchas veces en la forma 

( c s(x) dx -f | b s(x ) dx + [ a s(x) dx = 0 . 

•'a Jc Jb 

Analogamente se puede extender el campo de validez del teorema 1.8, al caso 
en que k sea negativo. En particular, cuando k = — 1, el teorema 1.8 y la igual- 
dad (1.4) nos dan 


b s(x) dx = I s( —x) dx . 

Ja J—b 




Ficura 1.29 Representation de la propiedad de reflexion de la integral. 

Llamaremos a esta, propiedad de reflexion de la integral, ya que la grafica de la 
funcion t dada por t(x) = s(— x) se obtiene de la funcion s por reflexion respecto 
al eje y. En la figura 1.29 se representa un ejemplo. 


1.14 Otras notaciones para las integrales 

La letra x que aparece en el simbolo s(x) dx no juega ningun papel esen- 
cial en la definicion de area. Cualquier otro simbolo adecuado servira exactamente 
igual. Se usan frecuentemente para ello las letras t, u, v, z, y en vez de s(x) dx 
se puede escribir j*s(t)dt, s(u)du, etc., siendo consideradas todas como no¬ 
taciones diversas para una misma cosa. Los simbolos x, t, u, etc., que se utilizan 
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en este sentido, se denominan «variables aparentes». Son analogas a los indices 
aparentes usados en los sumatorios. 

Algunos autores de libros de Calculo tienen tendencia a suprimir simulta- 
neamente la variable aparente y el simbolo d y escribir para la integral simple- 
mente s. Una razon para utilizar este simbolo abreviado, es que expresa con 
mas fuerza que la integral depende solamente de la funcion s y del intervalo [a, 6]. 
Asi, algunas formulas toman una forma mas simple con esta notacion. Por ejem- 
plo, la propiedad aditiva se expresa: (s+ t) = J* s + t. Sin embargo, resulta 
mas complicado escribir algunas formulas, como por ejemplo, las de los teoremas 
1.7 y 1.8 con la notacion abreviada. Mas importantes son, sin embargo, las venta- 
jas practicas que presenta la notacion original de Leibniz como se vera mas 
adelante. El simbolo dx, que en este momento casi parece superfluo, resulta ser 
un instrumento muy util en la practica de calcuios con integrales. 


1.15 Ejercicios 

1. Calcular el valor de cada u'na de las integrales siguientes. Se pueden aplicar los teoremas 
dados en la Seccion 1.13 siempre que convenga hacerlo. La notacion [x] indica la parte 
entera de x. 

(a) j ^ [x] dx. (d) 2[x] dx. 

(b) lx + |] dx. (e) [2x] dx. 

(c) ([*] + [x + |]) dx. (f) J 3 ^ [-x] dx. 

2. Dar un ejemplo de funcion escalonada s defmida en el intervalo cerrado [0,5], que 
tenga las siguientes propiedades: J 2 j(x) dx = 5, Jjj s(x) dx = 2. 

3. Probar que M dx + [ -x] dx = a - b. 

4. (a) Si n es un entero positivo, demostrar que [f] dt = n(n — l)/2. 

(b) Si f(x) = J* [ t]dt para x > 0, dibujar la grafica de / sobre el intervalo [0,4]. 

5. (a) Demostrar que [t 2 ] dt = 5 - V2 - V3. 

(b) Calcular J?_ 3 [f 2 ] dt. 

6. (a) Si n es un entero positivo demostrar que [t] 2 dt = n(n — 1)(2« — l)/6. 

(b) Si f{x) = J* [r] 2 dt para x > 0, dibujar la grafica de f en el intervalo [0,3]. 

(c) Hallar todos los valores de x > 0 para los que J* [f] 2 dt = 2(x — 1). 

7. (a) Calcular [v"/] dt. 

(b) Si n es un entero positivo, demostrar que f” 2 [\/~t] dt = n(n — l)(4n + l)/6. 
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8. Pruebese que la propiedad de traslacion (teorema 1.7) se puede expresar en la forma 
siguiente: 


I b+c f(x)dx= \ b f{x+c)dx. 

J a+c Ja 

9. Probar que la propiedad siguiente es equivalente al teorema 1.8. 

I kb f(x) dx = k P f{kx) dx . 

Jka Ja 

10. Dado un entero positivo p. Una funcion escalonada s esta definida en el intervalo [0, p] 
como sigue: s(x) =( — 1 ) n n si x esta en el intervalo n <, x < n + 1, siendo 

n = 0, 1, 2,.. ., p - 1; s(p) = 0. Pongase f(p) = j® s(x) dx. 

(a) Calcular /(3), /(4) y /(/( 3)). 

(b) iPara que valor (o valores) de p es \f(p)\ = 11 

11. Si en lugar de definir la integral de una funcion escalonada utilizando la formula (1.3) 
se tomara como definicion: 


P-K*) dx = 2 4 ' (x k - , 

k—1 

se tendrla una nueva teoria de la integracion distinta de la dada. iCuales de las si- 
guientes propiedades seguirian siendo validas en la nueva teoria? 

(b) p (s + t) = J 6 5 + j b t. (d) pp i(x) dx = J® s(x + c) dx. 

(e) Si s(x) < t(x) para cada * en [ a,b ], entonces s < J a u 

12. Resolver el Ejercicio 11 utilizando la definicion 

P s(x) dx = 2 x k ' ( x l ~ **-i) • 

En los Ejercicios que siguen se piden las demostraciones anah'ticas de las propie¬ 
dades de la integral dadas en la Seccion 1.13. Las demostraciones de los teoremas 1.3 
y 1.8 se presentan como ejemplo. Para las otras se daran indicaciones. 

Demostracion del teorema 1.3: c ■ s(x) dx = c§ b a s(x)dx para cada numero real c. 

Sea P = {x 0 , x 1 , . . . , xj una particion de [a, b] tal que s es constante en los subin- 
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tervalos abiertos de P. Sea s(x) = s k si x k-\ < x < x k {k = \,2,... ,n). 
Entonces, c • .v(x) = c • s k si < x < x k , y, por tanto, en virtud de la de - 

finicion de integral se tiene; 


fft 71 71 fb 

c ■ s(x) dx = 2 C ■ s k ■ (x k - x k _f) = cjs t - (x k - x fc _j) = c s(x) dx . 
Ja k =1 *=1 Ja 

Demostracion del teorema 1.8: 

[ x \ fb 

I si -\dx = A: s(x) dx si k > 0 . 

Jka / J a 


Sea P = {xo, Xi, x„} una particion del intervalo [a,b] tal que s es constante en 
los subintervalos abiertos de P. Supongase que s(x) = s, si x,_i < x < x,. Sea <(x) = 
= s(x/k) si ka < x < kb. Entonces t(x) = s, si x pertenece al intervalo abierto 
(kx ,_i, A:x,); por tanto, P' = [kx a , kx u .... fcx„} es una particion de [ka, kb] y t es 
constante en los subintervalos abiertos de P'. Por tanto, t es una funcion escalonada 
cuya integral es: 

I U ‘ t(x) dx = j s i' ( kx i ~ kx i -0 = k £ s* • (x* - x t _f) = k p s(x) dx . 

Jkn i= i i-1 Ja 

13. Demostrar el teorema 1.2 (propiedad aditiva). [ Indicacion: Apliquese la propiedad adi- 

tiva para sumas: ("ft + **) = S?=i a k + 2"=i •] 

14. Demostrar el teorema 1.4 (propiedad lineal). [Indicacion: Apliquese la propiedad adi¬ 
tiva y la propiedad homogenea.] 

15. Demostrar el teorema 1.5 (teorema de comparacion). [Indicacion: Apliquese la propie¬ 
dad correspondiente para sumas: 2*=i a k < 2t=i t>k si a k < b k para k = 1,2. n.] 

16. Demostrar el teorema 1.16 (aditividad con respecto al intervalo). [Indicacion: Si P, es 
una particion de [a, c) y P 2 una particion de [c, b], los puntos de Pi, junto con los de 
P 2 forman una particion de [a, 6].] 

17. Demostrar el teorema 1.7 (invariancia frente a una traslacion). [Indicacion: Si 
P = {x„ , Xj , . . , x,,} es una particion de [a, b ] , entonces P' = {x 0 + c, Xj + c, . . . , 
x„ + c} es una particion de [a 4- c, b + c].] 


1.16 La integral de funciones mas generates 

La integral s(x) dx se ha definido para una funcion escalonada. En este 
apartado se dara una definicion aplicable a funciones mas generales /. La defi- 
nicion se construira de tal manera que la integral resultante goce de todas las 
propiedades dadas en el apartado 1.13. 
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y t, Aproximacion por exceso 

yf 

y s, Aproximacion por defecto 


Figura 1.30 Aproximacion por exceso y por defecto de una funcion f por medio de 

funciones escalonadas. 


El metdo esta inspirado en el de Arqui'medes que se expuso en la Section I 1.3. 
La idea es simplemente esta: se empieza por aproximar por defecto y por exceso 
la funcion / mediante funciones escalonadas, como se sugiere en la figura 1.30. 
Para ello se supone que se elige una funcion escalonada arbitraria, designada por 
s, cuya grafica esta por debajo de la de f, y una funcion escalonada arbitraria, 
designada por t, cuya grafica esta por encima de la de /. Si ahora se considera el 
conjunto de todos los numeros s(x) dx, y t(x) dx obtenidos eligiendo s y t 
de todas las maneras posibles, se tiene en virtuil del teorema de la comparacion: 

P s(x) dx < P t(x) dx 

*■ a 


Si la integral de /, ha de cumplir tambien el teorema de la comparacion, ha de 
ser un numero comprendido entre s(x) dx y t(x) dx para cada par s y t de 
funciones de aproximacion. Si existe un numero unico con esta propiedad, parece 
logico tomar este numero como definicion de integral de /. 

Una sola cosa puede dificultar este proceso, y esta dificultad se presenta 
muy al principio. Desgraciadamente no es posible aproximar tod a funcion su- 
periormente e inferiormente por medio de funciones escalonadas. Por ejemplo, 
la funcion / dada por las ecuaciones: 

fix) = j si x ^ 0 , /(0) = 0 , 


esta definida para todo numero real x, pero en ningun intervalo [a, 6] que con- 
tenga el origen se puede contornear f mediante funciones escalonadas. Esto es 
debido a que en la proximidad del origen, / tiene valores arbitrariamente gran- 
des, o dicho de otro modo, / no esta acotada en el entorno del origen (vease 
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figura 1.31). Por ello, al tratar de definir la integral, es preciso restringirse a las 
funciones que son acotadas en [a, fo] es decir, a aquellas funciones } para las 
cuales existe un numero M > 0 tal que: 

(1.5) —M <f(x) < M 

para cada x en [a, 6], Geometricamente, la grafica de tales funciones esta si- 
tuada entre las graficas de dos funciones escalonadas s y t que toman los valo- 


y 




Figura 1.31 Funcion no acotada Figura 1.32 Funcion acotada. 

res —MyM respectivamente (vease figura 1.32). En este caso se dice que / esta 
acotada por M. Las dos desigualdades en (1.5) se pueden escribir en la forma: 

\/{x)\ £ M. 

Resuelto este punto, se puede realizar el plan descrito antes y formular la 
definicion de integral. 

definici6n de integral de una funciOn acotada. Sea f una funcion 
definida y acotada en [ a,b ]. Sean s y t funciones escalonadas arbitrarias defi- 
nidas en [a, b] tales que 

(1.6) s(x) <;/(x) < t(x) 

para cada x en [a, b.~\ Si existe un numero I, y solo uno, tal que 

P s(x) dx <, I < P t(x) dx 

J a J a 


(1.7) 
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para cada par de funciones escalonadas s y t que verifiquen las (1.6), entonces 
este numero I se denomina la integral de f desde a a b y se indica por el simbo- 
lo fa /(*) dx o f b a f. Cuando I existe se dice que f es integrable en [a, b]. 

Si a < b se define J? f(x) dx = - f b a f(x) dx supuesta / integrable en [a, 6]. 
Tambien se define /“ f(x) dx = 0. Si / es integrable en [a, £>], se dice que la inte¬ 
gral f(x) dx existe. La funcion / se denomina integrando, los numeros a y b 
los limites de integracion, y el intervalo [a, b] el intervalo de integracion. 

1.17 Integrates superior e inferior 

Supongamos la funcion / acotada en [a, b]. Si s y t son funciones escalona¬ 
das que satisfacen (1.6), se dice que s es inferior a /, y que t es superior a /, y 
escribimos s < / < t. 

Sea S el conjunto de todos los numeros J* s(x) dx obtenidos al tomar como 
s todas las funciones escalonadas inferiores a /, y sea T el conjunto de todos los 
numeros tlx) dx al tomar como t todas las funciones escalonadas superiores a /. 
Esto es, 


S = j£ s(x)dx | s <;/j , r= jj^ t(x)dx |/< rj . 

Los dos conjuntos S y T son no vacfos puesto que / es acotada. Asimismo, 
Ja s(x) dx < f b t(x) dx si s < f < t, de modo que todo numero de S es menor que 
cualquiera de T. Por consiguiente, segun el teorema 1.34, S tiene extremo superior, 
y T extremo inferior, que satisfacen las desigualdades 

f 6 s{x) dx < sup S < inf T< (” tlx) dx 

J a d a 

para todas las s y t que satisfacen s < / < t. Esto demuestra que tanto sup S 
como inf T satisfacen (1.7). Por lo tanto, / es integrable en [a, fi] si y solo si 
sup S = inf T. en cuyo caso se tiene 

j” fix) dx = sup S = inf T. 

d a 

El numero sup S se llama integral inferior de / y se representa por Ilf). El nu¬ 
mero T se llama integral superior de / y se representa por Ilf). Asi que tenemos 

Ilf) = sup |£ six) dx | s </|, Ilf) = inf |£' f(x) dx | / < tj . 

El razonamiento precedente demuestra el teorema siguiente. 
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teorema 1.9. Toda funcidn f acotada en \a,b~\ tiene una integral inferior 
1(f) y una integral superior 1(f) que satisfacen las desigualdades 

P s(x) dx < 1(f) < 1(f) <, f 6 t( x ) dx 

*■ a J a 


para todas las funciones s y t tales que s <, f <, t. La funcidn f es integrable en 
la,b] si y sdlo si sus integrates superior e inferior son iguales, en cuyo caso 
se tiene 

P f(x)dx = 1(f) = /(/). 

da 

1.18 El area de un conjunto de ordenadas expresada anno una integral 

El concepto de area se introdujo axiomaticamente en la Section 1.6 como 
una funcion de conjunto que tiene ciertas propiedades. A partir de esas propie- 
dades se demostro que el area de un conjunto de ordenadas de una funcion esca- 
lonada no negativa es igual a la integral de la funcion. Ahora demostramos que 
eso tambien es cierto para cualquier funcidn integrable no negativa. Recuerdese 
que el conjunto de ordenadas de una funcidn no negativa / sobre un intervalo 
[a, £>] es el conjunto de todos los puntos (x, y) que satisfacen las desigualdades 
0^ ^ f(x), a <jx <,b. 

teorema 1.10. Sea f una funcidn no negativa, integrable en un intervalo 
[a, b~\, y sea Q el conjunto de ordenadas de f sobre [a, b]. Entonces Q es medible 
y su area es igual a la integral f(x) dx. 


Demostracion. Sean S y T dos regiones escalonadas que satisfacen 
S £ Q c T. Existen dos funciones escalonadas s y t que satisfacen s f t en 
{a, b~\, tales que 

a(S) = p s(x) dx y a(T) = P t(x) dx . 

Ja J a 

Puesto que / es integrable en [a, fe], el numero I = $1 f(x) dx es el unico que 
satisface las desigualdades 


P s(x) dx <, I < P t(x) dx 

Ja Ja 

para todas las funciones escalonadas s y t que cumplen s <, f <t. Por consi- 
guiente ese es tambien el unico numero que satisface a(S) <. I < a(T) para todas 
las regiones escalonadas S y T tales que S SQ^T. Segun la propiedad de exhau- 
cion, esto demuestra que Q es medible y que a(Q) = I. 
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Sean Q el conjunto de ordenadas del teorema 1.10, y Q' el conjunto que 
queda si se quitan de Q los puntos de la grafica de /. Esto es, 

Q' — {(x, y)\a < x < b,0 <y </(x)}. 

El razonamiento utilizado para demostrar el teorema 1.10 tambien demuestra 
que Q' es medible y que a(Q') = a(Q). Por consiguiente, segun la propiedad de 
la diferencia relativa al area, el conjunto Q — Q' es medible y 


a(Q - Q') = a(Q) - a(Q') = 0. 


O sea, hemos demostrado el siguiente teorema. 

teorema 1.11. Sea f una funcion no negativa, integrable en un intervalo 
la, b]. La grafica de f, esto es, el conjunto 

{(x, y) | a < x < b, y — /(x)}, 
es medible y tiene area igual a 0. 


1.19 Observaciones relativas a la teoria y tecnica de la integration 

Una vez se ha llegado aqui se presentan dos cuestiones fundamentales: 
(1) cQue funciones acotadas son integrables? (2) Supuesto que una funcion f 
es integrable, <;como se calcula la integral de f? 

La primera cuestion se estudia en la «Teoria de la integracion» y la segunda 
bajo el ti'tulo de «Tecnica de la integracion». Una respuesta completa a la cues¬ 
tion (1) corresponde a un nivel superior a la de un curso preliminar y no se 
estudiara en este libro. En cambio, daremos respuestas parciales que tan solo 
requieren ideas elementales. 

Primero introducimos una clase importante de funciones llamadas funciones 
monotonas. En la Seccion siguiente definimos tales funciones y damos algunos 
ejemplos. Demostramos luego que todas las funciones monotonas acotadas son 
integrables. Por fortuna, la mayoria de las funciones que se presentan en la prac- 
tica son monotonas o sumas de funciones monotonas, de modo que los resultados 
de esta teoria reducida de la integracion tienen una amplitud suficiente. 

La discusion de la «Tecnica de la integracion» comienza en la Seccion 1.23, 
donde se calcula la integral x p dx, cuando p es entero positivo. Luego se desarro- 
llan las propiedades generales de la integral, tales como la linealidad y la aditivi- 
dad, y hacemos ver en que forma esas propiedades nos ayudan a ampliar nues- 
tros conocimientos en integrales de funciones especificas. 
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1.20 Funciones mondtonas y mondtonas a trozos. Defmiciones y ejemplos 


Una funcion / se dice que es creciente en un conjunto S si fix) < f(y) para 
cada par de puntos x e y de S con x < y. Si se verifica la desigualdad estricta 
f(x) < f(y) para todo x < y en S se dice que la funcion es creciente en sentido 




Decreciente en 
sentido estricto 


Figura 1.33 Funciones monotonas. 


estricto en S. Analogamente, una funcion se dice decreciente en S si /(x) > /(y) 
para todo x < y en S. Si /(x) > /(v) para todo x < y en S la funcion se deno- 
min <2 decreciente en sentido estricto en S. Una funcion se denomina mondtona en S 
si es creciente en S o decreciente en S. Mondtona en sentido estricto significa 
que /, o es estrictamente creciente en S o es estrictamente decreciente en S. En ge¬ 
neral, el conjunto S que se considera, o es un intervalo abierto o un intervalo 
cerrado. En la figura 1.33 se dan ejemplos. 



Figura 1.34 Funciones mondtonas a trozos. 

Una funcion / se dice que es mondtona a trozos en un intervalo si su grafica 
esta formada por un numero finito de trozos monotonos. Es decir, / es mono- 
tona a trozos en [a, b] si existe una particion P de [a, 6] tal que / es monotona 
en cada uno de los subintervalos abiertos de P. En particular, las funciones 
escalonadas son mondtonas a trozos y tambien lo son todos los ejemplos de las 
figuras 1.33 y 1.34. 
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ejemplo 1. Las funciones potenciales. Si p es un entero positivo, se 
tiene la desigualdad: 


x v < y p si 0 fC x < y, 

que se puede demostrar facilmente por induction. Esto implica que la funcion f 
definida para todo numero real x por la ecuacion f(x) — x v es creciente en sen- 
tido estricto en el eje real no negativo. La misma funcion es monotona en 
sentido estricto en el eje real negativo (es decreciente si p es par y creciente 
si p es impar). Por tanto, / es monotona a trozos en cada intervalo finito. 

ejemplo 2. La funcion raiz cuadrada. Sea f(x) = Vx para x > 0. Esta 
funcion es estrictamente creciente en el eje real no negativo. En efecto, si 
0 < x < y, tenemos 

Vy + V x 

luego, \Vy — \/x>0- 

ejemplo 3. La grafica de la funcion g definida por la ecuacion 
g (x) = Vr 2 - x 2 si -r <x <r 

es una semicircunferencia de radio r. Esta funcion es estrictamente creciente en 
el intervalo —r<x< 0 y estrictamente decreciente en el intervalo 0 < x < r. 
Por tanto, g es una funcion monotona a trozos en [ —r, r]. 


1.21 Integrabilidad de funciones monotonas acotadas 

La importancia de las funciones monotonas en la teoria de la integracion se 
debe al siguiente teorema. 

teorema 1.12. Si f es monotona en un intervalo cerrado [a, ft], / es inte¬ 
grate en [a, b], 

Demostracion. Demostraremos el teorema para funciones crecientes. El ra- 
zonamiento es analogo para funciones decrecientes. Supongamos pues / creciente 
y sean 1(f) e 1(f) sus integrates inferior y superior. Demostraremos que 1(f) — 1(f). 

Sea n un entero positivo y construyamos dos funciones escalonadas de aproxi- 
macion s„ y t„ del modo siguiente: Sea P = {x„, x u . . ., x„ } una particion de 
[a, b ] en n subintervalos iguales, esto es, subintervalos [xit-i, Xu] tales que 
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x k — Xk-i = (b — a)In para cada valor de k. Definamos ahora s„ y t„ por las 
formulas 


■*»(*) = /(**- 1 ), tjx) = f(x k ) si x k _! < x < x k . 

En los puntos de division, se definen s„ y t„ de modo que se mantengan las rela- 
ciones s„(x) <, f(x) ^ t„(x) en todo [a, b]. En la figura 1.35(a) se muestra un 
ejemplo. Con esta eleccion de funciones escalonadas, tenemos 



J 'b n 

S« =J.f( 

a *=1 


X*X** - **-i) -2f(x k _ jXx*. - x*_j) = 


*=1 


b — a 


21/(**) -/(^-i)] = -. ?)[/(fc) /(a)1 , 


siendo la ultima igualdad una consecuencia de la propiedad telescopica de las 
sumas finitas. Esta ultima relacidn tiene una interpretacion geometrica muy sen- 
cilla. La diferencia t n — s„ es igual a la suma de las areas de los rectangulos 
sombreados de la figura 1.35(a). Deslizando esos rectangulos hacia la derecha 
como se indica en la figura 1.35(b), vemos que completan un rectangulo de base 




Figura 1.35 Demostracidn de la integrabilidad de una funcidn creciente. 


(b — a)/n y altura /(b) — /(a); la suma de las areas es por tanto, C/n, siendo 

c = (b - a)[m - mi 

Volvamos a escribir la relation anterior en la forma 


( 1 . 8 ) 



C 

n 
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Las integrales superior e inferior de / satisfacen las desigualdades 

P s. < 1(f) <hn y f *„ < 1(f) < f 6 t n . 

*> a % ’a d a 


Multiplicando las primeras desigualdades por (— 1) y sumando el resultado a las 
segundas, obtenemos 


iu) - /</> < j;- /„* ■ 

Utilizando (1.8) y la relacion 1(f) <.J(f), obtenemos 

0 < /(/) - 1(f) < ^ 

para todo entero n >; l. Por consiguiente, segun el teorema 1.31, debe ser 
J_(f) = /(/). Esto demuestra que / es integrable en [a, b]. 


1.22 Calculo de la integral de una funcion monotona acotada 

La demostracion del teorema 1.12 no solamente prueba que la integral de 
una funcion creciente acotada existe, sino que tambien sugiere un metodo para 
calcular el valor de la integral, fiste se expone en el teorema siguiente. 


teorema 1.13. Supongamos f creciente en un intervalo cerrado [a, 6]. 
Sea Xk ~ a + k(b — a)/n para k = 0, 1, .... n. Si I es un numero cualquiera 
que satisface las desigualdades 


(1.9) 


b - 


2 /(Xit) - 1 - 2 /(Xs) 


para todo entero n > 1, entonces I = f(x)dx. 

Demostracion. Sean s„ y t„ las funciones escalonadas de aproximacion espe¬ 
cial obtenidas por subdivision del intervalo [a, b] en n partes iguales, como se hizo 
en la demostracion del teorema 1.12. Entonces, las igualdades (1.9) establecen que 


£ £' s f >■ 
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para n > 1. Pero la integral j b a f(x) dx satisface las mismas desigualdades que I. 
Utilizando la igualdad (1.8) vemos que 


0^ 




para todo n !> 1. Por consiguiente, segun el teorema 1.31, tenemos I =/„/(*) dx, 
como se afirmo. 

Con analogo razonamiento se consigue demostrar el correspondiente teorema 
para funciones decrecientes. 


teorema 1.14. Supongamos f decreciente en [a, ft]. Sea Xk=c+k(b—a)/n 
para k=0, l, ..., n. Si I es un numero cualquiera que satisface las desigualdades 



^ 1 ^ 

k =1 



71—1 




k =0 


para todo entero n >. 1, entonces 1 = f(x) dx. 


1.23 Calculo de la integral J* x p dx siendo p entero positivo 

Para mostrar como se utiliza el teorema 1.13 calcularemos la integral 
Jo x v dx siendo b > 0 y p un entero positivo cualquiera. La integral existe porque 
el integrando es creciente y acotado en [0, 6]. 

teorema 1.15. Si p es un entero positivo y b > 0, tenemos 

C b b v+1 

Jo p + 1 

Demostracion. Comencemos con las desigualdades 



fc=i 


„2>+l 


P + 1 


< 2 >’ 

k= 1 


validas para todo entero n > 1 y todo entero p > 1. Estas desigualdades pueden 
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demostrarse por induction. (En el Ejercicio 13 de la Seccion 14.10 se indica una 
demostracion.) La multiplication de esas desigualdades por b p+1 jn p ^ 1 nos da 

b y(kbf < b y/kby 

n -+>' In/ P+1 n d—\ nl 

1 *=i 

Si ponemos fix) = x p y x k = kb/n , para k = 0, 1,2, ... , n, esas desigualdades 
se transforman en las siguientes 


i n—1 

fc =0 


P+ 1 
p + 1 



■A 


Por consiguiente, las desigualdades (1.9) del teorema 1.13 se satisfacen poniendo 
fix) — x p , a = 0, y entonces 7 = b p+ fip + !)• Resulta pues que f%x p dx = 
= b p+1 /(P + 1). 


1.24 Propiedades fundamentales de la integral 

A partir de la definicion de integral, es posible deducir las propiedades si¬ 
guientes, que se demuestran en la Seccion 1.27. 

TEOREMA 1.16. LINEALIDAD RESPECTO AL INTEGRANDO. Si f y g SOH ambas 

integrables en [a, b] tambien lo es cf + c 2 g para cada par de constantes c x y c 2 . 
Ademas, se tiene: 

J fri/to + dx = Ci j f(x) dx + c 2 J g(x) dx . 

Ja da da 

Nota. Aplicando el metodo de induction, la propiedad de linealidad se puede 
generalizar como sigue: Si /,, ... f„ son integrables en [a, b], tambien lo esc 1 /’ 1 + - • • + 
+ c nfn P ara c i,... ,c n reales cualesquiera y se tiene: 

{ ItiAW dx = ^c k [f k (x) dx . 

1 k=l “ 


TEOREMA 1.17. ADITIVIDAD RESPECTO AL INTERVALO DE INTEGRACION. Si 
existen dos de las tres integrates siguientes, tambien existe la tercera y se tiene: 

J f(x) dx + f f{x) dx = J f{x) dx . 

•>o da 
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Nota: En particular, si /es monotona en [a,b] y tambien en [6, c], existen las 
dos integrales j ' u f e J^y.con lo que tambien existe j'/ y es igual a la suma de aquellas. 

TEOREMA 1.18. INVARIANC1A FRENTE A UNA TRASLACION. Si f eS integrable 
en [a,b], para cada numero real c se tiene: 

jj(x) dx = £^/(* -c)dx. 

TEOREMA 1.19. DILATACION 0 CONTRACCION DEL INTERVALO DE INTEGRACION. 
Si f es integrable en [ a , b ] para cada numero real k ¥= 0 se tiene: 

Nota: En los dos teoremas 1.18 y 1.19 la existencia de una de las integrales implica 
la existencia de la otra. Cuando k — — 1, el teorema 1.19 se llama propiedad de re- 
flexion. 


teorema 1.20. teorema de comparaciOn. Si j y g son ambas integrables 
en [a, b ] y si g(x) < fix) para cada x en [a, b] se tiene : 

f gOO dx < j f(x) dx . 

•'a *>a 


Un caso particular importante del teorema 1.20 se tiene cuando g(x) = 0 
para cada x. En este caso el teorema dice que si f(x) > 0 en todo el intervalo 
[a, b], entonces HI fix) dx > 0. Dicho de otra manera, una funcion no negativa 
tiene integral no negativa. Tambien se puede demostrar que si se tiene la desi- 
gualdad en sentido estricto g(x) < fix), para todo x en [a, b], tambien se veri- 
fica la misma desigualdad en sentido estricto para las integrales, pero la demos- 
tracion no es facil. 

En el capitulo 5 se daran varios metodos para calcular el valor de una 
integral sin necesidad de aplicar en cada caso la definicion. Sin embargo, estos 
metodos solo son aplicables a un numero reducido de funciones y para la mayor 
parte de funciones integrables, el valor numerico de su integral solo puede ser 
obtenido aproximadamente; lo que se consigue aproximando el integrando su¬ 
perior e inferiormente mediante funciones escalonadas, o por medio de otras 
funciones simples cuya integral se puede calcular exactamente. El teorema de 
comparacion se utiliza para obtener aproximaciones de la integral de la fun¬ 
cion en cuestion. Esta idea se analizara con mas cuidado en el capitulo 7. 
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1.25 Integracion de polinomios 


En la Seccion 1.25 se establecio la formula de integracion 


( 1 . 10 ) 



b v+1 
P + 1 


para b > 0 y p entero positivo cualquiera. La formula es tambien valida si b — 0, 
ya que ambos miembros son cero. Podemos usar el teorema 1.19 para demostrar 
que (1.10) tambien es valida para b negativo. Tomemos k = — 1 en el teorema 
1.19 y se obtiene 



lo cual prueba la validez de (1.10) para b negativo. La propiedad aditiva 
$ b a x p dx = Jo x p dx — Jg x p dx nos conduce a la formula mas general 



b* +1 - a 7 " 1 
P + 1 


valida para todos los valores reales de a y b, y todo entero p !> 0. 
Algunas veces el simbolo 


P(x) 


b 

a 


se emplea para designar la diferencia P(b) — P(a). De este modo la formula an¬ 
terior puede escribirse asi: 



x 


P+1 


P + 1 


b P+l _ a v+l 

P + 1 


Esta formula y la propiedad de linealidad, nos permiten integrar cualquier 
polinomio. Por ejemplo, para calcular la integral jl(x 2 — 3x + 5 )dx, hallamos la 
integral de cada termino y sumamos luego los resultados. Asi pues, tenemos 



— 3x + 5) dx = x 2 dx 


-f 


f 3 f 3 Y 3 

3j x dx + 5j dx = — 



3 

+ 5x 


li 


3 

1 


33 _ 1 3 32 _ 3I _ jl 

-- - -3--- + 5 --- 


26 


12 + 10 = 


20 
3 ' 


3 


2 


1 
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Con mayor generalidad, para calendar la integral de cualquier polinomio inte- 
gramos termino a termino: 



k=0 k=0 


b k+1 - a k+1 
k -f- 1 


Tambien podemos integrar funciones mas complicadas, desdoblandolas en 
varios polinomios. Por ejemplo, consideremos la integral /J |x(2x — 1)| dx. Debido 
al signo de valor absoluto, el integrando no es un polinomio. No obstante, consi- 
derando el signo de x(2x — 1), podemos descomponer el intervalo [0, 1] en dos 
subintervalos, en cada uno de los cuales el integrando es un polinomio. Cuando x 
varfa de 0 a 1, el producto x(2x — 1) cambia de signo en el punto x = \ ; es nega- 
tivo si 0 < x < £ y positivo si \ < x < 1. Por lo tanto, en virtud de la pro- 
piedad aditiva escribimos 

J *i fl /2 r l 

o \x(2x - 1)| dx = - J o x(2x - 1 )dx + J i/2 x(2x - 1) dx 

= i' /2 ^ ~ 2x ") dx + £ 2 (2x 2 - x) dx 

= (i- A) + (A-t)-i. 

1.26 Ejercicios 


Calcular cada una de las integrales siguientes. 


1. 

f' x 2 dx. 

9. 

P (t 2 + 1 )dt. 


Jo 


J-i 

2. 

P x 2 dx. 

10. 

I' 3 (3x 2 - 4x + 2) dx. 


J 3 


J 2 

3. 

P 4x 3 dx. 

11. 

f l/2 (St 3 + 6 1 2 -2t +5), 


Jo 


Jo 

4. 

f 2 4 x 3 dx. 

12. 

P ( u — 1 )(w — 2) du. 


J- 2 


J—2 

5. 

f 1 5 1* dt. 

13. 

P (x + l) 2 dx. 


Jo 


J-i 

6. 

f 1 5 t*dt. 

14. 

r 1 (x + l) 2 dx. 


J-i 


Jo 

7. 

f 1 (5x 4 — 4x 3 ) dx. 

15. 

I “ (x — l)(3x — 1) dx. 


Jo 


Jo 

8. 

J 1 (5x 4 — 4x 3 ) dx. 

16. 

|(x - l)(3x - 1)| dx. 
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17. P (lx - 5) 3 dx. 19. x 2 (x - 5 )*dx. 

18. J 3 (x- - 3 f dx. 20. ) 4 (x + 4) 10 dx. [ Indication: Teorema 1.18.] 

21. Hallar todos los valores de c para los que 

(a) ( c x(l —x)dx = 0, (b) P |.c(I — x)\dx=0. 

Jo Jo 

22. Calcular cada una de las integrales siguientes. Dibujese la grafica / en cada caso. 

C 2 ... Ijc 2 si 0 ^ x <, 1, 

(a) J o /(*) dx donde f(x) = ( 2 _ ^ si 1 < x ^ 2. 

! x si 0 < x < c, 

l - X 

c - si c < x ^ 1; 

l - c 

c es un numero real fijado, 0 < c < 1. 

23. Hallar un polinomio cuadratico P para el cual P( 0) = P{ 1) = 0 y P(x) dx = 1. 

24. Hallar un polinomio cubico P para el cual P( 0) = P(— 2) = 0, /’ll) = 15, y 3 J® 2 
P(x) dx = 4. 

Ejercicios optativos. 

25. Sea / una funcion cuyo dominio contiene — x siempre que contiene x. Se dice que / 
es una funcion par si /( - x) = /(x) y una funcion impar si /( — x) = — f(x) para 
todo x en el dominio de /. Si / es integrable en [0, b] demostrar que: 

(a) \ h J( x ) dx = 2 J ^f(x)dx si / es par; 

(b) | b f( x ) dx = 0 si / es impar. 

26. Por medio de los teoremas 1.18 y 1.19 deducir la formula 

f fix) dx = {b — a)\ f[a + {b — a)x] dx . 

J a Jo 

27. Los teoremas 1.18 y 1.19 sugieren una generalizacion de la integral faf(^ x -PB)dx. 
Obtener esa formula y demostrarla con el auxilio de los citados teoremas. Discutir 
tambien el caso A = 0. 
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28. Mediante los teoremas 1.18 y 1.19 demostrar la formula 

[ b f(c — x)dx = a f(x) dx . 

Ja Jc—b 


1.27 Demostraciones de las propiedades fundamentals de la integral 

Esta Seccion contiene las demostraciones de las propiedades basicas de la inte¬ 
gral que se citaron en los teoremas del 1.16 al 1.20 de la Seccion 1.24. Usamos 
repetidamente el hecho de que toda funcion / acotada en un intervalo [a, 6] 
tiene integral inferior /(/) e integral superior 1(f) dadas por 

1(f) = sup \£ s | s ^ /) , 1(g) = inf (J o t \f < t), 

en donde s y t son funciones escalonadas arbitrarias inferiores y superiores a f, 
respectivamente. Sabemos, por el teorema 1.9, que / es integrable si y solo si 
[(f) 1(f) en cuyo caso el valor de la integral de / es el valor comun de las in¬ 

tegrates superior e inferior. 

Demostracidn de la propiedad de linealidad (Teorema 1.16). Descomponga- 
mos esa propiedad en dos partes: 

(A) />+*> = /> J„Y 

(B) f>-c J> 

Para demostrar (A), pongamos 1(f) = e 1(g) =/*g. Demostraremos que 

/(/ + g) = /(/ + g) = 1(f) + Kg). 

Sean Si y s 2 funciones escalonadas cualesquiera inferiores a / y g, respecti¬ 
vamente. Puesto que / y g son integrables, se tiene 

1(f) = sup { £ s 1 [ < /}, 1(g) = sup ({ 6 s 2 1 s 2 ^ g} . 

Por la propiedad aditiva del extremo superior (teorema 1.33), tambien se tiene 

Kf) + Kg) = SU P !i s i + I S 2 | Si < /, s 2 < g) • 


( 1 . 11 ) 
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Pero si s x < / y s 2 < g, entonces la suma s =s t + s 2 es una funcion escalonada 
inferior a / + g, y tenemos 

P s 1 + j s 2 = f s < I(f + g) ■ 

Ja J a J a 

Por lo tanto, el numero /(/ + g) es una cot a superior para el con junto que aparece 
en el segundo miembro de (1.11). Esta cota superior no puede ser menor que el 
extremo superior del conjunto, de manera que 

(U2) Iff) + 1(g) < /(/+ g ). 

Del mismo modo, si hacemos uso de las relaciones 

1(f) = inf [P q |/ < q) , 1(g) = inf ({ 4 | g < q}, 

donde q y 4 representan funciones escalonadas arbitrarias superiores a / y g, 
respectivamente, obtenemos la desigualdad 

(1.13) Kf+g) < 1(f) + 1(g). 

Las desigualdades (1.12) y (1.13) juntas demuestran que /(/ + g) = I(f + g) = 
= 1(f) + /(g). Por consiguiente / + ,g es integrable y la relacion (A) es cierta. 

La relacion (B) es trivial si c = 0. Si c > 0, observemos que toda funcion 
escalonada s, = cf es de la forma s x = cs, siendo s una funcion escalonada infe¬ 
rior a /. Analogamente, cualquier funcion escalonada 4 superior a cf es de la forma 
4 = ct, siendo t una funcion escalonada superior a /. Tenemos por lo tanto 


I(cf) = sup IP 4 | 4 < cf j = sup {cfs|s</) = cl(f) 

y 

I(cf) = inf (£ 4 | cf < 4} = M [c j a t \f £ t) = cl(f). 

Luego I(cf) = I(cf) = cl(f). Aquf hemos utilizado las propiedades siguientes del 
extremo superior y del extremo inferior: 

(1.14) sup {cx | x e A} = c sup {x \ x 6 A}, inf {cx | x e A} = c inf {x | x e A} , 
que son validas si c > 0. Esto demuestra (B) si c >0. 
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Si c < 0, la demostracion de (B) es basicamente la misma, excepto que toda 
funcion escalonada S! inferior a cf es de la forma s, = ct, siendo t una funcion 
escalonada superior a / y toda funcion escalonada t 1 superior a cf es de la forma 
fj = cs, siendo s una funcion escalonada inferior a /. Asimismo, en lugar de (1.14) 
utilizamos las relaciones 

sup {cx \ x € A) = c inf {x \ x e A} , inf {cx \ x e A} — c sup {x\x e A}, 
que son ciertas si c < 0. Tenemos pues 


/(c/) = sup {£ s x | sj < cf) = sup [c j\\f< t) = c inf {£ 11 / < tj = d(f). 


Analogamente, enc'onframos I(cf) = cl(f). Por consiguiente (B) es cierta para 
cualquier valor real de c. 

Demostracion de la aditividad respecto al intervalo de integracion (Teore- 
ma 1.17). Supongamos que a < b < c, y que las dos integrales f e j c b f exis- 
ten. Designemos con 1(f) e 1(f) las integrales superior e inferior de / en el inter¬ 
valo [a, c]. Demostraremos que 

d-15) /(/) = /(/) = JV+f/- 

Si s es una funcion escalonada cualquiera inferior a / en [a, c], se tiene 


Reciprocamente, si s^ y s 2 son funciones escalonadas inferiores a / en [a, b ] y 
[b, c] respectivamente, la funcion s que coincide con S! en [a, 6] y con s 2 en 
[b, c] es una funcion escalonada inferior a / en [ a,c ] para la que 

f s = f ■ s » + f s^- 


Por consiguiente, en virtud de la propiedad aditiva del extremo superior (teore- 
ma 1.33), tenemos 


1(f) = sup ( \l s I s < /) = sup ((" s 1 1 Sj </) + sup j/j S 2 1 s 2 < /} = Sj + f/. 
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Analogamente, encontramos 


lo que demuestra (1.15) cuando a < b < c. La demostracion es parecida para 
cualquier otra disposition de los puntos a, b, c. 

Demostracion de la propiedad de traslacion (Teorema 1.18). Sea g la fun- 
cion definida en el intervalo \_a + c, b + c] por la ecuacion g(x) = f(x — c). De- 
signemos por /(g) e /(g) las integrales superior e inferior de g en el intervalo 
[a + c, b + c], Demostraremos que 

(1.16) /(g) = /(g) = j a f(x) dx . 


Sea s cualquier funcion escalonada inferior a g en el intervalo [a + c, b + c]. 
Entonces la funcion s x definida en [ a , b ] por la ecuacion s,(x) = s(x + c) es una 
funcion escalonada inferior a / en [a, b], Ademas, toda funcion escalonada s x in¬ 
ferior a / en [a, 6] tiene esta forma para un cierta s inferior a g. Tambien, por la 
propiedad de traslacion para las integrales de las funciones escalonadas, tenemos 

17 s(x) dx = s(x + c) dx = J 6 s x (x) dx . 

Por consiguiente se tiene 

/(g) = SU P (1+7 s I * < ?) = sup (7 s, | Sl < /) = j*f(x) dx . 
Analogamente, encontramos /(g) = f(x) dx, que prueba (1.16). 

Demostracion de la propiedad de dilatacion y contraccion (Teorema 1.19). 
Supongamos k > 0 y definamos g en el intervalo [ ka, kb] para la igualdad 
g(x) = f(x/k). Designemos por /(g) e /(g) las integrales inferior y superior de g 
en [ka, kb], Demostraremos que 

(1.17) /(g) = /(g) = k £ f(x) dx . 

Sea s cualquier funcion escalonada inferior a g en [ka, kb], Entonces la funcion 
definida en [a, b] por la igualdad s x (x) = s(kx) es una funcion escalonada 
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inferior a / en [a, £>]. Ademas, toda funcion escalonada inferior a / en [a, 6] 
tiene esta forma. Tambien, en virtud de la propiedad de dilatation para las inte- 
grales de funciones escalonadas, tenemos 

(•kb fb I't 

s(x) dx = k s(lcx) dx = k s x (x) dx . 


Por consiguiente 


/(g) = sup {J™ s | s < g| = sup [k j a S! | Sj < /} = k J a /(x) dx . 

Analogamente, encontramos 1(g) = k$ b a f(x) dx, que demuestra (1.17) si k > 0. 
El mismo tipo de demostracion puede utilizarse si k < 0. 

Demostracion del teorema de comparacion ( Teorema 1.20). Supongamos 
g <[ / en el intervalo [a,b]. Sea s cualquier funcion escalonada inferior a g, y 
sea t cualquier funcion escalonada superior a /. Se tiene entonces J t, y por 
tanto el teorema 1.34 nos da 

f 8 = SU P If ^ h < g) < inf (f 1 1/< /) = f /• 

Esto demuestra que J1 S ^ Ja f como deseabamos. 
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ALGUNAS APLICACIONES 
DE LA 

INTEGRAClON 


2.1 Introduction 

En la Section 1.18 se expreso el area de un con junto de ordenadas de una 
funcion no negativa como una integral. En este capitulo demostraremos que tam- 
bien se pueden expresar mediante integrales las areas de regiones mas generales. 
Asimismo discutiremos otras aplicaciones de la integral a conceptos tales como 
volumen, trabajo, y promedios. Luego, al final del capitulo, estudiaremos las 
propiedades de las funciones definidas mediante integrales. 


2.2 El area de una region comprendida entre dos graficas expresada como una 
integral 

Si dos funciones / y g estan relacionadas por la desigualdad f(x) < g(x) para 
todo x en un intervalo [a, ft], ponemos / <. g en [a, &]. En la figura 2.1 se ven 
dos ejemplos. Si / < g en [a, b], el conjunto S consta de todos los puntos (x, y) 
que satisfacen las desigualdades 

fix) <y < g(x ), a < x <b, 

se denomina region entre las graficas de / y g. El siguiente teorema nos dice como 
se expresa el area de S como una integral. 
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(a) 


(b) 


Figura 2.1 El drea entre dos grdficas expresada como una integral: 
a(S) = J* [^(x) - fix)] dx. 


teorema 2.1. Supongamos que f y g son integrables y que satisfacen 
f < g en [a, b]. La region S entre sus grdficas es medible y su drea a(S) viene 
dada por la integral 

(2.1) a(S) = P [g(x) -f(x)] dx . 

*>a 

Demostracion. Supongamos primero que / y g son no negativas, como se 
muestra en la figura 2.1(a). Sean F y G los siguientes conjuntos: 

F={(x,y)\a<x<b,0 <y </(*)}, G = {(x,y) \ a < x < b, 0 <y < g(x)}. 

Esto es, G es el conjunto de ordenadas de g, y F el de /, menos la grafica de /. 
La regidn S es la diferencia G — F. Segun los teoremas 1.10 y 1.11, F y G son 
ambos medibles. Puesto que F £ G, la diferencia S = G — F es tambien medi¬ 
ble, y se tiene 

a(S) = a(G) - a(F) = P g(x) dx - p/(x) dx = f” [g(x) -/(x)] dx . 

Ja d a Ja 

Esto demuestra (2.1) cuando / y g son no negativas. 

Consideremos ahora el caso general cuando f <, g e n [a, 6], pero no son ne- 
cesariamente no negativas. En la figura 2.1(b) se muestra un ejemplo. Este caso 
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lo podemos reducir al anterior trasladando la region hacia arriba hasta que 
quede situada por encima del eje x. Esto es, elegimos un numero positivo c su- 
ficientemente grande que asegure que 0 < f(x) + c < g(x) + c para todo x en 
[a, b], Por lo ya demostrado, la nueva region T entre las graficas de/ + cyg + c 
es medible, y su area viene dada por la integral 

a(T) = f [(g(x) + c) - (/(x) + c)] dx = P [g(x) -/(x)] dx . 

•> a 

Pero siendo T congruente a S, esta es tambien medible y tenemos 
a (S) = a(T) = f fg(x) - f(x)] dx . 

»'a 

Esto completa la demostracion. 


2.3 Ejemplos resueltos 

ejemplo 1. Calcular el area de la region S situada entre las graficas de 
/ y g sobre el intervalo [0, 2] siendo /(x) = x(x — 2) y g(x) = x/2. 

Solution. Las dos graficas estan dibujadas en la figura 2.2. La porcion 
sombreada representa S. Ya que / < g en el intervalo [0, 2], hacemos uso del 
teorema 2.1 para escribir 

f 2 p/5 , 5 2 2 2 3 7 

»(S) -J t [«W -/«] d, -I (-* - x ) dx - - - - J - - . 

ejemplo 2. Calcular el area de la region S entre las graficas de / y g en el 
intervalo [ — 1, 2] si /(x) = x y g(x) = x 3 /4. 

Solution. La region S esta representada en la figura 2.3. Ahora no es / < g 
en todo el intervalo [ — 1, 2], No obstante, tenemos / < g en el subintervalo 
[ — 1, 0] y g < / en el subintervalo [0, 2]. Aplicando el teorema 2.1 a cada sub¬ 
intervalo, tenemos 


«(S) =jjg(x) -/(x)] dx + J o 2 [/(x) - g(x)] dx = 

-f,(? - *) + r( x - ?) jx - 


1 (— l ) 4 (- 1) 8 2 ^ _ 12 ^ = 23 
44 2 '2 4 4 _ 16 
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En ejemplos parecidos a este, en los que el intervalo [a, b] puede descompo- 
nerse en un numero finito de subintervalos en cada uno de los cuales /<g o 
g <,f, la formula (2.1) del teorema 2.1 adopta la forma 


a{S) = P |g(x) -/(x)| dx . 

J a 


ejemplo 3. Area de un disco circular. Un disco circular de radio r es el 
conjunto de todos los puntos interiores a una circunferencia de radio r y de los 
puntos de la misma. Tal disco es congruente a la region comprendida entre las 
graficas de las dos funciones / y g definidas en el intervalo [ — r, r] por las for¬ 
mulas 


g(x) = V r 2 — x 2 y fix) = —Vr 2 — x 2 

Cada funcion es acotada y monotona en [ — r, r] de modo que cada una es integra- 
ble en [ — r, r]. El teorema 2.1 nos dice que la region en este caso es inedible y 
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que su area es $L r [g(x) — /(*)] dx. Designemos con A{r) el area del disco. De- 
mostraremos que 


A(r) — r 2 A( 1). 

Esto es, el area de un disco de radio r es igual al producto del area de un disco 
unidad (disco de radio 1) por r 2 . 

Ya que g(x) — f(x) = 2g(x), el teorema 2.1 nos da 

A(r) = J 2g(x) dx = 2 [ ^r 2 — x 2 dx . 

En particular, cuando r = 1, se tiene la formula 


,4(1) = 2 v'l - x 2 dx . 

Cambiando la escala en el eje x, y utilizando el teorema 1.19 con k = 1/r, se 
obtiene 


A ( r ) = 2 J ^ g(x) dx — 2r J ^ g(rx) dx = 2r _ ( rx ) 2 — 

= 2r 2 J ^ V i — x 2 dx = r 2 A(\). 

Esto demuestra que A(r) = r 2 A(l), como se afirmo. 

definicion. Se define el ntimero r r como el area de un disco unidad. 

La formula que se acaba de demostrar establece que A(r) = irr 2 . 

El ejemplo anterior ilustra el comportamiento del area frente a la dilatacion 
o contraccion de las regiones planas. Supongamos que S es un conjunto dado de 
puntos del piano y consideremos un nuevo conjunto de puntos obtenido multipli- 
cando las coordenadas de cada punto de S por un factor constante k > 0. Designe¬ 
mos este conjunto por kS y digamos que es semejante a 5. El proceso que produce 
kS a partir de S tiene el nombre generico de transformacion por semejanza. Cada 
punto se desplaza a lo largo de una recta que pasa por el origen hasta una dis- 
tancia de este igual al producto de la distancia original por k. Si k > 1, la trans- 
formacion es una expansion a partir del origen, u homotecia de centro el origen 
y razon mayor que la unidad, y, si 0 < k < 1, se tiene una contraccion hacia el 
origen, u homotecia de centro el origen y razon menor que la unidad. 
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Por ejemplo, si S es la region limitada por una circunferencia unidad con 
centra en el origen, kS es una region circular concentrica de radio k. En el ejem- 
plo 3 se demostro que para regiones circulares, el area de kS es igual al producto 
del area de S por k 2 . Vamos ahora a demostrar que esta propiedad del area es va- 
lida para cualquier conjunto de ordenadas. 

ejemplo 4. Comportamiento del area de un conjunto de ordenadas jrente 
a una transformacion por semejanza. Sea / no negativa e integrable en [a, ft] y S 
su conjunto de ordenadas. En la figura 2.4(a) se representa un ejemplo. Si aplica- 
mos una transformacion por semejanza con un factor positivo k, kS es el conjunto 
de ordenadas de una nueva funcion g sobre el intervalo [ka, kb] [Vease la figu¬ 
ra 2.4(b).] Un punto (x, y) esta situado en la grafica de g si y solo si el punto 
C x/k , y/k) esta en la grafica de /. Luego y/k = /(x/k), de modo que 
y — kf(x/k). Dicho de otro modo, la nueva funcion g esta ligada a / por la for¬ 
mula 


g(x) = kf(x/k) 



Figura 2.4 El area de kS es el producto de la de S por k 2 . 
para cada x de [ka, kb], Por consiguiente, el area de kS viene dada por 


a(kS) = gOc) dx = k f (x/k) dx = fc 2 P/00 dx > 

Jka ' J ka J a 


donde en el ultimo paso se ha usado la propiedad de dilatacion para las integrales 
(teorema 1.9). Puesto que J* }(x) dx = a(S), esto demuestra que a(kS) = k 2 a(S). 
En otras palabras, el area de kS es el producto de la de S por k 2 . 

ejemplo 5. Calculo de la integral x 1/2 dx. La integral respecto del area 
es como una espada de dos filos. Si bien de ordinario se usa la integral para calcu- 
lar areas, algunas veces podemos utilizar nuestro conocimiento del area para 
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calcular integrales. Como ejemplo calculamos el valor de la integral /jj * 1/2 dx, 
siendo a > 0. (La integral existe ya que el integrando es creciente y acotado en 
[0,a].) 

La figura 2.5 representa la grafica de la funcion f dada por f(x) = x 1/2 en 
el intervalo [0,a]. Su conjunto de ordenadas S tiene un area dada por 

a (S) = f x 1 ' 2 dx . 

Jo 

Calculemos ahora el area por otro procedimiento. Observamos simplemente en 
la figura 2.5 la region S y la region sombreada T, que juntas completan el rec- 
tangulo de base a y altura a 1/2 . Por tanto, a(S) + a{T) = a 3/2 , de modo que 

a(S) = a 312 - a( T). 

Pero T es el conjunto de ordenadas de una funcion g definida sobre el intervalo 
[0, a 1/2 ] del eje y mediante la ecuacion g(y) = y 2 . Asf pues, tenemos 

r . ,i/2 p n \lz 

a(T) = g(y) dy = j y 2 dy = Jo 3/2 , 

Jo Jo 

de modo que a(S) = a 312 — la 312 = §a 3/2 . Esto demuestra que 

f a x x/2 dx = | a 3/z . 

JO 


y 



Figura 2.5 Cdlculo de la integral x 1 ' 2 dx. 
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Mas general, si a > 0 y b > 0, podemos usar la propiedad aditiva de la integral 
para obtener la formula 


f 4 x 1/2 dx = § (b 3n - a 3,i ). 

•'a 

El razonamiento anterior puede tambien usarse para calcular la integral 
x' /n dx, si n es un entero positivo. Establecemos el resultado en forma de 
teorema. 


teorema 2.2. Para a>0, b>0yn entero positivo, se tiene 


( 2 . 2 ) 



1/n dx 


b 1+1,n — a 


1+1 In 


1 + 1 In 


La demostracibn es tan 
al lector. 


parecida a la del ejemplo 5 que dejamos los detalles 


2.4 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 14, calcular el area de la region S entre las graficas de / y g 
para el intervalo [a, 6] que en cada caso se especifica. Hacer un dibujo de las dos graficas 
y sombrear S. 


1. fix) = 4 - X 2 , 

gix) = o, 

a = -2, 

6=2. 

2. f(x) = 4 - 

gix) = 8 - 2*3, 

a = -2, 

6=2. 

3. fix) = * 3 + x 2 , 

g(x) = *3 + 1, 

a = -1, 

6 = 1. 

4. fix) = x - x 2 . 

gix) = -*, 

a- 0, 

6=2. 

5. fix) = *!/=>, 

gix) = *1/3, 

a = 0, 

6 = 1. 

6. fix) = *i/3, 

gix) = *1/3, 

a = 1, 

6=2. 

CO*' 

t-H 

X 

ll 

$ 

gix) = *1/3, 

a = 0, 

6=2. 

8. fix) = *1/3, 

gix) = *3, 

a = 0, 

6=2. 

9. fix) = *3, 

gix) = * + 1, 

a = -1, 

6 = (1 + V5)/2. 

10. fix) = *(*3 - 1), 

gix) = x. 

a = -1, 

6 = a/2- 

11. /•(*) = 1*1, 

gix)=X 2 - 1, 

a = -1, 

6 = 1. 

12. /(*) = !*- 1|, 

gix) = * 2 - 2*, 

a = 0, 

6=2. 

13. /(*) = 21*|, 

gix) = 1-3*3, 

a = —y/3/3. 


14. fix) = |*| +|*-1|, 

gix) = 0, 

a = -1, 

6 =2. 


15. Las graficas de f(x) = x 2 y gix) = cx 3 , siendo c > 0, se cortan en los puntos (0,0) y 
(1/c, 1/c 2 ). Determinar c de modo que la regidn limitada entre esas graficas y sobre el 
intervalo [0,1/c] tenga area f. 

16. Sean f(x) = x — x 2 , g(x) = ax. Determinar a para que la regi6n situada por encima 
de la grafica de g y por debajo de / tenga firea f. 



Las funciones trigonometricas 


117 


17. Hemos definido 77 como el area de un disco circular unidad. En el ejemplo 3 de la Sec- 
cion 2.3, se ha demostrado que it — 2 J V 1 — x 2 dx. Hacer uso de las propiedades de 
la integral para calcular la siguiente en funcion de 1 r: 

(a) f*y 9 - x 2 dx; (b) J o Vl - ix 2 dx ; (c) j ® 2 (x - 3)V^^ dx. 

18. Calcular las areas de los dodecagonos regulares inscrito y circunscrito en un disco 
circular unidad y deducir del resultado las desigualdades 3 < n < 12(2 — -\/3). 

19. Sea C la circunferencia unidad, cuya ecuacion cartesiana es x 2 + y 2 = 1. Sea E el con- 
junto de puntos obtenido multiplicando la coordenada x de cada punto (x, y) de C 
por un factor constante a > 0 y la coordenada y por un factor constante b > 0. El con- 
junto E se denomina elipse. (Cuando a = b, la elipse es otra circunferencia.) 

a) Demostrar que cada punto (x, y) de E satisface la ecuacion cartesiana (x/a ) 2 + 

+ (y /by = 1. 

b) Utilizar las propiedades de la integral para demostrar que la region limitada por 
esa elipse es medible y que su area es srab. 

20. El Ejercicio 19 es una generalizacion del ejemplo 3 de la Seccion 2.3. Establecer y de¬ 
mostrar una generalizacion correspondiente al ejemplo 4 de la Seccion 2.3. 

21. Con un razonamiento parecido al del ejemplo 5 de la Seccion 2.3 demostrar el teo- 
rema 2.2. 


2.5 Las funciones trigonometricas 

Antes de introducir mas aplicaciones de la integracidn, haremos una breve 
digresion para comentar las funciones trigonometricas. Suponemos que el lector 
tiene algun conocimiento de las propiedades de las seis funciones trigonometricas 
seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante; y sus inversas arco seno, 
arco coseno, arco tangente, etc. Estas funciones se discuten en los cursos de Tri- 
gonometrfa en relacion con problemas diversos que relacionan los lados y los 
angulos de los triangulos. 

Las funciones trigonometricas son importantes en Calculo, no solo por su 
relacion con los lados y los angulos de un triangulo, sino mas bien por las propie¬ 
dades que poseen como funciones. Las seis funciones trigonometricas tienen en 
comun una propiedad importante llamada periodicidad. 

Una funcion / es periodica con perfodo p ¥= 0 si su dominio contiene x + p 
siempre que contenga x y si f(x + p) = /(x) para todo x del dominio de f. Las 
funciones seno y coseno son periodicas de perfodo 2tr, siendo t r el area de un disco 
circular unidad. Muchos problemas en Ffsica e Ingenierfa tratan fenomenos perio- 
dicos (tales como vibraciones, movimiento planetario y de ondas) y las funciones 
seno y coseno constituyen la base para el analisis matematico de tales problemas. 

Las funciones seno y coseno pueden introducirse de varias maneras. Por 
ejemplo, hay definiciones geometricas que relacionan las funciones seno y coseno 



118 


Algunas aplicacioties de la integracion 


a los angulos, y hay otras de caracter anah'tico que introducen esas funciones sin 
referenda alguna a la Geometria. Unas y otras son equivalentes, en el sentido de 
que todas ellas conducen a las mismas fundones. 

De ordinario, cuando trabajamos con senos y cosenos no nos importan tanto 
sus definiciones como las propiedades que pueden deducirse a partir de sus defi- 
niciones. Algunas de esas propiedades, importantes en Calculo, se citan seguida- 
mente. Corrientemente, designamos los valores de las funciones seno y coseno 
de x poniendo sen x, cos x, respectivamente. 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL SENO Y DEL COSENO. 

1. Dominio de definicion. Las funciones seno y coseno estan definidas en 
toda la recta real. 

2. Valores especiales. Tenemos cos 0 = sen \tt = 1, cos tt = — 1. 

3. Coseno de una diferencia. Para x e y cualesquiera, tenemos 

(2.3) cos (y - x ) = cos y cos x + senysenx. 

4. Desigualdades fundamentales. Para 0 < x < \ v, tenemos 

(2.4) 0 < cos x < . 

X cos X 

A partir de esas cuatro propiedades podemos deducir todas las propiedades 
del seno y del coseno que tienen importancia en Calculo. Esto sugiere que pode¬ 
mos introducir las funciones trigonometricas axiomaticamente. Esto es, podriamos 
tomar las propiedades 1 a 4 como axiomas del seno y del coseno y deducir todas 
las demas propiedades como teoremas. Para trabajar correctamente no debe discu- 
tirse sobre una teoria vacia, es necesario probar que existen funciones que satis- 
facen las propiedades anteriores. Por el momento pasaremos de largo este proble- 
ma. Primero suponemos que existen funciones que satisfacen estas propiedades 
fundamentales y mostraremos como pueden deducirse las demas propiedades. 
Luego, en la Seccion 2.7, indicamos un metodo geometrico para definir el seno y 
el coseno como funciones con las propiedades deseadas. En el capitulo 11 tam- 
bien esbozamos un metodo para definir el seno y el coseno. 

teorema 2.3. Si dos funciones sen y cos satisfacen las propiedades 1 a 4, 
satisfacen tambien las siguientes: 

(a) La identidad pitagorica, sen 2 x + cos 2 x = 1, para todo x. 

(b) Valores especiales, sen 0 = cos | tt = sen tt = 0. 
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(c) El coseno es funcion par y el seno es funcion impar. Esto es, para 
todo x tenemos 

cos (— x) — cos x, sen (— x) = —senx. 

(d) Co-relaciones. Para todo x, se tiene 

sen (\tt + x) = cos x, cos ( 277 - + x) = —senx. 

(e) Periodicidad. Para todo x, se tiene sen (x + 2 t7 -) = sen x, cos (x + 2tt) = 

= COS X. 

(f) Formulas de adicidn. Para x e y cualesquiera, se tiene 

cos (x + y) = cos x cos y — sen x seny, 
sen (x + v) = sen x cos y + cos x seny. 

(g) Formulas de dijerencias. Para todos los valores a y b, se tiene 

, _ a — b a + b 

sen a — sen b = 2 sen —— cos —-— , 

2 2 

cos a — cos b = —2 sen - sen ——— . 

2 2 


(h) Monotonia. En el intervalo el seno es estrictamente creciente y 

el coseno estrictamente decreciente. 

Demostracidn. La parte (a) se deduce inmediatamente si tomamos x = y 
en (2.3) y usamos la relacion cos 0 = 1. La propiedad (b) resulta de la (a) toman- 
do x = 0,x = |7r, x = iry utilizando la relacion sen Jtt = 1. Que el coseno es 
par resulta tambien de(2.3)haciendo y = 0. A continuacion deducimos la formula 

(2.5) cos (|7r — x) = sen x, 


haciendo y =|tt en (2.3). Partiendo de esto y de (2.3), encontramos que el seno 
es impar, puesto que 



—senx . 
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Esto demuestra (c). Para probar (d), utilizamos otra vez (2.5), reemplazando pri- 
mero x por iir + x y luego x por — x. El uso reiterado de (d) nos da entonces las 
relaciones de periodicidad (e). 

Para demostrar las formulas de adicion para el coseno, basta reemplazar 
x por — x en (2.3) y tener en cuenta la paridad o imparidad. Utilizando la parte 
(d) y la formula de adicion para el coseno se obtiene 


sen(x + y) — —cos ^x + y + ~j = —cos x cos ^) + sen x sen ^y + ^) = 


= cos x sen y + sen x cos y . 


Esto demuestra (f). Para deducir las formulas de diferencias (g), reemplazamos 
primero y por — y en la formula de adicion para sen (x + y) obteniendo 


sen (x — y) = sen x cos y — cos x seny. 

Restando esta de la formula para sen (x + y) y haciendo lo mismo para la funcion 
coseno, llegamos a 


sen (x -f y) — sen (x — y) = 2 seny cos x, 
cos (x + y) — cos (x — y) = —2 seny sen x. 

Haciendo x = (a + b)/2, y = (a — b)/2, encontramos que esas se convierten en 
las formulas de diferencias (g). 

Las propiedades de la (a) a la (g) se han deducido s61o con las 1, 2 y 3. 
La propiedad 4 se usa para demostrar (h). Las desigualdades (2.4) prueban que 
cos x y sen x son positivas si 0 < x < \ ir. Despues de esto, si 0 < b < a < \ -n, 
los numeros ( a + b)/2 y (a — b)/2 estan en el intervalo (O.Jtt), y las fdrmulas 
de diferencias (g) prueban que sen a > sen b y cos a < cos b. Esto completa la 
demostracion del teorema 2.3. 

En el proximo conjunto de Ejercicios (pagina 129) se consideran mas propie¬ 
dades de las funciones seno y coseno. Mencionamos, en particular, dos formulas 
que con frecuencia se usan en Calculo. Son las llamadas del angulo doble o for¬ 
mulas de duplicacion. Tenemos 

sen 2x = 2 senx cos x, cos 2x = cos 2 x —sen 2 x = 1 — 2sen 2 x. 

Estos son, naturalmente, simples casos particulares de las formulas de adicion 
obtenidos haciendo y = x. La segunda formula para cos 2 it resulta de la primera 
con la identidad pitagorica. Esta tambien demuestra que |cos x| < 1 y |sen x| < 1 
para todo x. 
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2.6 Formulas de integracion para el seno y el coseno 

Las propiedades de monotonia de la parte (h) del teorema 2.3, junto con las 
correlaciones y la periodicidad, demuestran que las funciones seno y coseno son 
monotonas a trozos en cualquier intervalo. Por consiguiente, mediante el uso re- 
petido del teorema 1.12, vemos que el seno y el coseno son integrables en cual¬ 
quier intervalo finito. Calcularemos sus integrales aplicando el teorema 1.14. Este 
calculo utiliza dos desigualdades que nosotros enunciamos como un teorema: 


teorema 2.4. Si 0 < a< \tt, y n >_ 1 , tenemos 

a 'V ka ^ a 'V f<a 

- > cos — < sen a < - > cos — . 
nf~l n n f-; n 

k =1 k=0 

Demostracion. Las desigualdades (2.6) seran deducidas de la identidad 


n 

(2.7) 2 sen %x 2cos kx = sen (n + \)x — sen -Jbc, 

valida para n > 1 y todo real x. Para demostrar (2.7), utilizamos las formulas de 
diferencias (g) del teorema 2.3 para poner 


2 sen|v cos kx = sen (k + A)* — sen (k — l)x . 


Haciendo k = 1, 2, ..., n y sumando esas igualdades, encontramos que en la 
suma del segundo miembro se reducen unos terminos con otros obteniendose (2.7). 

Si l x no es un multiplo entero de podemos dividir ambos miembros de (2.7) 
por 2 sen \x resultando 


n 

2 


cos kx = 


sen (n + \)x — sen \x 
2 sen ix 


Reemplazando n por n — 1 y sumando 1 a ambos miembros tambien obtenemos 


w— 1 

2 cos kx = 


sen(n — i)x + sen£x 


k=0 


2 sen £x 
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Esas dos formulas son validas si x ¥= 2rmr, siendo m entero. Tomando x = a/n, 
donde 0 < a < f ir encontramos que el par de desigualdades (2.6) es equivalente al 
siguiente 


sen (n + |) - — sen 
a n 


n 




sen (n — |) - +sen 
- . a n 

< sen a <- 

n 


2 sen 


(s) 



Este par, a su vez, es equivalente al par 


(2.8) sen (n + J) - — sen ) < 
n 2n / 


sen 


fe) 


fe) 


sen a < sen(« — |) ~ + sen 
n 


(t) ■ 


Por consiguiente, demostrar (2.6) equivale a demostrar (2.8). Demostraremos que 
se tiene 


(2.9) 


sen (2 n + 1)0 — sen 0 < ^-^sen2n0 < sen(2n — 1)0 -f sen 0 

6 


para 0 < 2nd < \ ir. Cuando 0 = a/(2n) (2.9) se reduce a (2.8). 

Para demostrar la desigualdad de la parte izquierda de (2.9), usamos la f6r- 
mula de adicion para el seno poniendo 


(2.10) sen (2 n + 1)0 = sen 2nd cos 0 + cos 2rc0sen 0 < sen 2nd —- n ^ + sen 0 

0 


habiendo usado tambien las desigualdades 

a . sen0 „ „ „ 

cos 0 < ——- , 0 < cos 2nd < 1 , sen 0 > 0 , 

0 

siendo todas validas ya que 0 < 2nd < \tt. La desigualdad (2.10) equivale a la 
parte izquierda de (2.9). 

Para demostrar la desigualdad de la parte derecha de (2.9), utilizamos nue- 
vamente la formula de adicion para el seno poniendo 

sen (2 n — 1)0 = sen 2nd cos 0 — cos 2nd sen 0 . 
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Sumando sen 6 a ambos miembros, obtenemos 

(2.11) sen (2 n — 1)0 + sen 0 = sen 2«o|cos 0 + sen 0 

Pero ya que tenemos 


1 — cos 2nd 
sen 2nd 


1 — cos 2nd _ 2 sen 2 nO _ sen nd 
sen2 n6 2senn0cos/?0 cos nd’ 


el segundo miembro de (2.11) es igual a 


sen 2nd l cos 0 + sen 6 


sen nd 
cos nd 


)- 


sen 2nd 


= sen 2nd 


cos 6 cos nd + sen 6 sen nd = 
cos nd 

cos (n — 1)0 
cos nd 


Por consiguiente, para completar la demostracion de (2.9), necesitamos tan solo 
demostrar que 


( 2 . 12 ) 

Pero tenemos 


cos (n — 1)0 
cos nd 


> 


sen 0 

~Y 


cos nd = cos (n — 1)0 cos 0 — sen(n — 1)0sen 0 < 

Q 

< cos ( n — 1)0 cos 0 < cos (n — 1)0-, 

sen 0 

en donde otra vez hemos utilizado la desigualdad fundamental cos 9 < 0/(sen 9). 
Esta ultima relacion implica (2.12), con lo que se completa la demostracion del 
teorema 2.4. 

teorema 2.5. Si dos funciones sen y cos satisjacen las propiedades funda¬ 
mentals de la 1 a la 4, para todo a real se tiene 

an) /; cos x dx = sen a , 

f sen x dx = 1 
o 


(2.14) 


— cos a . 
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Demostracidn. Primero se demuestra (2.13), y luego usamos (2.13) para 
deducir (2.14). Supongamos que 0 < a < \ tt. Ya que el coseno es decreciente 
en [0, a], podemos aplicar el teorema 1.14 y las desigualdades del teorema 2.4 
obteniendo (2.13). La formula es valida tambien para a = 0, ya que ambos 
miembros son cero. Pueden ahora utilizarse las propiedades de la integral para 
ampliar su validez a todos los valores reales a. 

Por ejemplo, si — <, a <, 0, entonces 0<—a<^7r, yla propiedad de 

reflexion nos da 

j" a cos x dx = — J cos (—x) dx = — cos x dx = — sen(— a) = sena . 

Asf, pues, (2.13) es valida en el intervalo [— \~n\- Supongamos ahora que 
bir ^ a < §7r. Entonces — \tt < a — tt < \tt , de modo que 


cos x dx = l * 12 cos xdx + f° cos x dx = sen Jtt + f * cos (x 4- tt) dx = 

Jo Jo ‘'ff/a J—v/2 

= 1 — f“ " cos x dx = 1 —sen (a — n) + sen(—= sena . 

J-v/2 

Con ello resulta que (2.13) es valida para todo a en el intervalo [—£*■> |tt•]. Pero 
este intervalo tiene longitud 2tt, con lo que la formula (2.13) es valida para todo 
a puesto que ambos miembros son periddicos respecto a con periodo 2tt. 

Seguidamente usamos (2.13) para deducir (2.14). Ante todo demostramos 
que (2.14) es valida cuando a =tt/2. Aplicando sucesivamente, la propiedad de 
traslacion, la co-relacion sen (x -f = cos x, y la propiedad de reflexidn, en- 
contramos 

[„l2 fo / \ ro rJ 2 

sen x dx = sen (x H— I dx = cos x dx = cos (—x) dx . 

Jo J-nli \ 2 / J-vl 8 Jo 


Haciendo uso de la relacion cos (—x) = cos x y la igualdad (2.13), se obtiene 

sen x dx = 1 . 

Jo 


Por consiguiente, para cualquier a real, podemos escribir 

j sen x dx = j sen x dx + f sen x dx = 1 4- f sen (x 4- -) dx = 
Jo Jo JvIZ Jo \ 21 


~ 1+ I 


■ir/2 


cos x dx = 1 4- sen 




cos a. 


Esto demuestra que la igualdad (2.13) implica (2.14). 
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ejemplo 1. Usando (2.13) y (2.14) junto con la propiedad aditiva 


J *' f{x) dx = I h f{x) dx - | a fix) dx, 

da *0 «'0 


llegamos a las formulas de integracion mas generales 


I cos x dx = sen b — sen a 

da 


Psenx dx = (1 - cos £>) — (1 — cos a) - —(cos b — cos a). 

da 

Si nuevamente utilizamos el simbolo especial fix) |£ para indicar la diferencia 
fib) — fia), podemos escribir esas formulas de integracion en la forma 

f cos x dx = sen x y I sen x dx = —cos x . 

Ja a -’a la 

ejemplo 2. Con los resultados del ejemplo 1 y la propiedad de dilatation 


/(x) dx 


1 C cb 

= ~ fix/c) I 

c J ca 


obtenemos las formulas siguientes, validas para c^O: 


cos cx dx 


=u 


cb ^ 

cos x dx = - (senct> — sen ca), 

a C 


sen cx dx 


-if 

CJcc 


sen x dx = — - (cos cb — cos ca). 


ejemplo 3. La identidad cos 2x = l —2 sen 2 x implicasen 2 x= \i \~cos 2x) 
con lo que, a partir del ejemplo 2, obtenemos 

j sen 2 x dx = - (1 — cos 2x) dx = - — - sen2a . 

Jo 2 Jo 2 4 
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Puesto que sen 2 x + cos 2 x — 1, encontramos tambien 


fa fa fa 

cos 2 x dx = (1 —sen 2 x) dx = a — s 

Jo Jo Jo 


2 1 a . 1 a 

sen x ax = - + - sen 2a . 
2 4 


2.7 Descripcion geometrica de las funciones seno y coseno 

En esta Seccion indicamos un metodo geometrico para definir las funciones 
seno y coseno, y damos una interpretacion geometrica de las propiedades funda- 
mentales citadas en la Seccion 2.5. 

Consideremos una circunferencia de radio r y centro en el origen. Designe- 
mos el punto (r, 0) por A, y sea P cualquier otro punto de la circunferencia. 
Los dos segmentos rectih'neos OA y OP determinan una figura geometrica llamada 
angulo que representamos con el simbolo Z. AOP. Un ejemplo se representa en la 
figura 2.6. Queremos asignar a este angulo un numero real no negativo x que 
puede usarse como medida de su magnitud. El metodo mas corriente para hacerlo 
es tomar una circunferencia de radio 1 v llamar xa la longitud del arcoZP.descrito 


dos veces el area del sector 



Figura 2.6 Un angulo A AOP de Figura 27. Descripcidn geometrica de 

x radianes. sen x y cos x. 

en el sentido contrario al de las agujas del reloj de A a P, y decir que la medida 
de Z AOP es x radianes. Desde un punto de vista logico, esto no es satisfactorio 
por el momento pues no se ha precisado el concepto de longitud de arco. Este 
sera discutido en el capftulo 14. Puesto que la nocion de area ha sido ya discutida, 
preferimos utilizar el area del sector circular AOP en lugar de la longitud del 
arco AP como medida de la magnitud de Z AOP. Se sobrentiende que el sector 
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AOP es la porcion mas pequena del disco circular cuando P esta por encima del 
eje real y la mayor cuando P esta por debajo del eje real. 

Mas adelante, cuando se haya discutido la longitud del arco, veremos que 
el arco AP tiene una longitud exactamente doble del area del sector AOP. Por con- 
siguiente, para conseguir la misma escala de medida de angulos por los dos meto- 
dos, usaremos el doble del area del sector AOP como medida del angulo /LAOP. 
No obstante, para obtener una medida independiente de la unidad de distancia 
en nuestro sistema coordenado, definiremos la medida de Z AOP como el doble 
del area del sector AOP dividida por el cuadrado del radio. Esta razon no varia 
si dilatamos o contraemos el drculo, y por tanto no se pierde generalidad al res- 
tringir nuestras consideraciones al circulo unidad. La unidad de medida asi obte- 
nida se llama radian. Asi que, decimos que la medida de un angulo Z AOP es 
x radianes si x/2 es el area del sector AOP determinado en el disco circular 
unidad. 

Ya hemos introducido el simbolo tt para designar el area de un disco circular 
unidad. Cuando P — ( — 1, 0), el sector AOP es un semicirculo de area Jt t, de 
modo que subtiende un angulo de tt radianes. El disco completo es un sector de 
277 radianes. Si inicialmente P esta en (1, 0) y se desplaza una vez alrededor de la 
circunferencia en sentido contrario al de las agujas del reloj, el area del sector 
AOP crece de 0 a tt, tomando todos los valores del intervalo [0, 77 ] exactamente 
una vez. Esta propiedad, que geometricamente es aceptable, puede demostrarse 
expresando el area como una integral, pero no expondremos la demostracion. 

El siguiente paso es defmir el seno y el coseno de un angulo. En realidad, 
preferimos hablar del seno y del coseno de un numero mejor que de un angulo, 
de modo que el seno y el coseno seran funciones definidas sobre la recta real. 
Procedemos como sigue: Consideramos un numero x tal que 0 < x < 277 y sea P 
el punto de la circunferencia unidad tal que el area del sector AOP sea igual a 
x/2. Sean (a, b) las coordenadas de P. En la figura 2.7 se representa un ejemplo. 
Los numeros a y b estan completamente determinados por x. Definamos el seno 
y el coseno de x como sigue: 

cos x = a , sen x = b . 

Dicho de otro modo, cos x es la abscisa de P y sen x es su ordenada. 

Por ejemplo, cuando x = tt, tenemos P = ( — 1, 0) de modo que cos 77 = —1 
y sen77 = 0. Analogamente, cuando x = \tt tenemos P = (0, 1) y por tanto 
cos ^77 = 0 y sen i 77 = 1. Este procedimiento da el seno y el coseno como fun¬ 
ciones definidas en el intervalo abierto (0, 277 ). Se extienden las definiciones a 
todo el eje real por medio de las igualdades siguientes: 


sen 0 = 0, 


cos 0=1, 


sen (x + 2-n) = sen x , 


cos (x + 27r) = cos x . 
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Las otras cuatro funciones trigonometricas se definen ahora en funcion del seno 
y del coseno mediante las conocidas formulas. 


tan x = 


senx 
cos x ’ 


cot x = 


cos X 
senx ’ 


sec x = 


1 

cos X ’ 


CSC X = 


1 

senx' 


Estas funciones esta definidas para todo real x salvo en ciertos puntos aislados en 
los que los denominadores pueden ser cero. Satisfacen la propiedad de periodici- 
dad f(x + 2rr) = fix). La tangente y la cotangente tienen el periodo menor it. 

A continuation damos los razonamientos trigonometricos para indicar como 
esas definiciones nos llevan a las propiedades fundamentales citadas en la Sec- 
cidn 2.5. Las propiedades 1 y 2 han sido ya tenidas en cuenta al definir el seno 
y el coseno. La identidad pitagorica resulta evidente ante la figura 2.7. El segmen- 
to rectilfneo OP es la hipotenusa de un triangulo cuyos catetos tienen longitudes 
|cos x[ y |senx|. Por tanto, el teorema de Pitagoras para triangulos rectangulos 
implica la identidad cos 1 2 x + sen 2 x = 1. 

Otra vez utilizamos el teorema de Pitagoras para dar una demostracion geo- 
metrica de la fdrmula (2.3) para cos (y — x). Fijemonos en los triangulos rectan¬ 
gulos PAQ y PBQ dibujados en la figura 2.8. En el triangulo PAQ, la longitud del 
lado AQ es |seny — senx|, el valor absoluto de la diferencia de las ordenadas 
de Q y P. Del mismo modo, AP tiene longitud |cosx — cosy|. Si d representa la 
longitud de la hipotenusa PO, tenemos, segun el teorema de Pitagoras, 


d 2 = (seny — sen x) 2 + (cos x — cos y ) 2 . 

Por otra parte, en el triangulo rectangulo PBQ el cateto BP tiene longitud 
|1 — cos (y — x)| yla del cateto BQ es |sen (y — x)|. Por consiguiente, el teorema 
de Pitagoras nos da 

d 2 =[ 1 - cos (y - x)] 2 +sen 2 (y - x). 


Igualando las dos expresiones de d 2 y despejando cos (y — x), se obtiene la for¬ 
mula (2.3) para cos (y — x). 

Finalmente, las demostraciones geometricas de las desigualdades fundamen¬ 
tales de la propiedad 4 pueden darse sobre la figura 2.9. Comparamos tan sdlo 
el area del sector OAP con la de los triangulos OQP y OAB. Segun la definition 
dada de medida angular, el area del sector OAP es \ x. El triangulo OAB tiene 
base 1 y altura h, por ejemplo. Por la semejanza de triangulos, se encuentra 
h/\ — (sen x)/(cos x), con lo que el area del triangulo OAB es \ ft=|(sen x)/ 
(cosx). Por consiguiente, la comparacion de las areas nos da las desigualdades 

1 1 1 senx 

- sen x cos x < - x <-. 

2 2 2 cos x 
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Q = (cosy, seny) 



B 



sen x 
cos x 


Figura 2.8 Demostracion geometrica de Figura 2.9 Demostracion geometrica de 
la formula cos (y — x). las desigualdades 

sen* 1 

0 < cos x < - <- . 

X COS X 

Dividiendo por \ sen x y tomando los reci'procos, obtenemos las desigualdades fun- 
damentales (2.4). 

Recordamos al lector una vez mas, que con lo que en esta Seccion se comenta 
nos proponemos dar una interpretation geometrica del seno y del coseno y de 
sus propiedades fundamentales. En la Seccion 11.11, se ofrece un estudio analltico 
de esas funciones en el que no se utiliza la Geometria. 

En muchos manuales de Matematicas aparecen tablas de valores de seno, 
coseno, tangente y cotangente. En la figura 2.10 (pag. 132) se han dibujado las 
graficas de las seis razones trigonometricas como aparecen en un intervalo de un 
perlodo de amplitud. Recurriendo a la periodicidad se obtiene en cada caso el 
resto de la grafica. 

2.8 Ejercicios 


En este conjunto tie Ejercicios, se pueden emplear las propiedades del seno y del coseno 
citadas en las Seccciones de la 2.5 a la 2.7. 

1. (a) Demostrar que sen nir = 0 para todo entero n y que esos son los unices valores de x 
para los que sen x = 0. 

(b) Hallar todos los valores reales x tales que cos x = 0. 

2. Hallar todos los reales x tales que (a) sen x — 1; (b) cos x = 1; (c) sen x = — 1; 
(d) cos x = — 1. 

3. Demostrar que sen (x + 7r) = — sen x y cos (x + nr) = — cos x para todo x. 

4. Demostrar que sen 3x = 3 sen x — 4 sen 3 x y cos 3x = cos x — 4 sen 2 x cos x para todo 
real x. Demostrar tambien que cos 3x = 4 cos 3 x — 3 cos x. 

5. (a) Demostrar que sen J it = |, cos irr = 3 ■ [Indicacion: Hacer uso del Ejercicio 4.] 





130 


Algunas aplicaciones de la integration 


(b) Demostrar que ^ = lV3, cos Jw = §. 

(c) Demostrar que sen \-n = cos = !,\2. 

6. Demostrar que tan (x — y) = (tanx — tany)/(l + tan x tan y) para todo par de valores 
x, y tales que tan xtany ^ — 1. Obtener las correspondientes formulas para tan (x + y) 
y cot(x + y). 

7. Hallar dos numeros A y B tales que 3 sen(x + J tt) = A sen x + B cos x para todo x 

8. Demostrar que si C y a son numeros reales dados, existen dos numeros reales A y B 
tales que C sen (x + a) = A sen x + B cos x para todo x. 

9. Demostrar que si A y B son numeros reales dados, existen dos numeros C y a, siendo 
C > 0, tales que la formula delEjercicio 8 es valida. 

10. Determinar C y a, siendo C > 0, tales que C sen (x + a) = — 2senx —2cosx para 
todo x. 

11. Demostrar que si A y B son numeros reales dados, existen dos numeros C y a, siendo 
C > 0, tales que C cos (x + a) = A sen x + B cos x. Determinar Cyasi/1=B=1. 

12. Hallar todos los numeros reales x tales que sen x = cos x. 

13. Hallar todos los numeros reales tales que senx — cos x = 1. 

14. Demostrar que las identidades siguientes son validas para todos los pares x e y: 

(a) 2 cos x cos y = cos (x — y) + cos (x + y). 

(b) 2 sen x senj = cos (x — y) — cos (x + y). 

(c) 2 senx cos y = sen (x - _y) + sen (x + y). 

15. Si /i#0, demostrar que las identidades siguientes son validas para fodo x: 


sen (x + h) — sen x 

h 

cos (x + h) — cos x 

h 


sen (/t/2) 


h/2 

sen (h/2) 
' h/2 


COS I X + 


9 - 

(' + 5 ) 


Estas formulas se utilizan en Calculo diferencial. 

16. Demostrar si son o no ciertas las siguientes afirmaciones. 


(a) Para todo x ^ 0, se tiene sen 2x ^ 2 sen x. 

(b) Para cualquier x, existe un y tal que cos (x + y) = cos x + cos y. 

(c) Existe un x tal que sen (x + y) = sen x + sen y para todo y. 

(d) Existe un y/0 tal que sen x dx = sen y. 

17. Calcular la integral sen x dx para cada uno de los siguientes valores de a y b. En cada 
caso interpretar el resultado geometricamente en funcion del area. 


(a) a = 0, b = w/6. 

(b) a = 0, b = n/4. 

(c) a = 0,b = 7t/3 . 

(d) a = 0, b = w/2. 


(e) O=0,/)= n. 

(f) o=0,/>= 2 tt. 

(g) a = -1, b = 1. 

(h) a = —^16, b = ff/4, 


Calcular las integrales de los Ejercicios del 18 al 27. 


18. I" (x + sen x) dx. 

19. (x 2 +cosx)dx. 


Ctrl 2 

20. (sen x — cos x) dx. 

r jt/2 

21. I |senx — cosx|dx. 
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22. 

( (J + cos 0 dt. 

25. 


Jo 


23. 

11 + COS t\ dt. 

26. 

24. 

|i + cos t\ dt, si 0 < x < 7t. 

J ~ It 

27. 


25. £ (t 2 4- sen t) dt. 

fW2 

26. sen 2x r/x. 

Jo 


rx m* x 

24. |i + cos r| dt, si 0 < x < n. 27. cos - dx. 

' Jo 2 

28. Demostrar las siguientes formulas de integration, validas para 6^0: 


cos (a + bt) dt — - [sen (a + bx) —sen a ], 
Jo 0 


sen (a + bt) dt = — - [cos (a + bx) — cos a]. 

Jo ° 

29. (a) Hacer uso de la identidad sen 3t = 3 sen t — 4 sen 3 1 para deducir la formula de in- 
tegracion 

J o sen 3 t dt = § - ^(2 4- sen 2 x) cos x . 

(b) Deducir la identidad cos 3f = 4 cos 3 / — 3 cos t y utilizandola para demostrar que 
[j cos 3 t dt = J(2 4- cos 2 x) sen x. 

30. Si una funcion f es periodica de periodo p > 0 e integrable en [0, p], demostrar que 
jg/(x) dx = J“ +J) /(x) dx para todo a. 

31. (a) Demostrar que sennxdx =Jo*cos nx dx = 0 para todos los enteros n#C. 

(b) Usando la parte (a) y las formulas de adicion para seno y coseno, establecer las si¬ 
guientes formulas, validas para los enteros m y n, tales que m 2 ^ n 2 ; 

f 2 * , r 2 * , f2ir , 

sen nx cos mx dx — sen nx sen mx dx = cos nx cos nix dx = 0 , 

Jo Jo Jo 

j" o "sen 2 nx dx = |T cos 2 nx dx = n , si n # 0 . 

Estas formulas son las relaciones de ortogonalidad para el seno y el coseno. 

32. A partir de la identidad 

x x x 

2 sen - cos kx = sen (2k + 1) - — sen (2k — 1) - 

y de las propiedades telescopicas de lgs sumas finitas demostrar que si x ^ 2m (m 
entero), se tiene 


cos kx = 


sen \nx cos \(n 4- l)x 
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Figura 2.10 Grdficas de las funciones trigonometricas correspondientes a un intervalo 

de un periodo. 
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33. Si x ^ 2 imr (m entero), demostrar que 

sen s«*sen + l)x 
sen 2 X 

34. Se hace referencia a la figura 2.7. Por comparacion del area del triangulo OAP con 
la del sector circular OAP, demostrar que sen x<xsiO<Jc<|'7T. Usando entonces el 
hecho de que sen(— x) — — sen*, demostrar que jsen|x|<|x|si 0<|x|<£7r. 

2.9 Coordenadas polares 

Hasta ahora hemos situado puntos en el piano con coordenadas rectangulares. 
Tambien podemos situarlos con coordenadas polares. Se hace del modo siguiente. 
Sea P un punto distinto del origen. Supongamos que el segmento de recta que une 
P al origen tiene longitud r > 0 y forma un angulo d con el eje x positivo. Vease 
la figura 2.11. Los dos numeros r y 6 se llaman coordenadas polares de P. Estan 
relacionadas con las rectangulares ( x, y ) por las igualdades 

(2.15) x — rcosQ, j = rsenO. 


y 




Figura 2.11 Coordenadas polares. 


Figura 2.12 Curva en forma de ocho cuya 
ecuacion polar es r = V |sen 0|. 
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El numero positivo r se llama distancia radial o radio vector de P, y 6 es un angu- 
lo polar o argumento. Decimos un angulo polar y no el angulo polar porque si 0 
satisface (2.15), tambien lo hace 6 + 2mr cualquiera que sea el entero n. Conve- 
nimos en llamar coordenadas polares de P a todos los pares de numeros reales 
(r, 6) si satisfacen (2.15) siendo r > 0. De este modo, un punto dado posee mas 
de un par de c oordena das polares. La distancia radial r esta determinada con 
unicidad, r = V x 2 + y 2 , pero el angulo polar 6 queda determinado salvo multi- 
plos enteros de 2n. 

Cuando P es el origen, las ecuaciones (2.15) se satisfacen con r = 0 y cual- 
quier 6. Por esta razon asignamos al origen la distancia radial r = 0, y convenimos 
en que cualquier numero real 6 puede usarse como angulo polar. 

Sea / una funcion no negativa definida en un intervalo [a, &]. El conjunto 
de todos los puntos de coordenadas polares (r, 6) que satisfagan r = f(0) es la 
grafica de / en coordenadas polares. La ecuacion r = f(fj) se llama ecuacion polar 
de esa grafica. Para ciertas curvas, las ecuaciones polares pueden ser mas senci- 
llas y de uso mas favorable que las ecuaciones cartesianas. Por ejemplo, la cir- 
cunferencia de ecuacion cartesiana x 2 + y 2 = 4 tiene la sencilla ecuacion polar 
r = 2. Las ecuaciones (2.15) indican como puede pasarse de coordenadas cartesia¬ 
nas a polares. 

ejemplo. La figura 2.12 nos muestra una curva con el aspecto de un ocho 
cuya ecuacion cartesiana es (x 2 + y 2 ) 3 = y 2 . Utilizando (2.15), encontramos 
x 2 + y 2 = r 2 , de modo que las coordenadas polares de los puntos de esa curva 
satisfacen la ecuacion r 6 = r 2 sen 2 6, o r 2 = |sen0|, r = vlsen 0|. No es diffcil 
dibujar esta curva a partir de la ecuacion polar. Por ejemplo, en el intervalo 
0 < 6 < 71-/2, sen 6 crece de 0 a 1, con lo que r tambien crece de 0 a 1. Situando 
unos pocos puntos cuyas coordenadas sean faciles de calcular, por ejemplo, los 
que corresponden a d = n/6, 7t/ 4 y tt/3, casi dibujamos la porcion de la curva 
situada en el primer cuadrante. El resto se la curva se obtiene teniendo en cuenta 
la simetria de la ecuacion cartesiana, o la simetria y la periodicldad de |sen 0\. Seria 
un trabajo mas dificil dibujar esta curva a partir de su ecuacion cartesiana -sola- 
mente. 


2.10 La integral para el area en coordenadas polares 

Sea / una funcion no negativa definida en un intervalo [a, 6], siendo 
0 < b — a < 2-77. El conjunto de todos los pruntos de coordenadas polares (r, 9) 
que satisfacen las desigualdades 

0 <r<f(0), a<e<b, 

se denomina conjunto radial de / sobre [a, &]. La region sombreada de la figu¬ 
ra 2.13 es un ejemplo. Si f es constante en [a, b], su conjunto radial es un sector 
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Figura 2.13 El conjunto radial de f Figura 2.14 El conjunto radial de una 

correspondiente a un intervalo [a,b\. funcion escalonada S es una reunion de 

sectores circulares. Su area es ^j^s 2 (6) dd. 

circular que subtiende un angulo de b — a radiantes. La figura 2.14 muestra el 
conjunto radial S de una funcion escalonada s. En cada uno de los n subinterva- 
los abiertos (6 k _ j , 0 k ) de [a, b] en el que s es constante, llamemos por ejemplo 
s(0) = Sk, la grafica de s en coordenadas polares es un arco de circunferencia de 
radio Sk, y su conjunto radial es un sector circular que subtiende un angulo de 
0 k — radianes.. Debido a la forma como hemos definido la medida angular, 
el area de este sector es WL — ■ Puesto que b — a < 2n, como esos sec- 

tores no tienen parte comun unos con otros, por la aditividad, el area del conjun¬ 
to radial de s correspondiente al intervalo complete [a, fe] viene dado por 

«(S) = l I si ■ (0 k - 0 k _ x ) = i f s 2 (0) dd , 

k =i Ja 

donde s 2 (0) representa el cuadrado de s(&). Asi pues, para las funciones escalona- 
das, el area del conjunto radial ha sido expresada como una integral. Vamos 
ahora a -demostrar que esta formula integral admite mayor generalidad. 

teorema 2.6. Designemos por R el conjunto radial de una funcion no ne- 
gativa f en un intervalo [a, b], siendo 0 < b —a < 2tt, y supongamos que R es 
medible. Si f 2 es integrable en [a, fi] el area de R viene dada por la integral 

a(R) = i { b f\6) dd . 

Ja 

Demostracion. Elijamos dos funciones escalonadas s y t que satisfagan 

0 < s(6) <f(0) < t(6) 
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para todo 6 en [a, b], y designemos por S y T sus conjuntos radiales, respectiva- 
mente. Ya que s <; / < t en [a, b], los conjuntos radiales satisfacen las relacio- 
nes de inclusion S ^ R c T. Luego, por la propiedad de monotonia del area, se 
tiene a(S) < a(R) < a(T). Pero S y T son conjuntos radiales de funciones escalo- 
nadas, por lo que a(S) = s 2 (0) dO y a(T) = if,, t 2 (d) dO. Por consiguiente se 

tienen las desigualdades 

f* s\Q) d6 <, 2a(R) < f 6 1 % 6 ) dO , 

♦'a 


para todas las funciones s y t que satisfagan s <f<, t en [a, ft], Pero s 2 y f 2 
son funciones escalonadas arbitrarias que satisfacen s 2 </ 2 <t 2 en [a,6], luego, 
ya que f es integrable, debe ser 2a(R) — $ b a f 2 (0)dd. Esto demuestra el teorema. 

Nota: Puede demoslrarse que la mensurabilidad de R es una consecuencia de la 
hipotesis de que / 2 sea integrable, pero no desarrollaremos la demostracion. 

ejemplo. Para calcular el area del conjunto radial R interior a la curva 
en forma de ocho dibujada en la figura 2.12, calculamos el area de la porcion 
situada en el primer cuadrante y multiplicamos luego por cuatro. Para esta curva, 
se tiene / 2 (0) = |sen0| y, ya que sen 6 > 0 para 0 <, 6 <, n/2, encontramos 

fr/2 ft/2 / ~\ 

a(R) = 4J \ f\6) dO = 2J sen 6 dO = 2|^cos 0 — cos -J —2. 

2.11 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 4, demostrar que el conjunto de puntos cuyas 
coordenadas rectangulares (x, y) satisfacen la ecuacion cartesiana dada, es igual al de los 
puntos cuyas coordenadas polares (r, B) satisfacen la correspondiente ecuacion polar. 

1. {x — l) 2 + y 2 = 1; r = 2 cos 8, cos 8 > 0. 

2. x 2 + y 2 — x = V x 2 + y 2 \ r = 1 + cos 8. 

3. (x 2 + y 2 ) 2 = x 2 - y 2 ,y 2 < x 2 ; r = Vcos 28, cos 28 > 0. 

4. O 2 + y 2 ) 2 = \x 2 - y 2 1; r — Vicos 20|. 

En cada uno de los Ejercicios del 5 al 15, trazar la grafica de / en coordenadas polares 
y calcular el area del conjunto radial de f en el intervalo que se cita. Se supondra que cada 
conjunto es inedible. 

5. Espiral de Arquimedes: f(8) = 6 , 0 <, 8 < 2-n. 

6. Circunferencia tangente al e]e y: f(6 ) = 2 cos 8, —nj2 < 8 < -nj2. 

7. Dos circunferencias tangentes al eje y: f(8) = 2 |cos 0|, 0 < 8 <, 2v. 

8. Circunferencia tangente al eje x: f(8) = 4 sen 8, 0 < 0 < tt. 

9. Dos circunferencias tangentes al eje x: f(8) = 4 |sen0|, 0 <,0 <2tt. 
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10. Petalo de rosa: f(6) = sen 28, (J < 6 < n/2. 

11. Rosa de cuatro hojas: f(fi) = |sen20|, 0 < 8 < 2-n. 

12. Ocho aplastado-. /(®) = a/|cos0|, 0 < 0 < 2 n. 

13. Trebol de cuatro hojas: f(8) = s /1 cos 26 j, 0 <; 0 < 2-n. 

14. Cardioide: f(8) = 1 + cos 8, 0 < 8 < 2-n. 

15. Caracol: /(») = 2 + cos 8, 0 ^ 8 < 2n. 


2.12 Aplicacion de la integracion al calculo de volumenes 


En la Seccion 1.6 se introdujo el concepto de area como funcion de conjunto 
que satisface ciertas propiedades que tomamos como axiomas para el area. Luego, 
en las Secciones 1.18 y 2.2, demostramos que las areas de muchas regiones po- 
dfan calcularse por integracion. El mismo camino puede utilizarse al tratar del 
concepto de volumen. 

Supongamos que existen ciertos conjuntos S de puntos en el espacio de tres 
dimensiones, que llamamos conjuntos medibles, y una funcion de conjunto v, 11a- 
mada juncion volumen, que asigna a cada conjunto inedible S un numero v(S), 
llamado volumen de S. Utilizamos el simbolo para designar la clase de todos 
los conjuntos medibles en el espacio de tres dimensiones, y a cada conjunto S de 
sf lo llamamos solido. 

Como en el caso del area, enunciamos unas propiedades que deseariamos 
que tuviera el volumen y las tomamos como axiomas para el mismo. La election 
de los axiomas nos permite demostrar que los volumenes de muchos solidos 
pueden calcularse por integracion. Los tres primeros axiomas, parecidos a los 
correspondientes para el area, se refieren a las propiedades de no negatividad, adi- 
tividad, y de la diferencia. En lugar de un axioma de invariancia frente a la 
congruencia, utilizamos otro de tipo distinto, llamado principio de Cavalieri. Este 
asigna volumenes iguales a solidos congruentes y tambien a ciertos solidos que, 
no siendo congruentes, tienen secciones de areas iguales al ser cortados por pianos 
perpendiculares a una recta dada. Con mayor precision, supongamos que S y L 
sean un solido y una recta dados. Si F es una piano perpendicular a L, la inter- 
seccion F n S se llama seccion perpendicular a L. Si toda seccion perpendicular 
a L es un conjunto medible en su propio piano, S se llama un solido de Cavalieri. 
El principio de Cavalieri asigna volumenes iguales a dos solidos de Cavalieri, S y 
T, si a(S fl F)=a(T fl Fjpara todo piano F perpendicular a una recta dada L. 

El principio de Cavalieri puede interpretarse intuitivamente como sigue. 
Imaginemonos un solido de Cavalieri como una pila o monton de laminas mate- 
riales delgadas, por ejemplo de naipes, siendo cada lamina perpendicular a una 
recta dada L. Si deslizamos cada lamina en su propio piano podemos cambiar la 
forma del solido pero no su volumen. 
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El axioma siguiente establece que el volumen de un paralelepi'pedo rectan¬ 
gular es el producto de las longitudes de sus aristas. Un paralelepi'pedo rectangular 
es cualquier conjunto congruente a un conjunto de la forma. 

(2.16) {(x, y, z) | 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c}. 

Utilizaremos la palabra mas corta «caja» en lugar de «paralelepi'pedo rectangular*. 
Los numeros no negativos a, b, c de (2.16) son las longitudes de las aristas de la 
caja. 

Incluimos, por ultimo, un axioma que establece que todo conjunto convexo 
es medible. Un conjunto se llama convexo si, para todo par de puntos P y Q del 
conjunto, el segmento de recta que los une pertenece tambien al conjunto. Este 
axioma, junto con las propiedades de aditividad y de la diferencia, aseguran que 
todos los solidos elementales que se presentan en las aplicaciones del Calculo son 
medibles. 

Los axiomas para el volumen pueden ahora establecerse del siguiente modo. 

definicion axiomatica de volumen. Supongamos que existe una clase ,$/ 
de solidos y una funcion de conjunto v, cuyo dominio es si, con las propiedades 
siguientes: 

1. Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto S de si se tiene 
v(S) > 0. 

2. Aditividad. Si S y T pertenecen asi,SvjTySr\T tambien pertene- 
cen as/, y se tiene v(S U T) = v(S) + v(T) — v (5 n T). 

3. Propiedad de la diferencia. Si S y T pertenecen a si siendo S £ T, 
T — S pertenece a si y se tiene v(T — S) = v(T) — v(S). 

4. Principio de Cavalieri. Si S y T son dos solidos de Cavalieri pertene- 
cientes a .si tales que a(S n F) < a(T n F) para todo piano F perpen¬ 
dicular a una recta dada, entonces v(S) < v(T). 

5. Election de escala. Toda caja B pertenece a si. Si los lados o aristas de 
B tienen longitudes a, b y c, se tiene que v(B) = abc. 

6. Todo conjunto convexo pertenece a si. 

El axioma 3 asegura que el conjunto vacio 0 pertenece a si y tiene volumen 
cero. Puesto que v(T — S) > 0, el axioma 3 tambien implica la siguiente propie¬ 
dad de monotonia: 

ir(S) < v(T), para conjuntos S y T de si tales que S £ T. 

La propiedad de monotonia, a su vez, nos muestra que todo conjunto piano aco- 
tado S de si tiene volumen cero. Un conjunto piano se llama acotado si es un 
subconjunto de un cierto cuadrado en el piano. Si consideramos una caja B de 
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altura c que tenga ese cuadrado como base, entonces S £ B de modo que tenemos 
v(S) < v(B) = a’c, siendo a la longitud de cada lado del cuadrado de la base. 
Si fuese v(S) > 0, podri'a tomarse c de modo que c < v(S)/a 2 , en contradiction 
con la desigualdad v(S) < a’c. Esto demuestra que v(S) no puede ser positiva, 
con lo que v(S) = 0, como se afirmo. 

Observese que el principio de Cavalieri ha sido establecido en forma de 
desigualdades. Si a(S C\F)=a(TC\ F) para todo piano F perpendicular a una 
recta dada, podemos aplicar el axioma 4 dos veces para deducir v(S) < v(T) y 
v(T) < v(S), y se tiene por tanto v(T) = r(S). 

A continuacion demostramos que el volumen de un solido cilmdrico es 
igual al area de su base multiplicada por su altura. Por solido cilmdrico enten- 
demos un conjunto congruente a un conjunto S de la forma 

S = {(x,y,z)\(x,y)e B, a < z < b), 

siendo B un conjunto medible piano y acotado Las areas de las secciones de S 
perpendiculares al eje z determinan una funcion a s , que es el area de la seccion, 
y que toma el valor constante a(B ) en el intervalo a < z < b, y el valor 0 fuera 
de el. Se denominara funcion area seccional a la funcion as. 

Sea ahora T una caja cuya funcion area seccional ar sea igual a as. El 
axioma 5 nos dice que v(T) — a(B){b — a), siendo a(B) el area de la base de T, 
y b — a es su altura. El principio de Cavalieri establece que n(S) = v(T), de 
modo que el volumen de S es igual al area de su base. c(B), multiplicada por su 
altura, b — a. Observese que a(B)(b — a) es la integral de la funcion as en el 
intervalo [a, 6]. Dicho de otro modo, el volumen de un solido cilmdrico recto 
es igual a la integral de su funcion area de la seccion. 

v(S) = f 6 dz . 

J a 


Podemos extender esta formula a solidos de Cavalieri mas generales. Sea R 
un solido de Cavalieri con secciones medibles perpendiculares a una recta dada 
L. Consideremos un eje de coordenadas coincidente con L (llamado eje u), y 
sea a«(w) el area de la seccion producida por un piano perpendicular a L en el 
punto u. El volumen de R puede calcularse con el teorema siguiente. 

teorema 2.7. Sea R un solido de Cavalieri de srf cuya funcion area sec¬ 
tional a R , sea integrable en un intervalo [a, b] y nula fuera del mismo. En tales 
condiciones el volumen de R es igual a la integral del area seccional: 
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Demostracion. Elijamos funciones escalonadas s y t tales que s < a R < t 
en [a, b] y definamos s y t como nulas fuera de [a, b]. Para cada subintervalo 
de [a, 6] en el que s sea constante, podemos imaginar un solido cili'ndrico (por 
ejemplo, un cilindro circular recto) construido de modo que su area seccional 
en este subintervalo tenga el mismo valor constante que s. La reunion de esos 
cilindros sobre los intervalos en los que s es constante es un solido S cuyo vo- 
lumen v(S ) es, por la aditividad, igual a la integral s(u) du. Del mismo modo, 
existe un solido T, una reunion de cilindros, cuyo volumen v(T) = t(u) du. 
Pero a s (u) = s(u) < a R (u) < t(u) = a T (u) para todo u de [a, b], de modo que 
el principio de Cavalieri implica que v(S) £ v(R) < v(T). En otras palabras, 
v(R) satisface las desigualdades 


1 6 s(u) du < v(R) < f t(u) du 
Ja 

para todas las funciones escalonadas s y / que satisfacen s <, a s ^ t e n [a, b]. 
Puesto que a s es integrable en [a, b], resulta que v(R) = J® a s (u) du. 

ejemplo. Volumen de un solido de revolucion. Sea / una funcion no 
negativa e integrable en un intervalo [a, b]. Si el conjunto de ordenadas de esa 
funcion gira alrededor del eje x, engendra un solido de revolucion. Cada seccion 
determinada por un piano perpendicular al eje x es un disco circular. El area 
del disco circular correspondiente al punto x es rrf(x), siendo j 2 {x) el cuadrado 
de f(x). Por consiguiente, segun el teorema 2.7, el volumen del solido (si el so¬ 
lido pertenece aja*') es igual a la integral t rf 2 (x) dx, si la integral existe. En 
particular, si f(x) = yr 2 — x 2 para — r <. x < r, el conjunto de ordenadas de / 
es un disco semicircular de radio r y el solido engendrado es una esfera de ra¬ 
dio r. La esfera es convexa. Su volumen es igual a 

Z Af\x) dx = 7 T J r r (r 2 - x 2 ) dx = 2tt j' (r 2 - x 2 ) dx = inr 3 


Con mayor generalidad, supongamos que disponemos de dos funciones no 
negativas / y g que son integrables en un intervalo [ a , b] y que satisfacen / <. g 
en [a, b], Cuando la region entre sus graficas gira alrededor del eje x, engendra 
un solido de revolucion tal que cada seccion producida por un piano perpendicu¬ 
lar al eje x en el punto x es una corona circular (una region limitada por dos 
circunferencias concentricas) con area ng 2 (x) — -nf(x). Por consiguiente, si g 2 — f 2 
es integrable, el volumen de dicho solido (si tal solido pertenece as/) viene dado 
por la integral 


'"■"[g\x)-f 2 (x)] dx 

da 


2.13 Ejercicios 


1. Aplicar la integracion para calcular el volumen de un cono circular recto engendrado 
haciendo girar alrededor del eje x la grafica de la funcion / dada por f(x) = xc en el 
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intervalo 0 < x < b. Demostrar que el resultado es el producto de un tercio del area 
de la base por la altura del cono. 

En cada uno de los Ejercicios del 2 al 7, calcular el volumen del solido engendrado al 

girar el conjunto de ordenadas de la funcion / sobre el intervalo indicado. Dibujar cada uno 

de los conjuntos de ordenadas. 

2. f( x ) = Vx, 0 < x < 1. 5. fix) = sen x, 0 < x < w. 

3. f(x) = x 1/4 , 0 < x < 1. 6. fix) = cos x, 0 < x < irfl. 

4. f( x ) = x 2 , -1 < x < 2. 7. fix) = sen x + cos x, 0 < x £ r, . 

En cada uno de los Ejercicios 8 al It, dibujar la region entre las graficas de / y g y 

calcular el volumen del solido obtenido al girar dicha region alrededor del eje x. 

8. f(x) = Vx, gix) = 1, 0 < x < 1. 

9. fix) = Vx, gix) = x 2 , 0 < x < 1. 

10. fix) = senx, gix) = cos x, 0 < x < w/4. 

11. fix) = V4 - x 2 , g(x) = 1, _o <, x < V3. 

12. Dibujar las graficas de fix) =Vxy gix) = x/2 en el intervalo [0,2], Hallar un nu- 
mero I, 1 < / < 2, de modo que cuando la region entre las graficas de f y g sobre el 
intervalo [0, t] gira alrededor del eje x, engendra un solido de revolucion cuyo volumen 
es igual a 7rt a /3. 

13. i,Que volumen de material se quita de una esfera de radio 2r cuando se atraviesa con 
un taladro, formando un agujero centrado de radio r? 

14. Un servilletero se obtiene practicando un agujero cilindrico en una esfera de modo que 
el eje de aquel pase por el centro de esta. Si la longitud del agujero es 2h, demostrar 
que el volumen del servilletero es -nah 3 , siendo a un numero racional. 

15. Un solido tiene una base circular de radio 2. Cada seccion producida por un piano 

perpendicular a un diametro fijo es un triangulo equilatero. Calcular el volumen del 
solido. , 

16. Las secciones transversales de un solido por pianos perpendiculares al eje x son cua- 
drados con centros en dicho eje. Si al cortar por el piano perpendicular en el punto de 
abscisa x, se obtiene un cuadrado cuyo lado es 2x 2 , se trata de hallar el volumen del 
solido entre x = 0 y x = a. Dibujar un esquema. 

17. Hallar el volumen de un solido cuya seccidn transversal por un piano perpendicular 
al eje x tiene de area ax 2 + bx + c para cada x del intervalo 0 < x < h. Expresar el 
volumen en funcion de las areas B x , M y B 2 de las secciones transversales correspon- 
dientes a x = 0, x = hj2 y x = h, respectivamente. La formula que resulta se conoce 
por formula del prismatoide. 

18. Dibujar un esquema de la region del piano xy formada por todos los puntos (x, y) que 
satisfacen las desigualdades simultaneas 0 < x < 2, ^x z < y < 1 . 

Calcular el volumen del sdlido obtenido haciendo girar esta region: a) alrededor del 
eje x; b) alrededor del eje y; c) alrededor de la vertical que pasa por (2,0); d) de la ho¬ 
rizontal que pasa por (0, 1). 


2.14 Aplicacion de la integracion al concepto de trabajo 

Hasta aquf nuestras aplicaciones de la integracion han sido a los conceptos 
geometricos de area y volumen. Vamos ahora a comentar una aplicacion al con¬ 
cepto fisico de trabajo. 
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Algunas aplicaciones de la integration 


Trabajo es una medida de la energfa consumida por una fuerza al mover 
una partfcula de un punto a otro. En esta seccion consideramos el caso mas sen- 
cillo, el movimiento rectilineo. Esto es, suponemos que el movimiento se efectua 
a lo largo de una recta (que se toma como eje x) desde un punto x = a, hasta otro 
x = b, y tambien que la fuerza actua a lo largo de esta recta. Admitimos que 
a < b o b < a. Suponemos ademas que la fuerza que actua sobre la partfcula 
es una funcion de la posicion. Si la partfcula esta en x, designamos por f(x) la 
fuerza que actua en ella, siendo f(x) > 0 si actua en la direction positiva del 
eje x, y f(x) < 0 si lo hace en sentido contrario. Cuando la fuerza es constante, 
por ejemplo f(x) = c para todo x entre a y b, defmimos el trabajo efectuado por 
/ como el numero c • (b — a): la fuerza multiplicada por el desplazamiento. 
El trabajo puede ser positivo o negativo. 

Si la fuerza esta medida en dinas y la distancia en centimetros (sistema cgs), 
el trabajo se mide en dinas por centimetro. Una dina-centimetro de trabajo se 
llama erg. Si la fuerza se mide en newtons y la distancia en metros (sistema mks), 
el trabajo se expresa en newton por metro. Un newton-metro de trabajo se llama 
joule. Un newton equivale a 10 r ‘ dinas, y un joule a 10 7 erg. Si la fuerza se mide 
en libras y la distancia en pies, medimos el trabajo en libras-pie. 

ejemplo. Una piedra de 3 libras de peso se lanza hacia arriba a lo largo 
de una recta, hasta una altura de 15 pies y vuelve al suelo. Tomamos el eje x 
a lo largo de la trayectoria y orientado positivamente hacia arriba. La fuerza 
constante de la gravedad actua hacia abajo, de modo que f(x) = — 3 libras para 
cada x, 0< x <15. El trabajo efectuado por la gravedad al mover la piedra 
desde, por ejemplo, x = 6 pies hasta x = 15 pies es — 3 • (15 — 6) = — 27 li¬ 
bras-pie. Cuando la misma piedra cae desde x = 15 pies hasta x = 6 pies, el tra¬ 
bajo efectuado por la gravedad es — 3(6 — 15) = 27 libras-pie. 

Supongamos ahora que la fuerza no sea constante sino que sea una funcion 
de la posicion defmida en el intervalo que une a y b. £Como defmimos el trabajo 
realizado por / al mover una partfcula desde a hasta fc? Lo haremos como para 
el area y el volumen. Establecemos ciertas propiedades que vienen impuestas 
por exigencias ffsicas. Se demuestra luego que para cualquier definition de trabajo 
con esas propiedades, el trabajo realizado por una funcion fuerza integrable / 
es igual a la integral f(x) dx. 

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL TRABAJO. DesignemOS COU W a (f), el 
trabajo realizado por una funcion fuerza f al mover una particula desde a hasta b. 
Tal trabajo tiene las propiedades siguientes: 

1. Propiedad aditiva. Si a < c < b, W h a (f) = W c a (f) + W b (f). 

2. Propiedad monotona. Si f < g en [a, b], W b a (f) < W*(g). Esto es, una 
fuerza mayor realiza un trabajo mayor. 
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3. Formula elemental. Si f es constante, por ejemplo f(x) = c para todo x 
en el intervalo abierto (a, b), W*(f) = c-{b - a). 

La propiedad aditiva puede extenderse por induccion a cualquier numero 
finito de intervalos. 

Esto es, si a = x 0 < X! <...< x n = b, se tiene 


K(f) = 2X, 

*=1 

siendo Wk el trabajo realizado por / desde Xk-i a Xk. En particular, si la fuerza 
es una funcion escalonada s que toma un valor constante s* en el intervalo abier¬ 
to (Xk-u Xk), la propiedad 3 establece que Wk — s* • (Xk — Xk-i), con lo que 


M'a(s) = • ( x k - **-i) = (V*) dx ■ 

Asi pues, para funciones escalonadas, el trabajo se expresa como una integral. 
Es facil demostrar que esto es cierto en casos mas generales. 

teorema 2.8. Supongamos que el trabajo se ha dejinido para una close 
de funciones fuerza f de modo que satisfaga las propiedades 1, 2, y 3. El trabajo 
efectuado entonces por .una funcion fuerza integrable f al mover una partlcula 
desde a hasta b es igual a la integral de f, 

KU) = \"f(x) dx . 

J a 

Demostracidn. Sean s y t dos funciones escalonadas que satisfacen 
s <f < t en [a, 6], La propiedad monotona del trabajo establece que 
K( s ) < Kif) < Pero W b a (s) = .(>(*) y W b a {t) = f b a t(x) dx, de modo 

que el numero W b a {f) satisface las desigualdades 

P s(x) dx < w b a (f) < 1 1 t(x) dx 

J a J a 

para todas las funciones escalonadas s y t que satisfacen s < / < t en [a, b], 
Puesto que / es integrable en [a, b], resulta que W\(f) = J';/(x) dx. 


Nota: Muchos autores definen simplemente el trabajo como la integral de la fun¬ 
cion fuerza. La anterior discusion puede considerarse como una justificacion de tal de- 
finicion. 
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Algunas aplicaciones de la integracidn 


ejemplo. Trabajo necesario para estirar un muelle. Supongamos que la 
fuerza f(x) necesaria para estirar un muelle de acero una longitud x mas alia de 
su longitud natural es proporcional a x (Ley de Hooke). Coloquemos el eje x 
a lo largo del eje del muelle. Si la fuerza de traccion actua en la direction posi- 
tiva del eje, tenemos f(x) = cx, en donde la constante de traccion c es positiva. 
(El valor de c puede determinarse si conocemos la fuerza f(x) para un. valor 
particular de x ¥= 0.) El trabajo preciso para estirar el muelle una longitud a es 
J“ f{x) dx — jo cx dx — ca 2 /2, que es un numero proporcional al cuadrado del 
desplazamiento. 

En el Volumen II y mediante las integrales de linea se estudia el trabajo para 
movimientos a lo largo de curvas. 


2.15 Ejercicios 


En los Ejercicios 1 y 2 se supone que la fuerza que actua sobre el resorte obedece la 
ley de Hooke. 

1. Si una fuerza de 10 libras alarga un muelle elastico 1 pulgada, cque trabajo se realiza al 
alargar el muelle 1 pie? 

2. Un muelle tiene normalmente la longitud de 1 metro. Una fuerza de 100 newtons 
lo comprime hasta 0,9 m. ^.Cuantos joules de trabajo se precisan para comprimirlo hasta 
la mitad de su longitud normal? iCual es la longitud del muelle cuando ya se han rea- 
lizado 20 joules de trabajo? 

3. Una particula se mueve a lo largo del eje x mediante una fuerza impulsora 

f(x) = 3x 2 + 4x newtons. Calcular cuantos joules de trabajo se realizan con esa fuerza para 
trasladar la particula a) desde x = 0 hasta x = 7 m; b) desde r = 2m hasta x = 7 m. 

4. Una particula se mueve a lo largo del eje x mediante una fuerza impulsora dada por 

/(x) = ax 2 + bx dinas. Calcular a y b de modo que se precisen 900 ergsde trabajo para 
desplazar la particula 10 cm a partir del origen, si la fuerza es de 65 dinas cuando 
x = 5 cm. 

5. Un cable de 50 pies de longitud y 4 libras de peso por pie pende de un torno. Calcular 

el trabajo realizado al enrollar 25 pies de cable. No considerar mas fuerzas que la 

gravedad. 

6. Resolver el Ejercicio 5 si se cuelga un peso de 50 libras en el extremo del cable. 

7. Un peso de 150 libras se fija en un extremo de una cadena cuyo peso es de 2 libras 
por pie. Inicialmente el peso se suspende con 10 pies de cadena sobre el borde de un 
edificio de 100 pies de altura. Considerando solo la fuerza de la gravedad, calcular el 
trabajo realizado cuando el peso se baja hasta una posicion de 10 pies sobre el suelo. 

8. En el ejercicio 7, suponer que la cadena sdlo tiene 60 pies de longitud y que el peso 
y la cadena se dejan caer al suelo, partiendo de la misma posicion inicial que antes. 
Calcular el trabajo realizado por la fuerza de la gravedad cuando el peso alcanza el suelo. 

9. Sea V(q) el voltaje necesario para situar una carga q en las placas de un condensador. 
El trabajo necesario para cargar un condensador desde q = a hasta q = b se define me¬ 
diante la integral V(q) dq. Si el voltaje es proporcional a la carga, demostrar que el 
trabajo realizado para situar una carga Q en un condensador descargado es|QV(Q). 
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2.16 Valor medio de una funcion 

En el trabajo cientifico es necesario con frecuencia realizar varias medicio- 
nes en condiciones semejantes y calcular luego el promedio o media con la idea 
de resumir los datos. Existen muchos tipos utiles de promedios, el mas corriente 
es la media aritmetica. Si a,, a 2 , .... a„ son n numeros reales, su media aritme- 
tica a esta definida por la igualdad 


(2.17) 



Si los numeros at son los valores de una funcion f en n puntos distintos, por 
ejemplo a k = f(x k ), el numero 


fZ/w 


es la media aritmetica de los valores f(xA, . .., /(x„). Podemos extender este con- 
cepto al calculo de un valor medio no solo para un numero finito de valores de 
f(x) sino para todos los valores de /(x) al recorrer x un intervalo. La definition 
que sigue nos sirve para ello. 


DEFINICION DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO. Si f es 
integrable en un intervalo [a, b], definimos A(f), valor medio de f en [a, b], 
mediante la formula 

(2.18) A(f) = L — f 7(x) dx . 

b — a Ja 

Cuando / es no negativa, esta formula tiene una interpretation geometrica 
sencilla. Puesta en la forma (b — a)A(f) = J£/(x) dx, establece que el rectan- 
gulo de altura A{f) y base [a, b ] tiene la misma area que el conjunto de orde- 
nadas de / sobre [a, b\. 

Podemos ahora demostrar que la formula (2.18) es en realidad una extension 
del concepto de media aritmetica. Sea f una funcion escalonada que es cons- 
tante en cada uno de los subintervalos de [a, £>], obtenidos al dividirlo en n 
partes iguales. En particular, sea x k — a + k{b — a)/n para k = 0, 1, 2, .... n, 
y supongamos que /(x) = f(x k ), si x*_ t < x < x k . Entonces sera x k — x k - j — 
= (b — a)/n, con lo que se tiene 


A(f) = 






b — a 


n 
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Asf pues, para funciones escalonadas, el promedio A(f) coincide con la media 
aritmetica de los valores /(xU, . . ., f(x„) tornados en los intervalos en los que la 
funcion es constante. 

Con frecuencia se utilizan medias aritmeticas ponderadas en lugar de las 
medias aritmeticas ordinarias (2.17). Si w lt w 2 , .... w H son n numeros no nega¬ 
tives (llamados pesos), no todos ceros, la media aritmetica ponderada a de 
fli, a 2 , ..., a„, se define mediante la formula 

n 

2 w k a k 

a = —-. 

n 

2 w t 

k=l 

Cuando los pesos son todos iguales, este valor coincide con la media aritmetica 
ordinaria. La extension de este concepto a las funciones integrables viene dada 
por la formula 

f b w(x)/(x) dx 

( 2 . 19 ) A(f) = '^ Tb -, 

w(x) dx 

•Ja 

siendo w una funcion peso no negativa tal que J* w(x) dx ^ 0. 

Las medias ponderadas son muy utilizadas en Fisica e Ingenieria. Por ejem- 
plo, consideremos una varilla recta de longitud a y hecha con un material de 
densidad variable. Coloquemos la varilla a lo largo del eje x positivo con un 
extremo en el origen 0, y designemos con m(x) la masa de la porcion de varilla 
de longitud x, medida desde 0. Si m(x) = p(t) dt para una cierta funcion inte¬ 
grate p que se llama densidad de masa de la varilla. Una varilla uniforme tiene 
una densidad de masa constante. La integral (’JJ xp{x) dx se denomina el primer 
momento de la varilla en torno de 0, y el centro de gravedad es el punto cuya 
coordenada x es 


Jo xpW dx 
j V(*) dx 

•'O 

Este es un ejemplo de media ponderada. Hemos promediado la funcion distancia 
fix) = x con la densidad de masa p como funcion peso. 

La integral x 2 p(x) dx se llama segundo momento, o momento de inertia, 
de la varilla en torno de 0, y el numero positivo r dado por la formula 
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es el radio de giro de la varilla. En este caso, la funcion promediada es el cua- 
drado de la funcion distancia, /(*) = x 2 , con la masa de densidad p como funcion 
peso. 

Medias ponderadas parecidas a estas tambien se presentan en el Calculo de 
probabilidades en el cual los conceptos de esperanza y varianza juegan el mismo 
papel que el centra de gravedad y el momento de inercia. 

2.17 Ejercicios 


En los Ejercicios del 1 al 10, calcular el 
intervalo correspondiente. 

1. f(x) = x 2 , a < x < b. 

2. f(x) = x 2 + x 3 , 0 <, x < 1. 

3. f(x) = x 1/2 , 0 <x <4. 

4. f(x) = *i/3, 1 < * < 8. 

5. f(x) = sen x, 0 < x < w/2. 


promedio A(f) para la funcion dada / en el 

6. f(x) = cos x, — w/2 < x < 77 / 2 . 

7. f(x) = sen 2x, 0 < x < 77/2. 

8. f(x) = sen x cos x, 0 < x < 77 / 4 . 

9. f(x) = sen 2 x, 0 < x < nfl. 

10. f(x) = cos 2 x, 0 < x < 77 . 


11. (a) Si l(x) = x 2 para 0 < x < a, hallar un numero c que satisfaga 0 <c<a y tal 
que 1(c) sea igual al promedio de / en [ 0 ,a]. 

(b) Resolver la parte (a) si f(x) — x”, siendo n un entero positivo cualquiera. 

12. Sea f(x) = x 2 para 0 < x < 1. El valor medio de / en [0,1] es 5 . Hallar una funcion 
peso no negativa w tal que la media ponderada de / en [0,1], definida por (2.19) sea 
(a) i; (b) |; (c) §. 

13. Sea A(j) el promedio de / en el intervalo [a,b]. Demostrar que tiene las propiedades 
siguientes: 

(a) Propiedad aditiva: A(f + g) = A(f) -t- 74 (g). 

(b) Propiedad homogenea: A(cf ) = cA(f) si c es un numero real cualquiera. 

(c) Propiedad monotona: A(f) < A(g) si / < g en [a, b], 

14. iCuales de las propiedades citadas en el Ejercicio 13 son validas para las medias ponde¬ 
radas definidas por (2.19)? 

15. Designemos por A^if) el promedio de / en el intervalo [a, b]. 

(a) Si a < c < b, demostrar que existe un numero t que satisface 0 < t < 1 tal que 
A b ll (f)= tA c a (f) + (1 — t)A h c (f). Asi pues, A b a (f) es una media aritmetica ponderada de 

Aff) y A’’(f). 

(b) Demostrar que el resultado de la parte (a) tambien es valido para medias pondera¬ 
das como las definidas por (2.19). 

En cada uno de los Ejercicios del 16 al 21 se hace referencia a una varilla de longitud L 
situada en el eje x con un extremo en el origen. Con la densidad de masa p que se cita en 
cada caso, calcular (a) el centra de gravedad de la varilla, (b) el momento de inercia 
en torno al origen, y (c) el radio de giro. 


16. p(x) = 1 

17. p(x) = 1 

18. p(x) = x 

19. p(x) = x 


para 0 < x < L. 

L 

para 0 < x < — , 

para 0 < x < L. 

L 

para 0 < x < — , 


P (x) = 2 


p{x ) 


/ 

2 


para 


para 


L 

- 2 <x <l. 


L 

— < x < L. 
2 ~ ~ 
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20. p(x ) = x 2 para 0 <, x <, L. 

L L 2 L 

21 . p{x) = x 2 para 0 <, x < - , p(x) = — P ara - <, x <, L. 

22. Determinar una densidad de masa p de modo que el centro de gravedad de una varilla 
de longitud L quede situado a una distancia L/4 de un extremo de la varilla. 

23. En un circuito electrico, el voltaje e(t) en el tiempo t viene dado por la formula 
e(t) — 3 sen 2 1. Calcular: (a) el voltaje medio en el intervalo de tiempo [0,^/2]; (b) la 
media cuadratica del voltaje; esto es, la rafz cuadrada del promedio de la funcion e 2 
en el intervalo [0,^/2], 

24. En un circuito electrico, el voltaje e(t) y la intensidad de la corriente i(t) vienen dados 
por las formulas e(t) = 160 sen t, i(t) = 2 sen ( t — ir/6 ). La potencia media se define 
por la formula 


1 r 

-I e(t)i{t) dr , 


siendo T el periodo del voltaje y de la intensidad. Determinar T y calcular la potencia 
media. 


2.18 La integral como funcion del limite superior. Integrales indefinidas 

Suponemos en esta seccion que f es una funcion tal que la integral J* /(<) dt 
existe para cada x del intervalo [ a,b]. Mantendremos ay/ fijos y estudiaremos 
esta integral como una funcion de x. Designamos el valor de la integral con A(x), 
con lo que 

(2.20) A(x) = [*/ (0 dt si a <x <b. 

Una ecuacion como esta nos permite construir una nueva funcion A a partir de 
una funcidn dada /; el valor de A en cada punto de [a, f>] es el determinado por 

(2.20) . Algunas veces esta funcion A se dice que es una integral indefinida de / y 
se obtiene a partir de / por integracion. Decimos una integral indefinida y no la 
integral indefinida porque A tambien depende del lfmite inferior a. Valores dis- 
tintos de a nos conduciran a funciones A distintas. Si utilizamos un nuevo limite 
inferior, por ejemplo c, y definimos otra integral indefinida F mediante la ecuacidn 

F(x) = { 7(0 dt, 

la propiedad aditiva nos dice entonces que 

A(x) - F(x) = [ 7(0 dt - [ 7(0 dt = [ 7(0 dt, 

•'a J c Ja 
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y por tanto la diferencia A(x) — F(x) es independiente de x. Por tanto dos inte¬ 
grates indefinidas cualesquiera de la misma funcion difieren tan solo en una cons- 
tante (la constante depende de la election de a y c). 

Cuando se conoce una integral indefinida de /, el valor de una integral como 
fa f(t) dt puede calcularse por simple substraccidn. Por ejemplo, si n es un entero no 
negativo, tenemos la formula del teorema 1.15, 

1 Y n+1 

t n dt = —-, 

n + 1 


y la propiedad aditiva implica que 





b n+l _ a n +1 

n + 1 


En general, si F(x) — J* /(f) dt, se tiene 


( 2 . 21 ) 


J */(0 dt = J ‘/(0 dt - j r 7(0 dt = F(b) - F(a). 


Una eleccion distinta de c altera solamente F(x) en una constante; esto no cambia 
la diferencia F(b) — F(a), debido a que la constante desaparece en la substraccion. 
Si utilizamos el sfmbolo especial 

F(x)|« 

para designar la diferencia F(b) — F(a), la igualdad (2.21) puede ponerse en la 
forma 


JVW dx = F(x)|S = F(b) - F(a). 

Existe, naturalmente, una relacion geometrica muy simple entre una fun- 
cion / y sus integrates indefinidas. En la figura 2.15(a) se representa un ejemplo 
en el que / es una funcion no negativa y el numero A(x) es igual al area de la 
region sombreada situada por debajo de la grafica de f desde a hasta x. Si / toma 
valores positivos y negativos, como en la figura 2.15(b), la integral A(x) da la 
suma de las areas de las regiones situadas por encima del eje x disminuida en 
la suma de las areas situadas por debajo del mismo eje. 

Muchas de las funciones que aparecen en diversas ramas de la ciencia se 
presentan exactamente en esta forma, como integrates indefinidas de otras fun¬ 
ciones. Esta es una de las razones por las que una gran parte del Calculo esta 
dedicada al estudio de las integrates indefinidas. 
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A veces una propiedad particular de / implica una correspondiente propiedad 
de la integral indefinida. Por ejemplo, si / es no negativa en [a,b], la integral 
indefinida A es creciente, puesto que se tiene 

A(y) - A(.x) = f*/(0 dt - fV(0 dt = f/(t) dt > 0 , 

J a J a J x 




J /(f) dt = Suma algebraica de las 


(a) 


Figura 2.15 Interpretation geometrica de la integral indefinida. 



(a) Funcion convexa (b) Funcion concava 

Figura 2.16 Interpretacidn geometrica de la concavidad y convexidad. 


siempre que a <C x < b. Interpretado geometricamente, esto significa que el area 
limitada por la grafica de una funcion no negativa de a a x no puede ser decre- 
ciente cuando x aumenta. 
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Vamos ahora a considerar otra propiedad que geometricamente no es tan 
evidente. Supongamos / creciente en [a, £>]. Podemos demostrar que la integral 
indefinida A tiene una propiedad que se llama convexidad. Su grafica se curva 
hacia arriba, como se ve en la figura 2.16(a); esto es, la cuerda que une dos 
puntos cualesquiera de la curva queda siempre por encima del arco. Una defini- 
cion analftica de convexidad puede darse como sigue. 

definicion de funcion convexa. Una funcion g se llama convexa en un 
intervalo [a, b ] si, cualesquiera que sean x e y de [a, b~\ y para todo a tal que 
0 < a < 1, se tiene 

(2.22) g(z) < txg(y) -f (1 — a)g(x), siendo z = ay + (1 — a)x . 

Se dice que g es concava en [a, b] si es valida la desigualdad invertida, 
g( z ) > a g(y) + (1 — a )g(x), siendo z = ay + (1 — a)x. 

Estas desigualdades tienen una interpretation geometrica sencilla. El punto 
z — ay + (l — <x)x satisface z — x = a(y — x). Si x < y, ese punto divide al 
intervalo [x, y] en dos subintervalos, [x, z] y [z, y], siendo la longitud de 
[x, z] el producto de la de [x, y] por a. Cuando a varia de 0 a 1, el punto 
xg(y) + (1 — a)g(x) describe el segmento de recta que une los puntos (x,g(x)) 
e (y, g(x)) de la grafica de g. La desigualdad (2.22) establece que la grafica de g 
no esta nunca por encima de aquella recta. La figura 2.16(a) muestra un ejemplo 
con a = Para una funcion concava, la grafica nunca esta por debajo del seg¬ 
mento de recta, como se ve en el ejemplo de la figura 2.16(b). 

teorema 2.9. Sea A(x) = /(/) dt. Esta funcion A es convexa en todo 

intervalo en el que f es creciente, y concava si f es decreciente. 

Demostracion. Supongamos / creciente en [ a,b ], elijamos x < y, y sea 
z = ay + (1 — a)x. Vamos a demostrar que A{z)< a.A(y)+ (1 — a)A(x). Puesto 
que A(z) = aA(z) + (1 — a)A(z), es lo mismo que demostrar que aA(z) + 
+ (1 — a)A(z) < aA(y) + (1 — a)A(x), o que 

(1 - <x)[A(z) - A(x)] < a [A(y) - A(z )]. 

Ya que A(z) — A(x) = f{t) dt y A(y) — 4(z) = f(t) dt, tenemos que demos¬ 
trar que 


( 2 . 23 ) 


(1 - a ) J 7(0 dt < a 1 /(0 dt ■ 
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Pero si f es creciente, se tienen las desigualdades 

fit) <,f(z) si x <, t <, z, y f(z) <>f(t) si z <1 t <[ y . 
Integrando esas desigualdades encontramos 

[7(0 dt <, /(z)(z - x), y /(z)(y -z)<, [7(0 dt. 

Pero (1 — a)(z — x) = a(y — z), de manera que esas desigualdades nos dan 

(1 _ a )j7(0 dt<( 1 - «)/(z)(z - x) = a/(z)(y - z) ^ «/7(0 dt > 

lo que demuestra (2.23). Esto prueba que A es convexa cuando / es creciente. 
Cuando / es decreciente, podemos aplicar el resultado que se acaba de demos- 
trar a —/. 

ejemplo. La funcion coseno decrece en el intervalo [0, -n}. Puesto que 
sen x = cos t dt, la grafica de la funcion seno es concava en el intervalo [0,77]. 
En el intervalo K 27r], el coseno crece y la funcion seno es convexa. 

La figura 2.17 representa otras propiedades de las integrales indefinidas. 
La grafica de la izquierdaesladela funcion parte entera, f(x) = [*]; la de la dere- 
cha es la de la integral indefinida A(x) = [t] dt. En aquellos intervalos en los 

que / es constante, la funcion A es lineal. Esto se expresa diciendo que la integral 
de una funcion escalonada es una funcion lineal a trozos. 



Figura 2.17 La integral indefinida de una funcidn escalonada es una funcidn lineal a trozos. 
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Observese que la grafica de / esta formada por segmentos desconectados. Hay 
puntos en la grafica de / en los que un pequeno cambio en la x produce un 
salto subito en el valor de la funcion. Observese, no obstante, que la correspon- 
diente integral indefinida no presenta tal comportamiento. Un cambio pequeno 
en x produce solo un cambio pequeno en A(x). Por esto la grafica de A no es 
discontinua. Esto expresa una propiedad general de las integrales indefmidas que 
es la continuidad. En el proximo capftulo discutiremos con detalle el concepto de 
continuidad y demostraremos que la integral indefinida es siempre una funcion 
continua. 


2.19 Ejercicios 


Calcular las integrales de los Ejercicios 1 al 16. 


1. [“(1 + t + t 2 ) dt. 

2. J* (1 + t + t 2 ) dt. 

3. J*(l + t +t 2 )dt. 

4. J' - * (1 -2t + 3 t 2 ) dt. 

5. J '% 2 (/ 2 + 1 ) dt. 

6. [ X \t 2 + \) 2 dt. 

1 . j * (? 1/2 + 1 ) <*, *> 0 . 

8. P* (t 1/2 + t 1/4 ) dt, x>0. 
J X 


9. j cos t dt. 

J —IT 

10. J* (l + cos t ) dt. 

11. P (i-sen/)*- 

JX 

12. jj (u 2 + sen 3m) du. 

13. J* (m 2 + sen 3v) dv. 

14. j"J(sen 2 x: +x)dx. 

15. J" ^sen 2 w + cos ~j^dw. 

16. P (J + cos tfdt. 

J —7T 


17. Hallar todos los valores reales de x tales que 

Dibujar una figura adecuada e interpretar geometricamente la igualdad. 

18. Sea f(x) = x — [x] — | si x no es entero, y f(x) = 0 si x es entero. (Como de costum- 
bre, [x] representa el mayor entero < x.) Defmamos una nueva funcion P del modo 
siguiente: 

P(x) = f(t) dt para todo real x . 


(a) Trazar la grafica de f correspondiente al intervalo [ — 3, 3] y demostrar que / es 
periodica de periodo 1: j(x + 1) = f(x) para todo x. 
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(b) Demostrar que P(x) = £(x 2 — x), si 0 < x < 1 y que P es periodica de periodo 1. 

(c) Expresar P{x) en funcidn de [x]. 

(d) Determinar una constante c tal que JJ (P(t) + c) dt = 0. 

(e) Con la constante c de la parte ( d ), sea Q(x) = jg (P{t) + c) dt. Demostrar que Q 
es periddica con periodo 1 y que 

Jt 3 X 2 X 

Q{x) = 6 - T + 12 Si 

19. Dada una funcion impar /, definida para todo valor de x, con periodo 2, e integrable en 
cualquier intervalo. Sea g(x) = jj/U) dt. 

(a) Demostrar que g(2 ri) = 0 para todo entero n. 

(b) Demostrar que g es par y periodica con periodo 2. 

20. Dada una funcidn par /, definida para todo x, periodica de periodo 2, e integrable en 
todo intervalo. Sea g(x) = Jo f(t) dt, y pongamos A = g(l). 

(a) Demostrar que g es impar y que g(x + 2) — g(x) = g(2). 

(b) Calcular g(2) y g(5) en funcion de A. 

(c) iPara que valor de A sera g periodica de periodo 2? 

21. Dadas dos funciones / y g, integrables en cualquier intervalo y con las propiedades si- 
guientes: / es impar, g es par, /(5) = 7, /(0) = 0, g(x) = f(x + 5), f(x) =J* g(t) d t para 

todo x. Demostrar que (a) f(x — 5) = — g(x) para todo x; (b) ](t) dt = 7; 

(c) J* /«) dt = g(0) - g(x). 
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FUNCIONES CONTlNUAS 


3.1 Idea intuitiva de continuidad 

Este capitulo trata el concepto de continuidad, una de las ideas mas impor- 
tantes y mas fascinantes de toda la Matematica. Antes de dar una definition rigu- 
rosa de continuidad, comentaremos este concepto brevemente en forma intuitiva 
para orientar al lector sobre su significado. 

Prescindiendo del rigor podemos presentar el asunto asf: Supongamos una 
funcion / que tiene el valor /(*) en un cierto punto p. Se dice que / es continua 
en p si en todo punto proximo x el valor de la funcion f(x) es proximo a f(p). 



a) Discontinuidad de salto en cada entero b) Discontinuidad infmita en 0. 

Figura 3.1 Dos tipos de discontinuidad. 

Otro modo de expresar este hecho, es el siguiente: Si x se mueve hacia p, el 
correspondiente valor de la funcion f(x) debe llegar a ser tan proximo a /(p) como 
se desee, cualquiera que sea la forma con que x tienda a p. En los valores de una 
funcion continua no se presentan saltos bruscos como en el ejemplo de la figura 3.1. 


155 



156 


Funciones continuas 


La figura 3.1(a) muestra la grafica de una funcion f definida por la ecuacion 
f(x) = x — [x], en la que [x] representa la parte entera de x. En cada entero te- 
nemos lo que se llama una discontinuidad de salto. Por ejemplo, /(2) = 0, pero 
cuando x tiende a 2 por la izquierda, }(x) tiende al valor 1, que no coincide con 
j{2 ). Tenemos, por tanto.una discontinuidad en 2. Observese que /(x) tiende a /(2) 
si x se aproxima a 2 por la derecha, pero esto no es suficiente para establecer la 
continuidad en 2. En un caso como este, la funcion se llama continua por la de¬ 
recha en 2 y discontinua por la izquierda en 2. La continuidad en un punto exige 
la continuidad por la izquierda y por la derecha. 

Cuando empezo a desarrollarse el Calculo, la mayor parte de las funciones 
con las que se trabajaba eran continuas, y por tanto no se sentfa la necesidad 
de penetrar en el significado exacto de continuidad. Fue ya entrado el siglo xvm 
que se presentaron algunas funciones discontinuas en conexion con distintas clases 
de problemas ffsicos. En particular, los trabajos de J. B. J. Fourier(1758-1830) 
sobre la Teoria del calor, obligaron a los matematicos de principios del siglo xix 
a examinar cuidadosamente el significado de los conceptos de funcidn y continui¬ 
dad. A pesar de que el significado de la palabra «continuo» parece intuitivamente 
clara a todo el mundo, no es facil imaginarse cual seria una buena definicion de 
esta idea. Un diccionario popular da la siguiente definicion de continuidad: 

Continuidad: Cualidad o condition de ser continuo. 

Continuo: Que tiene continuidad entre las partes. 

Intentar aprender el significado de continuidad unicamente a partir de estas dos 
definiciones, es lo mismo que intentar aprender chino con sdlo un diccionario 
chino. Una definicion matematica satisfactoria de continuidad, expresada entera- 
mente por medio de las propiedades del sistema de los numeros reales, fue formu- 
lada por primera vez en 1821 por el matematico franees Agustin-Louis Cauchy 
(1789-1857). Su definicion, que aun se da hoy dla, puede exponerse mas facil- 
mente por medio del concepto de limite que se introducira a continuation. 


3.2 Definicion de limite de una funcidn 

Sea / una funcion definida en un intervalo abierto que contenga un punto p, 
si bien no debemos insistir en que f este definida en p. Sea A un numero real. 
La igualdad 

lim f(x) = A 

Z-+J) 

se lee: «E1 limite de f(x), cuando x tiende a p, es igual a A», o «/(x) tiende a A 
cuando x tiende a p». Tambien se escribe sin el slmbolo de limite, como sigue: 

f{x) -* A cuando x —>-p . 
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Este simbolismo implica la idea de que f(x) puede hacerse tan proximo a A como 
queramos, con tal que x se elija suficientemente proximo a p. 

Nuestro objetivo inmediato es desarrollar el significado de estos si'mbolos en 
funcion tan solo de los numeros reales. Lo haremos en dos etapas. Introducimos 
primero el concepto de entorno de un punto, despues definimos los Hmites por 
medio de los entornos. 

definicion de entorno de un punto. Cualquier intervalo abierto que 
contenga un punto p como su punto medio se denomina entorno de p. 

Notation. Designemos los entornos con Nip), Nfp), Nfp), etc. Puesto 
que un entorno Nip) es un intervalo abierto simetrico respecto a p, consta de 
todos los numeros reales x que satisfagan p — r < x < p + r para un cierto 
r > 0. El numero positivo r se llama radio del entorno. En lugar de N(p) ponemos 
Nip; r) si deseamos especificar su radio. Las desigualdades p — r < x < p + r 
son equivalentes a — r < x — p < r, y a |x — p| < r. Asf pues, Nip; r) consta 
de todos los puntos x, cuya distancia a p es menor que r. 

En la definicion que sigue, suponemos que A es un numero real y que / es 
una funcion definida en un cierto entorno de un punto p (exception hecha acaso 
del mismo p). La funcion puede estar definida en p pero esto no interviene en la 
definicion. 


definici6n de limite de una funci6n. El simbolismo 

lim fix) = A [o fix) —*■ A cuando x-*p] 

X~*V 

significa que para todo entorno NfA) existe un cierto entorno N 2 ip) tal que 
(3-1) fix) e NfA) siempre que x e N 2 (p) y x p . 

Lo primero que se observa en esta definicion es que en ella intervienen dos 
entornos, NfA) y Nfp). El entorno NfA) se cita en primer lugar, e indica cuan 
proximo queremos que sea fix) a su limite A. El segundo entorno, N 2 ip), nos 
indica lo proximo que debe estar x de p para que fix), sea interior al primer 
entorno NfA). Lo esencial de la definicion es que, para cada NfA), por pequeno 
que sea, existe un cierto entorno N 2 ip) que satisface (3.1). En general, el entorno 
Nfp) dependera del NfA) elegido. Un entorno Nfp) que sirva para un NfA) 
determinado servira tambien, naturalmente, para cualquier NfA) mayor, pero 
puede no ser util para todo A7 X (A) mas pequeno. 

La definicion de limite puede representarse geometricamente como en la 
figura 3.2. En el eje y esta dibujado un entorno NfA). El entorno correspondiente 




Entorno N,(/») Entorno N,(p) 

Figl'RA 2.3 Existe lim }(x) = A, pero f, CURa 3.3 / esld definida en p y 

z-~p lim f(x) = f(p), de manera que f es 

no se dice nada de f en p. x ~’ v continua en p. 

N 2 (p) se ha representado en el eje x. El rectangulo sombreado consta de todos 
los puntos (at, y) para los cuales x e N 2 (p) eye N,(A). La definicion de limite 
asegura que toda la grafica de / correspondiente al intervalo N 2 (p) esta situada en 
ese rectangulo, salvo para el mismo punto p. 

La definicion de limite tambien se puede formular mediante los radios de 
los entornos N^A) y N 2 (p). Es costumbre designar el radio de NAA) por « (letra 
griega epsilon ) y el de N 2 (p) por d (letra griega delta). Decir que f(x) e N S (A) 
es equivalente a la desigualdad | fix) — A\ < e, y poner que x e N 2 (p), x p, 

es lo mismo que escribir 0 < |x — pj < 6. Por lo tanto, la definicion de limite 

puede tambien expresarse asi: 

El simbolo lim f(x) = A significa que para todo e > 0, existe un 3 > 0 
tal que v 

(3.2) | f{x) — A\ < e siempre que 0 < \x — p\ < b . 

Observemos que las tres igualdades, 

lim/(x) = A , lim (f{x) - A) = 0 , lim \f(x) - A\ = 0 , 

X~*v X-*V X~*J) 
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son equivalentes. Esta equivalencia se hace manifiesta tan pronto como escri- 
bamos cada una de esas igualdades en la terminologia de ey <3 (3.2). 

A1 considerar lfmites cuando x -» p, conviene a veces designar la diferencia 
x — p con el nuevo si'mbolo h, y hacer luego que h —> 0. Esto implica tan solo 
un cambio de notacion, porque, como se comprueba facilmente, las dos igualda¬ 
des siguientes son equivalentes: 

lim f (x) — A , lim f(p + h) = A . 

x-*v h~*0 

ejemplo 1. Limite de una funcion constante. Sea f(x) = c para todo x. 
Es facil demostrar que para todo p, tenemos lim fix) = c. En efecto, dado un 

X~* V 

entorno Nfc), la relacicn (3.1) se satisface para cualquier N 2 (p) porque f(x) — c 
para todo x, cualquiera que sea Nfc). Con la notacion de los limites, escribimos 

lim c = c . 

x-*v 

ejemplo 2. Limite de la funcion identidad. Ahora es fix) = x para todo 
x. Podemos probar muy simplemente que lim fix) = p. Para cualquier entorno 

X~* V 

N t ip) se toma lV 2 (p) = N,(p). Entonces la relacion (3.1) se realiza trivialmente. 
Con la notacion de limite, escribimos 

lim x = p . 

x-*p 

Los limites «laterales» pueden definirse en forma parecida. Por ejemplo, si 
fix) h> A cuando x p con valores mayores que p, decimos que A es el limite 
por la derecha de / en p, e indicamos esto poniendo 

lim f{x) = A . 

x-*v+ 


En la terminologia de los entornos esto significa que para todo entorno NfA), 
existe algun entorno N 2 ip) tal que 

(3.3) /(xfeNfA) siempre que xsNfp) y x > p. 

Los limites a la izquierda, que se indican poniendo x -* p —, se definen del mismo 
modo restringiendo x a valores menores que p. 

Si / tiene limite A en p, tambien tiene limite a la derecha y limite a la izquier¬ 
da de p, siendo ambos iguales a A. Pero una funcion puede tener el limite a la 
derecha de p distinto del limite a la izquierda, como se ve en el ejemplo siguiente. 
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Funciones continuas 


ejemplo 3. Sea fix) — [x] para todo x, y sea p un entero cualquiera. 
Para valores de x proximos a p, x < p, tenemos f(x) = p — 1, y para valores de 
x proximos a p, x > p, es f(x) = p. Vemos, por consiguiente, que 

lim f(x) = p - 1 y lim f(x) = p. 

x-*v— x-*p+ 

En un ejemplo como este, en el que los limites a la izquierda y a la derecha 
son distintos, el 1 unite de / en p no existe. 

ejemplo 4. Sea fix) = 1/x 2 si x ¥= 0, y /(0) = 0. La grafica de / en las 
proximidades del origen esta representada en la figura 3.1(b). En este ejemplo, / 
toma valores tan grandes como queramos en las proximidades de 0 de modo que 
no tiene limite a la izquierda ni limite a la derecha del origen. Para demostrar 
rigurosamente que no existe numero real A tal que lim fix) — A, podemos ra- 

zonar asi: Supongamos que existiera un tal A, supongamosle A > 0. Elijamos 
un entorno N^A) de longitud 1. En el intervalo 0 < x < 1 /(A + 2), tenemos 
f(x) = 1/x 2 > (A +2) 2 > A + 2, de modo que f(x) no puede estar en el entor¬ 
no N t (A). Asf pues, todo entorno N( 0) contiene puntos x > 0 para los que fix) 
es exterior a N^A), con lo que (3.3) no se cumple para este N,(A) elegido. Luego 
/ no tiene limite a la derecha en 0. 

ejemplo 5. Sea f(x) = 1 si x ¥=■ 0, y /(0) = 0. Esta funcion toma el valor 
constante 1 para todo x salvo en 0, donde tiene el valor 0. Los limites a la derecha 
y a la izquierda son 1 en todo punto p, con lo que el limite de f(x), cuando x tien- 
de a p, existe y es igual a 1. Observese que el limite de / es 1 en el punto 0, en 
tanto que /(0) = 0. 


3.3 Definicion de continuidad de una funcion 

En la definicion de limite no se hace mencion del comportamiento de / en 
el punto p. La formulacion (3.1) se refiere a aquellos puntos x ¥* p pertenecientes 
al entorno N 2 (p), con lo que no es necesario que / este definida en p. Ademas, in- 
cluso si f esta definida en p, su valor alii no es necesariamente igual al limite A. 
No obstante, si ocurre que / esta definida en p y que /(p) = A, se dice entonces 
que la funcion / es continua en p. Dicho de otro modo, tenemos la siguiente de- 
finicidn. 

definici6n de continuidad de una funci6n en un punto. Se dice que una 
funcidn f es continua en un punto p si 

a) / esta definida en p, y 

b) lim f(x) = fip). 

X~*V 
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Esta definicion tambien puede formularse con entornos. Una funcion / es 
continua en p si para todo entorno N^fip)] existe un entorno N 2 (p) tal que 

(3.4) f(x) £ N,[fip)] siempre que x e Nfp). 

Puesto que fip) pertenece siempre a N,[/(p)], no se precisa la condition 
x = 7 ^ p en (3.4). Especificando los radios de los entornos, la definicion de con¬ 
tinuidad puede darse como sigue: 

Una funcion / es continua en p si para todo e > 0 existe un d > 0 tal que 

|/(x) — fip) | < e siempre que I* — p\ < <5. 

En la ftgura 3.3 se representa geometricamente la definicion de continuidad. 
Esa ftgura es parecida a la 3.2 salvo que el valor limite A, es igual al valor fip) 
con lo que toda la grafica de / correspondiente a N?ip) esta en el rectangulo som- 
breado. 


ejemplo 1. Las funciones constantes son siempre continuas. Si fix) = c 
para todo x, entonces 


lim f(x) = lim c = c = f(p ) 

X-*P X~* V 

para todo p, con lo cual / es continua para todo x. 


ejemplo 2. La funcion identidad es continua para todo x. Si fix) = x 
para todo x, tenemos 


lim fix) = lim x = p = fip) 

X-*V x-*v 


para todo p, luego es continua para todo valor de x. 

ejemplo 3. Sea fix) = [x] para todo x. Esta funcion es continua en todo 
punto p que no sea entero. Para valores enteros de x es discontinua, ya que el 
limite de / no existe, ya que son distintos los limites a la derecha y a la izquierda. 
Una discontinuidad de este tipo, en la que existen los limites a la derecha y a la 
izquierda pero son distintos, se llama discontinuidad de salto. Sin embargo, ya 
que el limite a la derecha es igual a fip) en cada entero p, decimos que / es con¬ 
tinua por la derecha en p. 
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Funciones continuas 


ejemplo 4. La funcion / para la que fix) = 1/x 2 para x ¥= 0, /(0) = 0, es 
discondnua en 0. [Ver figura 3.1(b).] Decimos que existe una discontinuidad 
infinita en 0 porque la funcion toma valores tan grandes como queramos en las 
proximidades de 0. 

ejemplo 5. Sea fix)— 1 para x#0, f(0) = 0. Esta funcion es continua en todo 
punto x excepto en 0. Es discondnua en 0 porque /(0) no es igual al limite de 
f(x) cuando x -» 0. En este ejemplo la discontinuidad podrfa evitarse limitando 
la funcion en 0 para tener el valor 1 en vez de 0. Por esta razon, una discontinui¬ 
dad de este tipo se llama evitable. Observese que las discontinuidades de salto, 
no pueden evitarse cambiando tan solo el valor de la funcion / en un punto. 

3.4 Teoremas fundamentales sobre lfmites. Otros ejemplos de funciones continuas 

El calculo con lfmites puede simplificarse con frecuencia con el teorema si- 
guiente que proporciona unas reglas basicas para operar con lfmites. 

teorema 3.1. Sean f y g dos funciones tales que 
lim f(x) — A , lim g(x) = B . 

x-+p x-*p 


Se tiene entonces 

(i) lim [f(x) + g(x)] = A + B, 

X~*P 

(ii) lim [f(x) - g(x)] = A - B, 

X~*V 

(iii) lim/(x) • g(x) = A ■ B , 

X~*V 

(iv) lim /(x)/g(x) = A/B si B $4 0 . 

X~*V 

Nota: Un caso particular importante de (iii) se presenta cuando / es constante, es 
decir f(x) -A para todo x. En este caso, (iii) se escribe lim A • g(x) = A ■ B. 

x^p 

La demostracion del teorema 3.1 no es diffcil, pero es algo larga, por lo que 
la hemos colocado en otra seccion (Seccion 3.5). Aquf comentamos algunas 
consecuencias sencillas del teorema. 

Observemos primero que las afirmaciones del teorema pueden escribirse en 
forma un poco distinta. Por ejemplo, (i) puede ponerse como sigue: 

lim [/(x) + g(x)] = lim /(x) + lim g(x) . 
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Esto nos dice que el h'mite de una suma es la suma de los limites. 

Es costumbre indicar por / + g, / — g, f g y f/g las funciones cuyos valores 
para cada x son: 

fix) + g(x), fix) - g(x), f(x)-gix), y fix)/g(x), 

respectivamente. Estas funciones se denominan suma, diferencia, producto y 
cociente de / y g. Se entiende que el cociente f/g solo esta definido en los puntos 
en los que g(x)=A 0. El siguiente corolario al teorema 3.1, esta formulado con 
esta terminologia y notacion y se refiere a funciones continuas. 

teorema 3.2. Sean f y g dos funciones continuas en un punto p. La suma 
f + g, la diferencia f — g, y el producto f • g son tambien continuas en p. Si 
g(p) ¥= 0, tambien el cociente f/g es continua. 

Demostracion. Puesto que / y g son continuas en p, se tiene lim f(x) = f(p) 

X~*V 

y lim g(x) = g(p). Aplicando las formulas para los limites, dadas en el teore- 

X~* V 

ma 3.1 cuando A = f(p) y B — g(p), se deduce el teorema 3.2. 

Se ha visto que la funcion identica y la constante son continuas para cual- 
quier valor de x. Por medio de estos ejemplos y el teorema 3.2, se pueden construir 
otros muchos de funciones continuas. 

ejemplo 1. Continuidad de polinomios. Si se toma f(x) = g(x) ~x, de 
la continuidad del producto se deduce la continuidad en cada punto de la funcion 
cuyo valor en cada x es x 2 . Por induccion se prueba, que para cada numero real c 
y cada entero n la funcion / para la cual f(x) = cx n es continua para todo x. Como 
la suma de dos funciones continuas es a su vez continua, por induccion se prueba 
que tambien es continua la suma de un numero finito de funciones continuas. 
Por tanto, todo polinomio p{x) = C k x>c es funcion continua en todos los pun¬ 
tos. 


ejemplo 2. Continuidad de funciones racionales. El cociente de dos poli¬ 
nomios se llama funcion racional. Si r es una funcion racional, se tiene: 


r(.x) = . 

<?(*) 


donde p y q son polinomios. La funcion r esta defmida para todo numero real x 
tal que q(x) ¥= 0. Como el cociente de funciones continuas es continuo, la funcion 
racional es continua en todos los puntos en que esta defmida. Un ejemplo sencillo 
es r(x) = \/x si x # 0. Esta funcion es continua para todo valor de x salvo en 
x = 0 en que no esta defmida. 
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Funciones continuas 


El teorema que sigue demuestra que si una funci6n g esta intercalada entre 
otras dos funciones que tienen el mismo h'mite cuando x —>■ p, g tiene tambien este 
li'mite cuando x p. 

teorema 3.3. principio de intercalaci6n. Supongamos que f(x)<,g(x)<h(x) 
para todo x¥= p en un cierto entorno N(p). Supongamos tambien que 


lim f(x) = lim h(x) = a . 

X-+V x-*p 


Se tiene entonces lim g(x) = a. 

X~* V 

Demostracion. Sean G(x) = g(x) — /(x), y H(x) — h(x) — f(x). Las desi- 
gualdades f < g < h implican 0 < g — f < h — /, o 

0 < G(x) < H(x) 

para todo x ^ p en N(p). Para demostrar el teorema, basta probar que G(x) -> 0 
cuando x -* p, dado que H(x) 0 cuando x p. 

Sea NdO) un entorno cualquiera de 0. Puesto que H(x) -*■ 0 cuando x p, 
existe un entorno N 2 (p) tal que 

H(x) e jVj(O) siempre que x e N 2 (p) y x p . 

Podemos suponer que N 2 (p) £ N(p). Entonces la desigualdad 0 <, G <. H esta- 
blece que G(x) no esta mas lejos de 0 que H(x) si x esta en N 2 (p), x # p. Por 
consiguiente G(x) e N,(0) para tal valor x, y por tanto G(x) -> 0 cuando x -* p. 
Esto demuestra el teorema. La misma demostracion es valida si todos los limites 
son lfmites a un lado. 

El principio de intercalacion es util en la practica porque a menudo es po- 
sible encontrar funciones de intercalacion / y h mas manejables que g. Vamos a 
utilizar este principio para demostrar que toda integral indefinida es una funcion 
continua. 

TEOREMA 3.4. CONTINUIDAD DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS. SupOHgamOS 
que f es integrable en [a, x] para todo x en [a, b], y sea 

A(x) = /’/(*) dt . 

J a 


Entonces la integral indefinida A es continua en cada punto de [ a,b ]. (En los 
extremos del intervalo tenemos continuidad a un lado.) 
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Demostracion. Elijamos p en [a,!?]. Hay que demostrar que ,40) -> A(p) 
cuando x p. Tenemos 

( 3 - 5 ) A(x) - A(p) = [ f(t) dt. 

Puesto que / esta acotada en [a, b], existe una constante M> 0 tal que 
—M < f(t) < M para todo t en [ a, b]. Si x > p, integramos esas desigualdades 
en el intervalo [p, x] obteniendo 

— A/0 — p) < A(x) — A{p) < M(x — p). 

Si x < p, obtenemos las mismas desigualdades con x — p sustituida por p — x. 
Por consiguiente, en uno u otro caso podemos hacer que x -» p y aplicar el prin- 
cipio de intercalacion encontrando que A(x) -> A(p). Esto prueba el teorema. Si 
p es un extremo de [a, 6], tenemos que hacer que x -» p desde el interior del 
intervalo, con lo que los llmites son a un lado. 


ejemplo 3 . Continuidad del seno y del coseno. Puesto que la funcion 
seno es una integral indefinida, sen x = \ x cos t dt, el teorema anterior nos dice 
que la funcion seno es continua para todo x. Del mismo modo, el coseno es funcion 
continua para todo x ya que cos x = 1 — J* sen t dt. La continuidad de esas 

funciones tambien se puede deducir sin utilizar el hecho de que sean integrales 
indefinidas. En el E'jercicio 26 de la Seccion 3.6 se esboza otra demostracion. 

ejemplo 4. En este ejemplo demostramos una importante formula sobre 
llmites: 


(3.6) Iim S -^= 1 , 

x-0 X 

que luego necesitaremos en Calculo diferencial. Puesto que el denominador del 
cociente (sen x)/x tiende hacia 0 cuando x -»0, no podemos emplear el teorema del 
cociente de llmites para deducir (3.6). En cambio, podemos utilizar el principio 
de intercalacion. En la Seccion 2.5 vimos que 


o< s -^< 


X 


COS X 
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Funciones continuas 


valida para 0 < x < \-n. Tambien es valida para — \tt < x < 0 ya que 
cos(— x) = cos x y sen (— x)=— sen x.conloque la anterior doble desigualdad es 
valida para todo x ¥=■ 0 en el entorno Ni 0; %n). Cuando x -» 0, encontramos 
cosx -> 1 pues el coseno es continuo en 0, y por tanto l/(cosx) -» 1. Por consi- 
guiente, segun el principio de intercalation, deducimos (3.6). Si definimos 
fix ) = (sen*)/* para x^O, f( 0) = 1, entonces / es continua para todo x. Su 
grafica se representa en la figura 3.4. 


y 



Figura 3.4 fix) = (sen x)/x si x ^ 0 , /( 0 ) = 1 . Esta funcion es continua para todo x. 


ejemplo 5. Continuidad de fix) = x r para x > 0, siertdo r un numero ra¬ 
tional positivo. El teorema 2.2 nos da la formula de integracion 



x 1+1/n 

1 + 1/n ’ 


valida para todo x > 0 y todo entero n > 1. Con los teoremas 3.4 y 3.1, encon¬ 
tramos que la funcion A dada por Aix), = x 1+1/B es continua en todos los puntos 
p > 0. Ahora, sea g(x) = x l ! n = ^(x)/xpara x>0. Como g es un cociente de dos 
funciones continuas, tambien lo sera para todos los puntos p > 0. Mas gene¬ 
ral, si fix ) = x m/H , donde m es un entero positivo, entonces / es un producto de 
funciones continuas y es, por tanto, continua en todos los puntos p > 0. Esto esta- 
blece la continuidad de la funcion potencia r-esima, fix) = x r , cuando r es cual- 
quier numero racional positivo, en todos los puntos p > 0. En p = 0 tenemos con¬ 
tinuidad a la derecha. 

La continuidad de la funcion potencia r-esima para r racional puede tambien 
deducirse sin utilizar integrales. En la Seccion 3.13 se da otra demostracion. 
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3.5 Demostraciones de los teoremas fundamentales sobre limites 

En esta seccion demostramos el teorema 3.1 que da las reglas fundamentales 
para calcular limites de sumas, productos, y cocientes. Los recursos algebraicos 
principals que se utilizan en la demostracion son las dos propiedades de los 
valores absolutos que se mencionaron en las Secciones I 4.8 y 14.9. (1) la desi- 
gualdad triangular, que afirma que \a + b\ < |a| + \b\ para cualesquiera a y b 
reales, y (2) la igualdad |a b J = |a| |6| que establece que el valor absoluto de un 
producto es el producto de valores absolutos. 

Demostraciones de (i) e (ii). Puesto que las dos igualdades: 

lim/(x) = A y lim [/(x) — A] = 0 

X~*V X~*V 

son completamente equivalentes, y como se tiene 

f{x) + g(x) - (A + B) = [/(.v) - A] + [g(x) - B) , 

basta demostrar las igualdades (i) e (ii) del teorema cuando los limites de A 
y B son ambos cero. 

Supongase pues, que fix) ^ 0 y g(x) h> 0 cuando x p. Se demostrara en 
primer lugar que fix) + g(x) 0 cuando x p. Para ello se tiene que probar 
que para cada e > 0 existe un d > 0 tal que 

(3.7) | fix) + g(x)| < e siempre que 0 < |x — p\ < <5. 

Sea e dado. Puesto que fix) -> 0 cuando x -> p, exista un ^ > 0 tal que 

(3- 8 ) |/(x)| < ~ siempre que < |x — p\ < . 

Analogamente, puesto que g(x) -> 0 cuando x -»• p existe un S 2 > 0 tal que: 

I^WI < ~ siempre que 0 < |x — p| < d 2 . 

Si se indica por 6 el menor de los dos numeros dj y d 2 , entonces, ambas igual¬ 
dades (3.8) y (3.9) son validas si 0 < |x — p\ < d, y por tanto, en virtud de la 

desigualdad triangular, se tiene: 


I/M + gMI < I/Ml + |g(x)| < i + / = e . 

2 2 
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Funciones continuas 


Esto demuestra (3.7) que, a su vez, demuestra (i). La demostracion de (ii) es com- 
pletamente analoga, salvo que en el ultimo paso se emplea la desigualdad 
I fix) - g(x)| < \f(x)\ + |g(x)|. 

Demostracion de (iii). Supongase que se ha demostrado (iii) en el caso par¬ 
ticular en que uno de los h'mites es 0. Entonces el caso general resulta facilmente 
de este caso particular, como se deduce de la siguiente igualdad: 

f(x)g(x) - AB =f(x)[g(x) -B] + B[f{x) - A] . 

El caso particular implica que cada termino del segundo miembro tienda a 0 
cuando x p y en virtud de la propiedad (i) la suma de los dos terminos tiende 
tambien a 0. Por tanto, basta solo probar (iii) en el caso en que uno de los 
lunites, por ejemplo B, sea 0. 

Supongase que f(x) -> A y g(x) -» 0 cuando x -» p. Se trata de probar que 
f(x) • g(x) -> 0 cuando x -> p. Para ello se ha de ver que dado un numero posi- 
tivo e, existe un d > 0 tal que 

(3.10) l/(x)g(x)| < « siempre que 0 < \x — p\ < d . 

Puesto que f(x) -* A cuando x -» p, existe un tal que 

(3.11) |/(x) — A\ < 1 siempre que 0 < \x — p\ < . 

Para tal x, tenemos |/(x)| = \f(x) — A + A\ < |/(x) — A\ + |/i| < 1 + |A|, y por 
tanto 

(3-12) \f(x)g(x)\ = |/(x)| |g(x)| < (1 + Ml) \g(x)\. 

Ya que g(x) -> 0 cuando x -> p, para todo e > 0 existe un S 2 tal que 

(3.13) |g(x)| < —-— siempre que 0 < |x — p\ < (5 2 • 

1 + Ml 

Por consiguiente, si llamamos d al menor de los dos numeros y S 2 entonces las 
dos desigualdades (3.12) y (3.13) son validas siempre que 0 < |x — p\ < 6, y 
para tal valor de x deducimos (3.10), lo que completa la demostracion de (iii). 

Demostracion de (iv). Puesto que el cociente /(x)/g(x) es el producto de 
f(x)/B por B/g(x) basta demostrar que B/g(x)-» 1 cuando x -» p y luego apli- 
car (iii). Sea h(x ) = g(x)/B, por lo que h(x) -> 1 cuando x -» p, y se quiere de¬ 
mostrar que 1 /h(x) -> 1 cuando x -» p. 
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(3.14) 


Dado e > 0, se trata de ver si existe un d > 0 tal que 

1 


Hx) 


- 1 


< « siempre que 0 < \x — p\ < 6 . 


La diferencia se puede escribir como sigue: 


(3.15) 


1 

h(x) 


1 h(x) - 1 | 

|A(*)I 


Puesto que h(x) 1 cuando x -> p se puede elegir un <5>0 tal que ambas desi- 
gualdades: 

(3.16) \h{x)-l\<^ y |/i(x) — 1| < | 

se satisfagan siempre que 0 < |x — p\ < (5. La segunda de estas desigualdades 
implica h(x) > | y por tanto l/\h(x)\ — l/h(x) < 2 para tales valores de x. 
Empleando este resultado en (3.15) junto con la primera desigualdad (3.16), obte- 
nemos (3.14). Esto completa la demostracion de (iv). 


3.6 Ejercicios 


En los Ejercicios del 1 al 10, calcular los limites y explicar cuales han sido los teoremas 
utilizados en cada caso. 


1 

1 . lim — 9 . 

25x 3 + 2 


r 2 — n 2 


2 . lim 

x—>-0 

3. lim 


X ^15S -2 
x 2 -4 


_ x - 2 

lx 2 - 3x + 1 

4. lim--- 

*-.i x - 1 

. 0 + hf - r 2 

5. lim---— . 


6 . lim 


j.-.o x 2 + lax + a 2 


7. lim- 

a-*0 ■ 


a 5 ^ 0 . 

x 5* 0. 


8 . lim 


x 2 + 2 ax + a 2 ’ 


a # 0. 


9. lim tan t. 

t—o 

10 . lim (sen 2t + r 2 cos5f). 


11 . lim — . 

x~*0+ X 

M 

12 . lim — . 

x >0— x 


13. lim 

x->0+ 


\^x 2 


14. lim 

x * 0 — % 
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Funciones continuas 


Utilizar la relation lim (sen x)/x para establecer las igualdades de los Ejercicios del 


15 al 20. 


X~*0 


sen 2x 

15. lim -—— = 2. 

* 

tan 2x 

16. lim-= 2. 




sen* 


sen 5* 

17. lim- = 5. 

z—o sen x 


sen 5* — sen 3x 

18. lim- =2. 

x—*o x 

sen x — sen a 

19. lim- = cos a. 


20. lim ■ 


1 — COS X 


= f 


21. Demostrar que lim 
£->0 


i - Vi - 


= l [ Indicacidn: (1 — \fu)(\ + Vh) = 1 — «.] 


22. Una funcidn / esta definida como sigue: 


fix) = 


n x si x <( c , 

ax + b si x > c , 


siendo a, b, c constantes. Si b y c estan dados, hallar todos los valores de a (si existe 
alguno) para los que / es continua en el punto x — c. 

23. Resolver el Ejercicio 22 si / se define de este modo: 


fix) = 


2 cos x 
,ax 2 + b 


si x <, c , 
si x > c . 


24. tEn que punto son funciones continuas la tangente y la cotangente? 

25. Sea f(x) = (tg x)jx si x ^ 0. Esbozar la grafica de / correspondiente a los intervalos 
semiabiertos [ — j w, 0) y (0, \ ir ]. ^Que le ocurre a f(x) cuando x —> 0? ^Puede defi- 
nirse /(0) de modo que / se haga continua en 0? 

26. Este Ejercicio ofrece otra deniostracion de la continuidad de las funciones seno y coseno. 

a) La desigualdad |sen x\ < |jc|, valida para 0 < ix| < Jtt, fue demostrada en el Ejer¬ 
cicio 34 de la Section 2.8. Utilizarla para demostrar que ia funcion seno es continua en 0. 

b) Hacer uso de la parte a) y de la identidad cos 2x = 1 — 2 sen 2 x para demostrar la 
continuidad del coseno en 0. 

c) Utilizar las formulas de adicion para sen (x I h) y cos (x + h) para demostrar que las 
funciones seno y coseno son continuas en cualquier valor x real. 

27. La figura 3.5 muestra una portion de la grafica de la funcion / definida como sigue: 

1 

f(x) = sen - si x ^ 0 . 

Para x = l/(nw), siendo n entero, tenemos send/*) = sen (n<7r) = 0. Entre dos de esos 
puntos, la funcion asciende hasta + 1 y baja otra vez hasta 0 o bien desciende a — 1 
y vuelve a subir a 0. Por consiguiente, entre cualquiera de esos puntos y el origen, la 
curva presenta infinitas oscilaciones. Esto sugiere que los valores de Ia funcion no tienden 
a ningun valor fijo cuando x —» 0. Demostrar que no existe ningun valor real A tal 
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y 



Figura 3.5 /(x) — sen(l/x) si x ^ 0. Esta funcion es discontinue! en 0 aunque se 

defina /(0). 

que f(x) —* A cuando x —* 0. Esto demuestra que no es posible deiinir /(0) de manera 
que / sea continua en 0. 

[ Indicacion: Suponer que exista un tal A y obtener una contradiction.] 

28. Para x # 0, sea f{x ) = [1/x], designando por [(] el mayor entero < t. Trazar la grafica 
de f para los intervalos [—2, —J] y [J, 2], cQue le ocurre a /(x) cuando x —> 0 
tomando valores positivos? iy tomando valores negativos? i,Puede delinirse /(0) para 
que / sea continua en 0? 

29. Hacer lo mismo que en el Ejercicio 28, cuando f(x) = ( — ])[!/*] para x ^ 0. 

30. Lo mismo que en el Ejercicio 28, cuando f(x) = x(— 1 )[!/x] p ara x ^ 0. 

31. Dar un Ejemplo de una funcion continua en un punto de un intervalo y discontinua en 
los demas puntos del intervalo, o probar que no existe una tal funcion. 

31. Dar un ejemplo de una funcion continua en un punto de un intervalo y discontinua en 
los demas puntos del intervalo, o probar que no existe una tal funcion. 

32. Sea /(x) = xsen(l/x) si x ^ 0. Defrnir /(0) de manera que / sea continua en 0. 

33. Sea / una funcion tal que |/(u) — /(v)|<|« — v| para todos los valores u y v de un inter¬ 
valo [a, 6]. 

a) Probar que / es continua en cada punto de \a,b], 

b) Suponiendo que / sea integrable en [a, b], demostrar que 

If" (b - a) 2 

J /(x) dx -{b - a)f(ci) < --—- . 

c) Mas general. Demostrar que para cualquier c de [o, £>], se tiene 


f" (b - a) 2 

J f{x) dx - (b - a)f{c) < --- . 
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3.7 Funciones compuestas y continuidad 

A partir de unas funciones dadas podemos construir nuevas funciones por 
adicion, subtraction, multiplicacion y division. En esta section exponemos un 
nuevo procedimiento para construir funciones mediante una operacion conocida 
por el nombre de composicion. Vamos a verlo en un ejemplo. 

Sea /(x) = sen (x 2 ). Para calcular /(x), primero elevamos x al cuadrado y 
luego tomamos el seno de x 2 . Asf pues, /(x) se obtiene combinando otras dos fun¬ 
ciones, la funcion elevacion al cuadrado y la funcion seno. Si ponemos v(x) = x 2 
y u(x) = sen x, podemos expresar /(x) en funcion de u y de v escribiendo 

/(*) = u[v(x)]. 

Decimos que / resulta de la composicion de u y v (en este orden). Si componemos 
v y u en el orden inverso, obtenemos un resultado distinto, y[u(x)] = (sen x) 2 . 
Esto es, para calcular u[u(x)], tomamos primero el seno de x y luego el cuadrado 
del sen x. 

Podemos ahora comentar este proceso con mayor generalidad. Sean u y v 
dos funciones dadas cualesquiera. La compuesta o la composicion de u y v (en 
este orden) se define como la funcion / para la cual 

/(x) = «[>(*)] (se lee, «u de v de x»). 

Es decir, para calcular el valor de / en x primero se calcula v(x) y luego se 
calcula u en el punto v(x). Naturalmente que para que este calculo tenga sentido, 
es necesario que los valores de v(x) entren en el dominio de la funcion u, y f 
estara solo definida en aquellos puntos x para los cuales v(x) esta en el do¬ 
minio de u. 

Por ejemplo, si u(x) — Vx y v(x) = 1 — x 2 , la compuesta / esta dada por 
f(x) = Vl — x 2 . Observese que v(x) esta definida para todo numero real x, 
mientras que u esta definida solo para x > 0. Por tanto, la compuesta / esta 
definida solo para aquellas x tales que 1 — x 2 > 0. 

Formalmente, /(x) se obtiene sustituyendo x por r(x) en la expresion u(x). 
Por esta razon la funcion / se indica algunas veces por / = u(v) (que se lee 
«U de v»). Otra notacion empleada para indicar composicion es: / = u° v (que 
se lee u cfrculo v) y que tiene una analogi'a con la notacion de producto u ■ v. 
En efecto, se vera a continuacion que la operacion de composicion tiene algu¬ 
nas de las propiedades de la multiplicacidn. 

La compuesta de tres o mas funciones se puede hallar componiendo dos, 
el resultado con la tercera y asf sucesivamente. Asf, la funcion / dada por: 


/(x) = cos [sen(x 2 )] 
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es la composition f = u° (v ° w)donde: 

u(x ) = cos x , v(x) = sen x , y w(x) = x 2 . 

Observese que la misma / se puede obtener componiendo u y v primero y la 
compuesta u ° v con w, es decir f = (u ° v) ° w. En este ejemplo se cumple la ley 
asociativa de la composicion que en forma general es: 

(3.17) u ° (v ° w) = (u ° v) ° w 

cualesquiera que sean las funciones u, v, w siempre que tenga sentido formar 
las compuestas que aparecen en la igualdad. El lector vera que la demostracion 
de (3.17) es un ejercicio inmediato. 

Se observara que la ley conmutativa u ° v = v ° u, no es siempre valida en 
la composicion. Por ejemplo, si u(x) = sen x y v(x) = x 2 , la compuesta f —u°v 
esta dada por f(x) = sen x 2 [que significa sen (x 2 )] mientras que la composicion 
g = v ° u esta dada por g(x) = sen 2 x [que significa (sen x )*]. 

Demostraremos ahora un teorema que nos dice que la propiedad de la conti¬ 
nuidad se conserva en la operacion de composicion. Con mayor precision, tenemos 
el siguiente 

teorema 3.5. Suponiendo que v es continua en p y que u es continua en q, 
siendo q = v(p), la funcion compuesta f — u ° v es continua en p. 

Demostracion. Puesto que u es continua en q, para todo entorno N, [«(<?)] 
existe un entorno N 2 (q) tal que 

(3.18) u(y) e N^uiq)] siempre que >’ e N.^cj). 

Pero q = tip) y v es continua en p, de modo que para el entorno N 2 (q) existe 
otro entorno N 3 (p) tal que 

(3.19) v(x)eN 2 (q) siempre que x e JV 3 (p). 

Si ponemos y = v(x) y combinamos (3.18) con (3.19), encontramos que para 
todo entorno N 1 (u[v(p)])ex iste un entorno N 3 (p) tal que 

w[y(.\:)] e N^ulvip)]) siempre que x e N 3 (p), 

o, dicho de otro modo, puesto que f(x) = «[f(x)], 

f(x) e iVi[/(p)] siempre que x e N 3 (p). 


Esto significa que / es continua en p, como se afirmo. 
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eiemplo 1. Sea fix ) = sen x 2 . Es la composition de dos funciones conti¬ 
nuas para todo valor de la variable por lo que / es continua para todo x. 

ejemplo 2. Sea f(x) = V 1 — x 2 = u[v(x)], siendo u(x)— A fx, £>(*) = 1 —x 2 . 
La funcion v es continua siempre.pero u solo lo es para puntos x > 0. Luego / es 
continua en aquellos valores x para los cuales v(x) > 0, esto es, en todos los puntos 
que satisfacen x 2 <, 1. 


3.8 Ejercicios 


En los Ejercicios del 1 al 10, las funciones / y g estan definidas por las formulas dadas. 
Si no se dice lo contrario, los dominios de / y g consisten en todos los numeros reales. Pon- 
gamos h(x) = /[g(x)j siempre que g(x) este en el dominio de /. En cada caso, precisar el do- 
minio de h y dar una o mas formulas para la determinacion de /t(x). 


1. fix) = x 2 - 2x, 

2. fix) = at + 1, 

3. f(x) = si *>0, 

4. f(x) = Vx si x20, 

5. f{x) = x 2 , 

6. fix) = -x 2 , 

7. fix) = sen x, 

8. fix) = Vx si x > 0, 

9. fix) = Vx si x > 0, 

10. fix) = V' x + V x si x > 0, 


gix) = x + 1. 
gix) = x 2 - 2x. 
^(x) = x 2 . 

gix) = -^ 2 - 

gix) = Vx si 
gix) = Vx si 
gix) = Vx si 
gix) = sen x. 
g(x) = X + Vx 
gix) = X + Vx 


X > 0. 

X ^ 0. 

x > 0. 

si x > 0. 
si x > 0. 


Calcular los limites en los Ejercicios del 11 al 20 y explicar que teoremas se aplican en 
cada caso. 


11. lim 


x 3 + 8 
x 2 -4 


16. lim 


sen(x 2 — 1) 

x - 1 


12. lim Vl + Vx. 



*->4 

*—*■0 


sen (tan t) 

1 

18. lim - 

13. 

lim-. 


(-0 sen 1 

*-*•0 


sen (cos x) 

19. lim 

14. 

lim --. 


cos x 

x-*0 

15. 

sen it — n) 
hm-. 

20. lim 


<-» 1 ~ 71 

x—+0 


17. lim x sen - . 

x 


1 — cos 2x 


1 -VI - 4x 2 
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21. Sean f y g dos funciones definidas como sigue: 


/W 


X + M 
2 


para todo x , 



para x < 0 , 
para x > 0 


Hallar una formula (o formulas) para el calculo de la funcion compuesta h(x) = /[g(x)]. 
tPara que valores de x es continua h? 

22. Resolver el Ejercicio 21 cuando f y g se defmen del modo siguiente: 


/to = 


si \x\ < 1 , 
si |jc| > 1 , 



si |x| < 2 , 
si |jc| > 2 . 


23. Resolver el Ejercicio 21 


cuando h(x) = g [/(*)]. 


3.9 Teorema de Bolzano para las funciones continuas 

En el resto de este capi'tulo se discutiran algunas propiedades de las funciones 
continuas que se usan con frecuencia. Muchas de ellas aparecen como triviales 
cuando se interpretan geometricamente, por lo que algunos se inclinan a acep- 
tarlas como evidentes. Sin embargo, es importante poner de manifiesto que estas 
propiedades no tienen en si una evidencia superior a la misma definition de con- 
tinuidad y que por tanto han de ser demostradas si se quiere aplicarlas con cierta 
generalidad. Las demostraciones de estas propiedades suelen hacer uso del axioma 
del extremo superior del sistema de los numeros reales. 

Bernardo Bolzano (1781-1848), sacerdote catolico que hizo aportaciones 
importantes a las Matematicas en la primera mitad del siglo xix, fue uno de 
los primeros en reconocer que muchas de las propiedades sobre funciones con¬ 
tinuas que pareci'an obvias requerian una demostracion. Sus demostraciones 
referentes a continuidad fueron publicadas en 1850 en su importante obra postuma 
Paradojas del injinito. Uno de sus resultados conocido por el teorema de Bolzano 
se pone de manifiesto en la figura 3.6 donde se muestra la grafica de una funcion 
continua /. La grafica esta por debajo del eje x en el punto a y por encima del 
eje x en el punto b. El teorema de Bolzano afirma que la curva ha de cortar al eje 
alguna vez entre a y b. Esta propiedad se puede enunciar rigurosamente como 
sigue: 

teorema 3.6. teorema de bolzano. Sea f continua en cada punto del 
intervalo cerrado [a, 6] y supongamos que f(a ) y fib) tienen signos opuestos. Exis- 
te entonces por lo menos un c en el intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = 0. 

Basaremos nuestra demostracion del teorema de Bolzano en la siguiente 
propiedad de las funciones continuas que establecemos aqui como un teorema. 
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TEOREMA 3.7. CONSERVACldN DEL SIGNO DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. 
Sea f continua en c y supongamos que f(c) 0. Existe entonces un intervalo 
(c — d,c + 6) en el que f tiene el mismo signo que f(c). 

Demostracidn del teorema 3.7. Supongase /(c) > 0. En virtud de la conti- 
nuidad, para cada e > 0 existe un 6 > 0 tal que: 

(3.20) /(c) — « < f(x) < /(c) + e siempre que c — 6<x<c + d. 

Tomando el <5 correspondiente a e = /(c)/2(esta e es positiva) entonces (3.20) 
se transforma en 

\f{c) < fix) < f /(c) siempre que c — <5<x<c + <5. 



Figura 3.6 Teorema de Bolzano. Figura 3.7 Aqui fix) > 0 para x prdximo 

a c pues fie) > 0. 

(Vease fig. 3.7). De aqui se deduce que fix) > 0 en este intervalo y por tanto 
fix) y /(c) tienen el mismo signo. Si /(c) < 0 se toma <5 correspondiente a 
e = — £ /(c) y se llega a la misma conclusion. 

Nota: Si existe continuidad a un lado de c, entonces existe el correspondiente 
intervalo unilateral [c, c + <5)o (c — 6, c] en el cual / tiene el mismo signo que /(c). 

Demostracidn del teorema de Bolzano. Para fijar ideas, supongase f(a) < 0 
y f{b) > 0 tal como se ha hecho en la figura 3.6. Puede haber muchos valores 
de x entre a y b para los cuales fix) = 0. Se trata aqui de encontrar uno y esto 
se hara determinando el mayor x para el cual fix) = 0. Para ello, sea S el 
conjunto de todos los puntos del intervalo [a, b] para los cuales fix) <, 0. Hay 
por lo menos un punto en S puesto que /(a) < 0. Por tanto, S es un conjunto 
no vacio. S esta acotado superiormente puesto que todos los puntos de S estan 
en [a, 6], y puesto que todo conjunto no vacio de numeros reales que esta aco- 
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tado superiormente tiene un extremo superior, a este se le llama c. Se trata de 
demostrar que /(c) = 0. 

Hay solo tres posibilidades: /(c) > 0, /(c) < 0, y /(c) = 0. Si /(c) > 0 
hay un intervalo (c — d, c + 6) o (c — <5, c] si c = b, tal que j{x) es positivo si 
x esta en este intervalo. Por tanto, ningun punto de S puede estar a la dere- 
cha de c — 6, y por tanto c — S es una cota superior del conjunto S. Pero 
c — <5<cycesel extremo superior de S. Por tanto la desigualdad /(c) > 0 es 
imposible. Si /(c) < 0 hay un intervalo (c — d, c + 6) o [c, c + d) si c = a, en 

el cual f es negativa y por tanto f(x) < 0 para algun x > c, contra el hecho de 

que c es una cota superior de S. Por tanto /(c) < 0 tambien es imposible y que- 
da solo la posibilidad /(c) = 0. Ademas a < c < b puesto que f(a) < 0 y 

f(b) > 0. Con lo cual queda demostrado el teorema de Bolzano. 


3.10 Teorema del valor intermedio para funciones continuas 

Consecuencia inmediata del teorema de Bolzano es el teorema del valor 
intermedio para funciones continuas (vease figura 3.8). 

teorema 3.8. Sea f continua en cada punto de un intervalo [a, b~\. Si x, 
< x 2 son dos puntos cualesquiera de [ a , 6] tales que /(*,) # f(x 2 ), la funcion / 
toma todos los valores comprendidos entre f(x) 1 y f(x. 2 ) por lo menos una vez en 
el intervalo (x,, x 2 ). 

Demostracidn. Supongase f(xj < f(x 2 ) y sea k un valor cualquiera com- 
prendido entre /(*,) y f(x.,). Sea g una funcion defmida en [x,, x 2 ] como sigue: 

g(x) =f(x) - k. 



Figura 3.8 Teorema del valor intermedio. Figura 3.9 Ejemplo en el que no es 

aplicable el teorema de Bolzano. 


g es continua en cada punto de [x lt x 2 ] y se tiene: 

g(x i) =f(x l ) - k < 0 , g(x 2 ) =f(x 2 ) - k > 0 . 
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Aplicando el teorema de Bolzano a g se tiene g(c) = 0 para algun c entre x x y x 2 , 
lo cual significa f(c) = k, quedando as! demostrado el teorema. 

Nota: Tanto en el teorema de Bolzano como en el teorema del valor intermedio se 
supone que / es continua en todos los puntos del intervalo [a, b] incluidos los extremos a y b. 
Para entender por que es necesaria la continuidad en los extremos a y b se considera la 
curva de la figura 3.9. Esta es continua en todos los puntos de [a, b ] excepto en a. A pesar 
de ser f(a) negativa y f(b) positiva no existe ningun x en [«, 6] para el cual /(x) = 0. 

Finalmente se da en esta Section una aplicacion del teorema del valor inter¬ 
medio en la cual se demuestra que cada numero real positivo tiene una raiz n-sima, 
lo cual ya se habia indicado en la Section I 3.14. El enunciado preciso de esta 
propiedad es el siguiente: 

teorema 3.9. Si n es un entero positivo y si a > 0, existe un entero posi¬ 
tivo y solo uno b tal que b n = a. 

Demostracion. Sea un numero c > 1 y tal que 0 < a < c y considerese la 
funcion / definida en el intervalo [0, c] por f(x) = x n . Esta funcion es continua 
en [0, c] y en los extremos se tiene /(0)=0y /(c) = c n . Puesto que 0 <a<c<c n 
el numero a dado esta comprendido entre los valores de la funcion /(0) y /(c). Por 
tanto, en virtud del teorema del valor intermedio, se tiene f(x) = a para algun x 
en [0, c], sea x = b. Esto demuestra la existencia de por lo menos un positivo 
b tal que b n = a. No puede haber mas que uno puesto que / es creciente en sen- 
tido estricto en [0, c], con lo cual queda demostrado el teorema. 

3.11 Ejercicios 

1. Sea / un polinomio de grado n en x, /(x) = 2*=o c i JC *> tal que el primero y el ultimo 
coeficientes c 0 y c n tienen signos opuestos. Demostrar que /(x) = 0 por lo menos para 
un valor positivo de x. 

2. Se dice que un numero real x 1 es una rai'z real de la ecuacion f(x ) = 0 si f(xj = 0. 
Decimos queuna raiz real de una ecuacion ha sido separada si se ha encontrado un inter¬ 
valo [a, b ] que contiene esta rai'z y ninguna otra. Con ayuda del teorema de Bolzano, 
separar las rai'ces reales de cada una de las siguientes ecuaciones (cada una tiene cuatro 
rai'ces reales): 

(a) 3x 4 — 2x 3 — 36x 2 + 36x — 8 = 0. 

(b) 2x 4 - 14x 2 + 14x - 1 = 0. 

(c) x 4 + 4x 3 + x 2 — 6x + 2 = 0. 

3. Si n es un entero positivo impar y a < 0, demostrar que existe un numero negativo b 
y s61o uno tal que b n = a. 

4. Sea /(x) = tanx. A pesar de ser /(ir^) = 1 y /(37r/4) = — 1, no hay ningun punto x 
en el intervalo |V/4, 37 t/ 4] tal que /(x) = 0. Explicar por que no hay contradiccion con 
el teorema de Bolzano. 

5. Dada una funcion f de valores reales continua en el intervalo cerrado [0, 1], Suponga- 
mos que 0 < /(x) < 1 para cada x en [0, 1]. Demostrar que existe por lo menos un punto 
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c en [0, 1] para el cual f(c) — c. Tal punto se llama un punto fijo de /. El resultado de 
este Ejercicio es un caso particular del teorema del punto fijo de Brower. \Indicaci6n: 
Aplicar el teorema de Bolzano a g(x) = f(x) — x.] 

6. Dada una funcion / de valores reales continua en el intervalo cerrado [a, b], Suponiendo 
que f(a) < a y que f(b) > b, demostrar que / tiene un punto fijo en [a, fe]. (Vease Ejer¬ 
cicio 5.) 


3.12 El proceso de inversion 

En esta Seccion se estudia otro metodo importante que se usa con frecuencia 
para construir nuevas funciones a partir de otras funciones dadas. Antes de des- 
cribir el metodo con detalle, damos un sencillo ejemplo. 

Consideremos la funcion / definida en el intervalo [0, 2] por la ecuacion 
f(x) = 2x + 1. El recorrido de / es el intervalo [1, 5]. Cada punto x de [0, 2] es 
llevado por / a un unico punto y de [1, 5], a saber 

(3.21) y = 2x+\. 

Reciprocamente, para todo y de [1, 5], existe un unico x en [0, 2] para el que 
y = fix). Para encontrar este x, resolvemos la ecuacion (3.21) obteniendo 

.v = JO v - 1). 

Esta ecuacion define x como funcion de y. Si representamos esta funcion por g, 
tenemos 


g(y) = \(y - 1 ) 


para cada y de [1,5]. La funcion g se llama la inversa de /. Observese que 
g[/(*)] = x para cada x de [0, 2], y que f[g(y)] = y para cada y de [1,5]. 

Consideremos ahora una funcion mas general / con dominio A y recorrido B. 
A cada x de A corresponde un y en B tal que y = f(x). Para cada y de B, existe 
por lo menos un x de A tal que /(x) = y. Supongamos que existe uno solo de 
esos x. Entonces podemos definir una nueva funcion g en B del modo siguiente: 

g(y) = x significa que y = f(x). 

Dicho de otro modo, el valor de g en cada punto y de B es el unico x de A tal 
que f(x) = y. Esta nueva funcion g se llama la inversa de /. El proceso mediante 
el cual se obtiene g a partir de / se llama inversion. Observese que g[/(x)] = x 
para todo x de A y que /[g(y)] = y para todo y de B. 
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El proceso de inversion puede aplicarse a cualquier funcion f que tenga la 
propiedad de que para cada y en el recorrido de /, existe un solo x en el dominio 
de / tal que f(x) — y. En particular, una funcion continua y estrictamente mono- 
tona en un intervalo [a, b ] tiene esa propiedad. En la figura 3.10 se muestra un 
ejemplo. Sean c = f{a), d = fib). El teorema del valor intermedio para las fun¬ 
ciones continuas nos dice que en el intervalo [a, fe], / toma todo valor compren- 
dido entre c y d. Ademas, no puede tomar dos veces el mismo valor porque 
)(x i) ¥= f(x 2 ) siempre que x t ¥= x 2 . Por consiguiente, toda funcion continua estric- 
tamente monotona tiene inversa. 

La relacion entre una funcion / y su inversa g puede explicarse tambien con 
la formulacion de pares ordenados del concepto de funcion. En la Seccion 1.3 se 
define una funcion / como un conjunto de pares ordenados (x, y) tales que dos 
cualesquiera no tienen el mismo primer elemento. La funcion inversa g se forma 
tomando los pares (x, y) de / e intercambiando los elementos x e y. Esto es 
(y, x) e g si y solo si (x, y) e f. Si / es estrictamente monotona, dos pares cuales¬ 
quiera de / no tienen el mismo segundo elemento, y por tanto dos pares cua¬ 
lesquiera de g no tienen el mismo primer elemento. Asi pues g es una funcion. 

ejemplo. Funcion raiz enesima. Si n es un entero positivo, pongamos 
j{x) — x n para x > 0. Entonces / es estrictamente creciente en todo intervalo 
[a, b ] con 0 <, a <. b. La funcion inversa g es la funcion raiz enesima, defmida 
para y > 0 por la ecuacion 

g(y) =/ /n 


3.13 Propiedades de las funciones que se conservan por la inversion 

Muchas de las propiedades que posee una funcion / se transmiten a la inver¬ 
sa g. La figura 3.11 muestra la relacion entre sus graficas. Puede obtenerse una 
a partir de la otra mediante una simple simetria respecto a la recta y = x, debido 
a que un punto ( u , v) esta en la grafica de / si y solo si el punto (v, u) esta sobre 
la grafica de g. 

Las propiedades de monotonia y continuidad que posee / se transmiten a 
la funcion inversa g, como se afirma en el teorema siguiente. 

teorema 3.10. Sea f estrictamente creciente y continua en un intervalo 
[a, b], Sean c — f[a) y d = f(b) y sea g la inversa de f. Esto es, para cada y en 
[c, d], sea g(y) aquel x de [a, b] tal que y = /(x). Entonces 

a) g es estrictamente creciente en [c, d]; 

b) g es continua en [c, d]. 
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Figura 3.10 Funcion continua Figura 3.11 Representation grdfica 

estrictamente creciente. del proceso de inversion. 


Demostracion. Elijamos y, < y 2 en [c, cf] y pongamos Xi — g(yi), 
x 2 = g(y 2 ). Entonces y, = )(Xi) e y 2 = f(x 2 ). Puesto que / es estrictamente cre¬ 
ciente, la relacion y, < y 2 implica que x t < x 2 , la cual, a su vez, implica que g 
sea estrictamente creciente en [c, d], Esto demuestra la parte a). 

Demostremos ahora b). La demostracion esta representada en la figura 3.12. 
Elijamos un punto y„ en el intervalo abierto (c, d). Para demostrar que g es con¬ 
tinua en y 0 , debemos probar que para todo e > 0 existe un d > 0 tal que 

(3-22) g(y 0 ) — e < g(y) < g(y 0 ) + e siempre que y 0 ~ <5 < y < + <5 

Pongamos x 0 = g(y 0 ), de modo que/(x„) = y„. Supongamos e dado. (No se pierde 
generalidad si consideramos aquellos valores de e bastante pequenos para que 
x 0 — e y .v 0 + equeden en el interior de [a, fr].) Sea d el menor de los dos nu- 
meros 

fix o) -fix 0 - e) y f(x 0 + e) — f(x 0 ) . 

Es facil comprobar que con este 6 se verifica (3.22). Una ligera modificacion 
del razonamiento prueba que g es continua a la derecha de c, y a la izquierda de d. 

Existe el teorema analogo para funciones decrecientes. Esto es, la inversa de 
una funcion / estrictamente decreciente es estrictamente decreciente y continua. 
Esto resulta de aplicar el teorema 3.10 a —/. 

ejemplo. Continuidad de la funcion ra'tz enesima. La funcion rafz enesi- 
ma g, defmida por y > 0 por la ecuacion g(y) = y 1 /", es estrictamente creciente 
y continua en todo intervalo [c, d] con 0 < c < d, puesto que es la inversa de 
una funcion continua estrictamente creciente. Esto nos da otra demostracion de 
la continuidad de la funcion raiz enesima, independiente de la teoria de la inte- 
gracion. Puesto que el producto de funciones continuas es continuo, deducimos 
otra vez la continuidad de la funcion potencia, h{y) = y r , siendo r = m/n un 
numero racional positivo e y > 0. 
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Figura 3.12 Demostracion de la continuidad de la funcion inversa. 


3.14 Inversas de funciones monotonas a trozos 

Supongamos que intentamos aplicar el proceso de inversion a una funcion 
que no es monotona en \a, 6]. Por ejemplo, considerese el caso en que 
/(x) = x 2 en un intervalo de la forma [ — c, c], del eje x. A cada punto x de 
este intervalo, / le hace corresponder exactamente un punto y del intervalo 
[0, c 2 ], precisamente: 

(3.23) y = x 2 . 

Pero la correspondencia entre los puntos de estos dos intervalos no es uno a 
uno. Si se resuelve la ecuacion (3.23) de x respecto a y, se encuentra que existen 
dos valores de x correspondientes a cada y en [0, c 2 ], que son: 

x = vy y x = —Vy 

Ya se menciono en otro lugar que antes los matematicos hubieran considerado la 
inversa g en este caso como una funcion biforme definida por 

g(y) = ±Vy. 

Pero el punto de vista mas moderno no admite la multiformidad como una 
propiedad de las funciones y en casos como el considerado se dice que el pro¬ 
ceso de inversion da lugar a dos nuevas funciones, g, y g 2 donde: 

(3.24) giO') = Vy y g 2 (y) = —Vy para cada y en [0,c 2 ] 
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Para encajar este resultado con la nocion de inversa tal como se expuso anterior- 
mente, se puede considerar que la ecuacion y = x 2 no define una funcion / sino 
dos funciones / 1 y / 2 donde: 

fi(x) = x 2 si 0 < x < c y f 2 {x) = x 2 si — c <, x < 0. 


Estas funciones pueden considerarse como disiintas porque tienen dominios dis- 
tintos. Cada una de ellas es monotona en su dominio y cada una tiene una 
inversa, la inversa de /1 es g! y la inversa de f 2 es g 2 donde g, y g 2 estan dadas 
por (3.24). 

Esto hace ver como el proceso de inversion puede aplicarse a funciones 
monotonas a trozos. Consideramos simplemente una tal funcion como una reunion 
de funciones monotonas e invertimos cada uno de los trozos. 

Haremos un uso mas amplio del proceso de inversion en el capitulo 6. 


3.15 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios 1 al 5, demostrar que / es estrictamente monotona en 
todo el eje real. Designese por g la inversa de /. Describir el dominio de g en cada caso. 
Poner y — fix) y despejar x en funcion de y; hallar una formula (o formulas) para calcular 
g(y) para cada y en el dominio de g. 


1 .fix) = * + 1. 

4. fix) = x- 3 . 


2. f(x) = 2x + 5. 

( X 

si x < l, 

3. f{x) = 1 — x. 

5. fix) = 

si 1 < x < 4, 


18*^ 

si x > 4. 


Valores medios. Sea / continua y estrictamente monotona en el eje real positivo y sea g 
la inversa de /. Si < a 2 < ... <a„ son n numeros reales positivos dados, se llama valor 
medio (o promedio ) con respecto a / al numero M definido como sigue: 

M t-g^n2A a *)- 

En particular, cuando f(x) = x''I para p ^ 0, M, se llama media de potencias p-esimas (Vease 
tambien la Seccion I 4.10.) Los Ejercicios que siguen se refieren a las propiedades de los va¬ 
lores medios. 

6. Demostrar que /(M<) = (l/n)2Xi/(a.)- Dicho de otro modo, el valor de / en el pro¬ 
medio Mi es la media aritmetica de los valores j(ai) . f(a„). 

7. Demostrar que a t < M t < a„. De otro modo, el promedio de a,, ..., a„ esta comprendido 
entre el mayor y el menor de los a,. 

8. Si h(x) = af(x) + b, donde s ^ 0, demostrar que AL, = AL. Esto prueba que funciones 
distintas pueden conducir al mismo promedio. Interpretar geometricamente este teorema 
comparando las graficas de h y /. 
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3.16 Teorema de los valores extremos para funciones continuas 

Sea / una funcion de valores reales definida en un conjunto S de numeros 
reales. Se dice que la funcion / tiene un maximo absolute > en el conjunto S si 
existe por lo menos un punto cenS tal que 

| f{x) <, /(c) para todo x en S . 

El numero /(c) se llama maximo absoluto de / en S. Decimos que / tiene un mi- 
nimo absoluto en S si existe un punto d en S tal que 

/(*) ^ f(d) para todo x en S. 


y No existe 



y 



fix) =senx, 0 < x < * f(x) = - IsiO <iS2, /(0) = 1 

x 

(a) (b) 

Figure 3.13 Valores mdximos y mmimos de las funciones. 


Esos conceptos se representan en la figura 3.13. En la figura 3.13 (a), S es el 
intervalo cerrado [0, *;] y fix) = sen x. El minimo, que se presents en los extre¬ 
mos del intervalo, es 0. El maximo es /( \-n) — 1. 

En la figura 3.13 (b), S es el intervalo cerrado [0, 2] y f(x) = 1 /x si x > 0, 
/(0) = 1. En este ejemplo, / posee un minimo absoluto en x = 2, pero no tiene 
maximo absoluto. No posee maximo debido a una discontinuidad en un punto 
de S. 
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Queremos demostrar que si S es un intervalo cerrado y / es continua en 
todo S, entonces / posee un maximo absoluto y un mi'nimo absoluto en S. Este 
resultado, conocido como el teorema del maximo (mfnimo) para funciones conti¬ 
nuas, se deducira como una sencilla consecuencia del siguiente teorema. 

TEOREMA 3.11. TEOREMA DE AC0TACI6N PARA FUNCIONES CONTINUAS. Sea 
f continua en un intervalo cerrado [ a , 6]. Entonces f es acotada en [a, b~\. Esto 
es, existe un numero C > Q tal que |/(x)| <, C para todo x en [a, £>]. 

Demostracion. Razonamos por reduccidn al absurdo o contradiccion, utili- 
zando una tecnica llamada metodo de biparticion. Supongamos que } no es aco¬ 
tada en [a,b]. Sea c el punto medio de [a, 6]. Ya que / no es acotada en 
[a, b ] tampoco lo esta por lo menos en uno de los subintervalos [a, c] o 
[c,b]. Sea [ai, aquella mitad de [a, b] en la que / no esta acotada. Si / 
no es acotada en ambas mitades, sea [fli.b,] la mitad izquierda de [a,c]. Con- 
tinuemos el proceso de biparticion reiteradamente, designando con [a n+1 , b„ +] ] 
la mitad de \a n , b„ ] en la cual f no es acotada, con el convenio de elegir la mitad 
izquierda si / no es acotada en ambas mitades. Como la longitud de cada inter¬ 
valo es la mitad de su precedente, observamos que la longitud de [a„,b„], es 
(b-a)/2’\ 

Designemos con A el conjunto de los extremos izquierdos a, fli, a 2 . asi 

obtenidos, y sea a el extremo superior de A. Tal punto a esta situado en [a,b]. 
Por la continuidad de / en a, existe un intervalo de la forma (a — d, a -f 6) en 
el que 

(3.25) I fix) -/(«) I < 1 . 

Si a = a este intervalo tiene la forma \a, a -f d), y si a = b tiene la forma 
(b — d, b]. La desigualdad (3.25) implica 

l/WI < 1 + |/(«)| , 

de modo que / es acotada por 1 + |/(a)j en ese intervalo. Sin embargo, el inter¬ 
valo [ a„, b,„] esta contenido en (a — d, a 4- 5) cuando n es lo bastante grande 
para que ( b — a)/2 n < <5. Por consiguiente f tambien es acotada en [a„, b„], en 
contradiccion con el hecho de que / esta acotada en [«„, &„]. Esta contradiccion 
completa la demostracion. 

Si / es acotada en \a,b], el conjunto de todos los valores f(x ) esta acotado 
superior e inferiormente. Por consiguiente, este conjunto tiene un extremo superior 
y un extremo inferior que designamos por sup / y por inf /, respectivamente. Esto 
es, escribimos 

sup/ = sup {/(x) | a < x < b}, inf/ = inf {/(x) | a < x < b}. 

Para cualquier funcion acotada tenemos inf / < /(x) < sup / para todo x en 
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la, &]. A continuation demostramos que una funcion continua alcanza los va¬ 
lores inf / y sup f en algun punto de la, b]. 

TEOREMA 3.12. TEOREMA DEL MAXIMO (Ml'NlMO) PARA FUNCIONES CONTI- 
Nuas. Si f es continua en un intervalo cerrado la, b], existen puntos c y d en 
la, b~\ tales que 

fie) = sup/ y f{d) = inf/. 

Demostracion. Basta probar que / alcanza su extremo superior en la, 6]. 
Para el extremo inferior basta tener en cuenta que el extremo inferior de / es 
el extremo superior de — f. 

Sea M = sup /. Supondremos que no existe un x en [a, b ] para el que 
fix) = M y se llegara a una contradiccion. Sea gix) = M — fix). Para todo x en 
la, b ] sera entonces gix) > 0 con lo que la funcion reciproca 1 /g es continua 
en [a, 6], pongamos l/g(x) < C para todo x en la, b], siendo C > 0. Esto 
implica que M — f(x) > 1/C, con lo que fix) < M — 1/C para todo x de la, b]. 
Esto esta en contradiccion con el hecho de que M es la menor cota superior de 
/ en la, b ]. Por consiguiente, fix) = M para un x por lo menos en la, 6]. 

Nota: Este teorema demuestra que si / es continua en [a, b], el sup / es su maxi- 
mo absolute, y el inf / es su mtnimo absoluto. Luego, en virtud del teorema del valor 
intermedio, el recorrido de / es el intervalo cerrado [inf/, sup/]. 


3.17 Teorema de la continuidad uniforme 

Sea / una funcion de valores reales y continua en un intervalo cerrado [a, fc] 
y sean 1W(/) y m(/) los valores maximo y minimo respectivamente de / en [a, b ]. 
A la diferencia 

Mif ) - mif) 

la llamaremos oscilacion de / en el intervalo [a, 6]. Se podria utilizar la palabra 
extensidn, en lugar de oscilacion, ya que esta palabra tiene el inconveniente de 
sugerir funciones ondulantes. En textos antiguos se emplea saltus, equivalente la¬ 
tino de brinco o salto; pero nosotros conservaremos el nombre de oscilacion, por 
ser su uso muy generalizado. Observemos que la oscilacion de / en cualquier 
subintervalo de [a, 6] no puede superar la de / en [c, ft], 

Demostraremos seguidamente que el intervalo [a, fr] puede subdividirse de 
modo que la oscilacion de / en cada subintervalo sea tan pequena como se se 
quiera. Esta propiedad, en forma precisa, es la que da el siguiente teorema, que 
equivale al que ordinariamente se denomina teorema de la continuidad uniforme. 

Teorema 3.13. Sea f continua en un intervalo cerrado la, b]. Para todo 
e > 0 existe una particion de [a, 6], en un numero finito de subintervalos, tal 
que la oscilacion de f en todo subintervalo es menor que e. 
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Demostracion. Razonaremos por contradiction, utilizando el metodo de bi- 
particiones sucesivas. Supongamos que el teorema es falso. Esto es, que para un 
cierto e, por ejemplo para e = e 0 , el intervalo [a, b] no puede ser subdividido 
en un numero finito de subintervalos en cada uno de los cuales la oscilacion de 
/ sea menor que e n . Sea c el punto medio de [a, 6], Entonces para ese e 0 el teore¬ 
ma es falso en uno por lo menos de los dos subintervalos [a, c] o [c, b], (Si el 
teorema fuese cierto en ambos subintervalos, tambien lo serfa en el intervalo 
completo [a, 6].) Sea [ai,b,] aquella mitad de [a, b] en la que el teorema es 
falso para e 0 . Si es falso en ambas mitades, sea [a,,bi] la mitad izquierda 
[a, c]. Reiteramos el proceso de biparticion, designando por \a„+,,b„ + 1 ] aquella 
mitad de [a„, b„] en la que el teorema es falso para e 0 , teniendo en cuenta que 
elegimos la mitad izquierda si el teorema es falso en ambas mitades de [a„,b„]. 
Notese que la oscilacion de / en cada subintervalo de [a„, b n ] asf construido es 
por lo menos e 0 . 

Llamemos A al conjunto de extremos izquierdos a , a lt a 2 , . . . , construidos 
como se indico, y sea a la minima cota superior de A. Este punto a esta situado 
en [a, b], Por la continuidad de / en a, existe un intervalo (a — <5, a -f 3) en 
el que la oscilacion de / es menor que t 0 -(Si a = a, ese intervalo es [a, a + 3), y 
si a = b , es (b — 6, b].) Sin embargo, el intervalo [a„, b„] esta dentro de 
(a — b, a -f 6) cuando n es lo bastante grande para que ( b — a)/ 2" < 3, con lo 
que la oscilacion de / en [ a „, b„] es tambien menor que e 0 , lo que esta en contra¬ 
diction con el hecho de que la oscilacion de / es por lo menos e 0 en [a n , b n \. Esta 
contradiction completa la demostracion del teorema 3.13. 


3.18 Teorema de integrabilidad para funciones continuas 

El teorema de la continuidad uniforme puede utilizarse para demostrar que 
una funcion continua en [a, b] es integrable en [c, b]. 

TEOREMA 3.14. INTEGRABILIDAD DE FUNCIONES CONTINUAS. Si Utia jundotl 
} es continua en todos los puntos de un intervalo cerrado [a, b], es integrable en 
[ti b], 

Demostracion. El teorema 3.11 demuestra que / es acotada en [a, b], 
con lo que / tiene una integral superior, 1(f), y una integral inferior 1(f). Demos- 
raremos que 1(f) = /(/). 

Elijamos un entero N > 1 y sea « = UN. En virtud del teorema de la con¬ 
tinuidad uniforme, elegido este e existe una partition P = {x 0 , x,, .. . , x„} de 
[a, b] en n subintervalos tales que la oscilacion de / en cualquier subintervalo es 
menor que €. Designemos por M k (f) y m k (f ), respectivamente, el maximo y el 
mi'nimo absolutos de / en el fc-esimo subintervalo [xt-i, **]. Tenemos entonces 

M k(f) ~ m k (f) < e 
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para cada k = 1, 2, ..., n. Sean s„ y t„ dos funciones escalonadas definidas en 
[a, b ] como sigue: 

j„(x) = m k (f) si x k _ x < x < x k , s n (a ) = mff), 

t n (x) = A/*(/) si x k _ k < x < x k , t n (b ) = M n (f). 

Tenemos entonces s n (x) <f(x) < t n (x) para todo x de [a, b]. Tenemos tambien 

f b n Cb n 

Sn=1 m k (f)(x k - x*_j) y j f„=I M n (f)(x k - x*^). 

J *=i 

La diferencia de esas dos integrates es 

Cb Cb n 71 

I “ J„ s * = 2t M k (f) - m k (f)](x k - x k _!> < €^(x k - x^j) = e(b - a). 

fc=l *■= 1 

Puesto que « = 1/N, esta desigualdad puede escribirse en la forma 


(3.26) 



Por otra parte, las integrates superior e inferior de / satisfacen las desigualdades 

P *• < 1(f) < f tn e P < /(/) < P t n . 

Multiplicando el primer conjunto de desigualdades por ( —1) y sumando el resul- 
tado al segundo conjunto obtenemos 

J! 

Haciendo uso de (3.26) y la relacion /(/)) < 1(f), tenemos 

0 < 1(f) - 1(f) < 

N 

para todo entero N > 1. Por consiguiente, segun el teorema 1.31, debe ser 
Kf) = Kf)- Esto demuestra que / es integrable en [a, b). 
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3.19 Teoremas del valor medio para funciones continuas 

En la Seccion 2.16 se definio el valor promedio A(f) de una funcion / sobre 
un intervalo [a, b] como el cociente f(x) dx/( b — a). Cuando / es continua, 
podemos demostrar que este valor promedio es igual al valor de f en un cierto 
punto de [a, b], 

TEOREMA 3.15. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES. Si f es 
continua en \_a,b], para un cierto c de [a, b] tenemos 

T/C-v) dx = f{c)(b - a). 

* a 


Demostracion. Representamos por m y M, respectivamente, los valores 
maximo y mi'nimo de / en [a, b ]. Entonees m < f(x) < M para todo x de [a, b ]. 
Integrando esas desigualdades y dividiendo por b — a, encontramos que 
m < A(f) < M, siendo A(f) = $° n f{x) dx/(b — a). Pero ahora el teorema del valor 
intermedio nos dice que A(f) — f(c) para un cierto c de [a, b]. Esto completa la 
demostracion. 

Para valores medios ponderados hay un resultado analogo. 

TEOREMA 3.16. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PONDERADO PARA INTEGRALES. 
Supongamos que f y g son continuas en [a, b~\. Si g no cambia nunca de signo 
en [a, b] entonees, para un cierto c de [a, b], tenemos 

(3.27) \ b f(x)g(x) dx =f(c) f" g(x) dx . 

Demostracion. No cambiando nunca de signo en [a, b], g es siempre no 
negativa o siempre no positiva en [a, b]. Supongamos que g es no negativa en 
[a, b]. Entonees podemos razonar como en la demostracion del teorema 3.15, 
excepto que integramos las desigualdades mg(x) < f(x)g{x) < Mg(x) obteniendo 

(3.28) m ) V(.v) dx < j "f(x)g(x) dx < M fV x ) dx - 

Si ,f® g(x) dx = 0, esa desigualdad demuestra que $“j(x)g(x)dx — 0. En este caso, 
la ecuacion (3.27) se satisface para cualquier c ya que ambos miembros son cero. 
De otro modo, la integral de g es positiva, y podemos dividir por esta integral 
en (3.28) y aplicar como antes el teorema del valor intermedio para completar la 
demostracion. Si g es no positiva, aplicamos el mismo razonamiento —g. 
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El teorema del valor medio ponderado nos lleva algunas veces a estimaciones 
utiles para la integral de un producto de dos funciones y especialmente si la inte¬ 
gral de uno de los factores es facil de calcular. En los proximos Ejercicios se 
dan ejemplos. 


3.20 Ejercicios 

1. Con el teorema 3.16 establecer las desigualdades siguientes: 


1 r ** 1 

-— < — dx < — . 

10V2 Jo Vl+x 10 


2. Teniendo en cuenta que a/ 1 — x 2 = (1 — jc 2 )/V 1 — x 2 y por medio del teorema 3.16 
obtener las desigualdades 


11 fi/2 - 

— < V1 — x 2 dx 

24 Jo 



3. Utilizar la identidad 1 + * 6 7 8 = (1 + -r 2 )(i — x 2 + x 4 ) y el teorema 3.16 para demos- 
trar que para a > 0, tenemos 


1 + 


/ a 3 a 5 \ f“ 

7 -7 + T M 


dx a 3 a 3 

- —.—- ^ a — — 4- — . 

1 + x 2 3 5 


Tomese a = 1/10 y calcular el valor de la integral con seis cifras decimales. 

4. Una de las siguientes afirmaciones es incorrecta. Explicar por que es falsa. 

a) La integral (sen 1)11 dt > 0 debido a que (sent)// dt > |sen/|// <//. 

b) La integral 1 j'a/ (sen t)!tdt =0 porque, segun el teorema 3.16, para un cierto c 
comprendido entre 2ir y Air tenemos 



sen / 1 

- dt = - 

/ c 



sen / dt 


cos (2? t) — cos (4 n) 
c 


= 0 . 


5. Si n es un entero positivo, utilizar el teorema 3.16 para demostrar que 


f V(n+l)r ( — 1)" _ _ 

j sen (/ a ) dt =-, donde V mr < c < \' (n + 1 )tt . 

•'Vnn c 

6. Supongase que / es continua en [a, 6], Si f(x) dx = 0, demostrar que /(c) = 0 por 
lo menos para un c de [a, b]. 

7. Supdngase que / es integrable y no negativa en [a, 6], Si J * f(x) dx = 0, demostrar que 
f(x) = 0 en cada punto de continuidad de /. [ Indication: Si f(c) > 0 en un punto de 
continuidad c, existe un entorno de c en el cual f(x) > \ /(c).] 

8. Supongase que / es continua en [a, 6] y que Jjj )(x)g(x) dx = 0, para toda funcion g 
que sea continua en [a, 6], Demostrar que f(x) = 0 para todo x en [a, 6], 
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CALCULO DIFERENCIAL 


4.1 Introduccion historica 

Newton y Leibniz, independientemente uno del otro, fueron en gran parte 
los responsables del desarrollo de las ideas basicas del Calculo integral hasta 
llegar a conseguir que problemas, en su tiempo irresolubles, pudieran serlo por 
los nuevos metodos y de forma casi rutinaria. Su mayor logro fue esencialmente 
el hecho de poder fundir en uno el Calculo integral y la segunda rama impor- 
tante del Calculo: el Calculo diferencial. 

La idea central del Calculo diferencial es la nocion de derivada. Igual que 
la integral, la derivada fue originada por un problema de Geometrfa: el pro- 
blema de hallar la tangente en un punto a una curva. Sin embargo, a diferencia 
de la integral, la derivada aparece muy tarde en la historia de la Matematica. 
Este concepto no se formulo hasta el siglo xvn, cuando el matematico frances 
Pierre de Fermat, trato de determinar los maximos y mfnimos de ciertas funciones. 

La idea de Fermat, basicamente muy simple, puede comprenderse con auxilio 
de la figura 4.1. Se supone que en cada uno de sus puntos, esta curva tiene una 
direccion definida que puede venir dada por la tangente. Cada una de estas tan- 
gentes se ha indicado en la figura por una recta de trazos. Fermat observo que 
en aquellos puntos en que la curva tiene un maximo o un mi'nimo como los de la 
figura, de abscisas x„ y x lt la tangente ha de ser horizontal. Por tanto, el problema 
de localizar estos valores extremos se reduce al de la localization de las tangentes 
horizontales. 

Esto conduce a la cuestion mas general de la determination de la direccion 
de la tangente en un punto arbitrario de la curva. El intento de resolver este 
problema fue lo que condujo a Fermat a descubrir algunas de las ideas rudimen- 
tarias referentes a la nocion de derivada. 

A primera vista parece que no habra conexion entre el problema de hallar 
el area de una region limitada por una curva y el de hallar la tangente en un 
punto de una curva. El primero que descubrio que estas dos ideas, en apariencia 
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Figura 4.1 La curva tiene tangentes horizontales en los puntos x 0 y x,. 

sin conexion, estaban mtimamente ligadas, fue el maestro de Newton, Isaac 
Barrow (1630-1677). Sin embargo, Newton y Leibniz fueron los primeros que 
comprendieron la verdadera importancia de esta relacion y la explotaron en forma 
tal que inauguraron una etapa sin precedente en el desarrollo de la Matematica. 

Aunque la derivada se introdujo inicialmente para el estudio del problema 
de la tangente, pronto se vio que proporcionaba tambien un instrumento para 
el calculo de velocidades y, en general para el estudio de la variation de una 
funcion. En el apartado siguiente se considerara un problema particular que se 
refiere al calculo de una velocidad. La solucion de este problema contiene todas 
las caracteristicas esenciales del concepto de derivada, y su analisis conduce a la 
definicion general que se da en el apartado 4.3. 


4.2 Un problema relativo a velocidad 

Sea un proyectil lanzado verticalmente desde el suelo a una velocidad de 
45 m por segundo. Prescindiendo del rozamiento, se supone que solamente actua 
la gravedad, por lo que el proyectil se mueve en lfnea recta. Sea fit) la altura en 
metros que alcanza el proyectil t segundos despues del lanzamiento. Si la fuerza 
de la gravedad no actuara en el, el proyectil continuaria subiendo a velocidad cons- 
tante, recorriendo una distancia de 45 m cada segundo, y en el tiempo t se tendrfa 
fit) = 45 1. Pero a causa de la gravedad, el proyectil va retardandose hasta que su 
velocidad llega a valer cero, y a partir de este momento cae al suelo. Experiencias 
fisicas indican que mientras el proyectil esta en movimiento su altura fit) viene 
dada aproximadamente por la formula 

(4.1) fit) = 45 1 - 5 t 2 . 
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El termino —5 t 2 es debido a la influencia de la gravedad. Observese que f(t) = 0 
cuando t — 0 y t = 9; o sea, que el proyectil regresa a la tierra despues de 9 se- 
gundos, por lo que la formula 4.1 solo es valida para 0 < t < 9. 

El problema a considerar es el siguiente: Determinar la velocidad del pro¬ 
yectil en cada instante de su movimiento. Para poder comprender este problema, 
hay que precisar lo que se entiende por velocidad en cada instante. Para ello, 
se introduce la nocion de velocidad media durante un intervalo de tiempo, es 
decir, desde el instante t al t + h, definiendola como el cociente: 

diferencia de distancias en el intervalo de tiempo _ )(t + h) — f(t) 
intervalo de tiempo h 

Este cociente, llamado cociente incremental, es un numero que se puede calcular 
siempre que t y t + h pertenezcan ambos al intervalo [0, 9]. El numero h puede 
ser positivo o negativo, pero no cero. Se dejara fijo t y se estudiara lo que le 
ocurre al cociente incremental, cuando se dan a h valores cada vez menores 
en valor absoluto. 

Por ejemplo, considerese el instante t = 2. La distancia recorrida despues 
de 2 segundos es: 


/(2) =90 - 20 = 70. 

En el tiempo t = 2 + h la distancia recorrida es: 

f(2 + h) = 45(2 + h) - 5(2 + ft) 2 = 70 + 25 h - 5ft 2 . 


Por tanto, la velocidad media en el intervalo entre i = 2yl = 2 + ftes 


/(2 + h) - /(2) = 25 h - 5h 2 = 25 _ 5h 
h h 

Tomando valores de h cada vez mas pequenos en valor absoluto, esta velocidad 
media, se acerca mas y mas a 25. Por ejemplo, si ft = 0,1 la velocidad media 
es 24,5; si ft = 0,001, es 24,995; si ft = 0,00001, se obtiene el valor 24,99995, y 
cuando ft = — 0,00001 se obtiene 25,00005. Lo importante es que se puede obte- 
ner la velocidad media tan proxima a 25 como se desee, sin mas que tomar |ft| 
suficientemente pequeno. Se describe este hecho diciendo que la velocidad me¬ 
dia tiende al limite 25 cuando ft tiende a cero. Parece natural llamar al valor de 
este limite la velocidad instantdnea en el instante 1 = 2. 
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Los mismos calculos se pueden efectuar para cualquier otro instante. La 
velocidad media en un intervalo arbitrario entre t y t + h esta dado por el co- 
ciente: 

fit + h) - fjt) = [45(t + h )- 5Q + hf ] - [45/ - 5t 2 1 = + 45 _ 10 , _ 5h 
h h 

Cuando h tiende a cero, la expresion de la derecha tiende al limite 45 — 101 
que define la velocidad instantanea en el instante t. Designando la velocidad ins- 
tantanea por v(t) se tiene 

(4.2) v(t) = 45 - 101. 

La formula (4.1) del espacio f(t), define una funcion / que indica la altura 
a que se encuentra el proyectil en cada instante de su movlmiento; / se deno- 
mina funcion posicion o ley de espacios. Su dominio es el intervalo cerrado [0, 9] 



(a) 



m 
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■\ 
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l\ 9 

-15- 

■ \ 
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-45- 
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(b) 


Figura 4.2 (a) Grafica de la funcion de posicion fit) = 45 t—5t 2 . 

(b) Grafica de la funcion velocidad v(t) =45 — 10 1. 
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y su grafica es la de la figura 4.2(a). [La escala sobre el eje vertical en ambas 
figuras 4.2(a) y (b) ha sido modificada]. La formula (4.2) de la velocidad vit) 
define una nueva funcion v que indica la rapidez con que se mueve el proyectil 
en cada instante de su movimiento, se denomina funcion velocidad y su grafica 
es la de la figura 4.2(b). A1 crecer t de 0 a 9, v(t) decrece constantemente de 
r(0) = 45 a e(9) = — 45. Para hallar el instante t en el cual v{t) — 0 se re- 
suelve la ecuacion 45 = lOf obteniendose t = 9/2. Por tanto, en el punto cen¬ 
tral del movimiento la influencia de la gravedad reduce la velocidad a cero y 
el proyectil queda instantaneamente fijo. La altura en este instante es /(9/2) = 
= 101,25. Si t > 9/2, la velocidad es negativa y la altura decrece. 

El proceso por el cual se obtiene vit) a partir del cociente incremental se 
denomina «hallar el lfmite cuando h tiende a cero», y se expresa simbolicamente 
como sigue: 


(4.3) 


v(t) - Iim 
h-n 


f{t + h) ~f(t) 
h 


Esta expresion usada para definir la velocidad, en el ejemplo anterior, tiene 
un sentido mas amplio y permite definir la velocidad en movimientos a lo largo 
de una lfnea recta, cuando se conozca la funcion de position /, y siempre que 
el cociente incremental tienda a un lfmite cuando h tiende a cero. 


4.3 Derivada de una funcion 

El ejemplo expuesto en la Seccion anterior senala el camino para intro¬ 
duce el concepto de derivada. Sea / una funcion definida por lo menos, en un 
intervalo abierto (a, b) del eje x. Se elige un punto x en este intervalo y se forma 
el cociente de diferencias 


fix + h) - fix) 
h 

donde el numero h puede ser positivo o negativo (pero no cero), y tal que x + h 
pertenezca tambien a (a, b). El numerador de este cociente mide la variacion 
de la funcion cuando x varfa de x a x + h. El cociente representa la variacion 
media de / en el intervalo que une x a x + h. 

Seguidamente se hace tender h a cero y se estudia lo que le ocurre a ese co¬ 
ciente. Si tiende hacia un cierto valor como lfmite (y sera el mismo, tanto si h 
tiende a cero con valores positivos como negativos), entonces ese lfmite se deno¬ 
mina derivada de / en x y se indica por el sfmbolo fix) (se lee «/ prima de x»). 
Con lo que la definicion formal de fix) puede establecerse del siguiente modo: 
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definici6n de derivada. La derivada fix) esta dejinida por la igualdad 

(4.4) f( x ) = lim ^* + ^ ~/( x ) 5 

h -*0 ft 

con tal que el Umite exista. El numero fix) tambien se denomina coejiciente de 
variacion de f en x. 

Comparando (4.4) con (4.3) se ve que el concepto de velocidad instantanea 
es simplemente un ejemplo del concepto de derivada. La velocidad v(/) es igual 
a la derivada fit) cuando / es la ley de espacios; lo que frecuentemente se 
expresa diciendo, que la velocidad es la relation entre la variacion del espacio 
y la del tiempo. En el ejemplo desarrollado en la Section 4.2 la ley de espacios esta 
dada por la ecuacion 


fit) = 45 1 - 5 1 2 

y su derivada f es una nueva funcion (velocidad) dada por 

fit) = 45 - 10/. 

En general, el proceso de paso al limite por el que se obtiene fix) a partir 
de fix), abre un camino para obtener una nueva funcion f a partir de una 
funcion dada /. Este proceso se denomina derivacion, y f es la primera derivada 
de /. Si f a su vez esta definida en un intervalo abierto se puede tambien calcular 
su primera derivada, indicada por f" y que es la segunda derivada de /. Analoga- 
mente, la derivada n-sima de /, que se indica por / <n) , se define como la derivada 
primera de / (m-1) . Convendremos en que f 0) = /, esto es, la derivada de orden 
cero es la misma funcion. 

En el caso del movimiento rectilineo, la primera derivada de la velocidad 
(segunda derivada del espacio) se denomina aceleracidn. Por ejemplo, para calcular 
la aceleracion en el ejemplo de la Seccion 4.2 se puede utilizar la ecuacion (4.2) 
para formar el cociente de diferencias 

vit + h) - vit) _ [45 - 10(/ + ft)] - [45 - 10/] - 10ft 

ft h ft - 1U- 

Como este cociente no varia al tender ft a 0, se puede considerar que tiende a 
—10 (puesto que es —10 cuando ft esta proximo a 0). Se concluye pues, que 
la aceleracidn en este problema es constante e igual a —10, lo que indica que 
li velocidad decrece a una razon de 10 metros por segundo cada segundo. En 
9 segundos el decrecimiento total de la velocidad es 9 • 10 = 90 m por segun- 
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do, que esta de acuerdo con el hecho que durante los 9 segundos de movimiento la 
velocidad cambia de u(0) = 45 a p(9) = —45. 


4.4 Ejemplos de derivadas 

ejemplo 1. Derivada de una funcion constante. Supongamos que / es una 
funcion constante, sea por ejemplo fix) = c para todo x. El cociente de diferen- 
cias es 


f(x + h) - f(x ) _ c - c _ 0 
h h 

Puesto que el cociente es 0 para todo x ^ 0, su lfmite, fix), es tambien 0 para 
todo x. Dicho de otro modo, una funcion constante tiene derivada nula para 
todo x. 


ejemplo 2. Derivada de una funcion lineal. Sea / una funcion lineal, por 
ejemplo fix) = mx + b para todo real x. Si h ¥= 0, tenemos 

fjx + h) —fjx) _ mix + h) + b — (mx + b) _ mh _ m 
h h h 

Como que el cociente de diferencias no cambia cuando h tiende a 0, resulta que 

f'(x) = m para cada x. 

Asi que, la derivada de una funcion lineal es una funcion constante. 

ejemplo 3. Derivada de una funcion potencial de exponente entero positivo. 
Consideremos el caso f(x) — x n , siendo n un entero positivo. El cociente de dife¬ 
rencias es ahora 

fix + h) — fjx) _ (x + h) n - x n 
h h 

Para estudiar este cociente al tender h a cero, podemos proceder de dos maneras, 
o por la descomposicion factorial del numerador considerado como diferencia de 
dos potencias n-simas o aplicando el teorema del binomio para el desarrollo de 
(x + h) n . Seguiremos el primer metodo y dejaremos el segundo como Ejercicio 
para el lector. (Ver Ejercicio 39 de la Seccion 4.6) 
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En algebra elemental se tiene la identidad * 

n —1 

a n - b n = (a - b)2a k b n -' L k . 

k=0 

Si se toma a=x+hyb=xy dividimos ambos miembros por h, esa identidad 
se transforma en 

(x + h) n - x n 
h 

k=0 


V (X + h) k x” 


En la suma hay n terminos. Cuando h tiende a 0, (x + h) k tiende a x k , el &-esimo 
termino tiende a x k x n ~ 1 ~ k = x n_1 , y por tanto la suma de los n terminos tiende a 
nx De esto resulta que 


J \x) = nx n 1 para todo x. 

ejemplo 4. Derivada de la funcion seno. Sea s(x) — sen x. El cociente de 
diferencias es 

■s(x + h) — s(x) _ sen(x + h) — sen x 
h ~ h 

Para transformarlo de modo que haga posible calcular el lfmite cuando h 0, 
utilizamos la identidad trigonometrica 


. v — x y + x 

sen y — sen x = 2 sen --cos - 

2 2 


poniendo y = x + h. Esto conduce a la formula 


sen (x + h) — sen x _ sen(h/2) 
h ~ h/2 


cos 


( x+ i)' 


* Esta identidad es una consecuencia inmediata de la propiedad telescdpica de las sumas 
finitas. En efecto, si se multiplica cada termino de -la suma por (a — b) se encuentra: 


n— 1 

(a — b) ^ Qk b' 


o 


«—l 

= 2 (a k + i b n ~ lk + 1) — a k b n ' k ) = a n - b n . 
0 


i-l-it 
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Cuando h 0, el factor cos (x +J h) cos x por la continuidad del coseno. Asi- 
mismo, la formula 

senx 

lim-= 1 , 

X-0 x 

establecida en la Seccion 3.4, demuestra que 


sen(/i/2) 


1 para todo h-*■ 0 . 


Por lo tanto el cociente de diferencias tiene como lfmite cos x cuando h -> 0. Dicho 
de otro modo, s'(x) = cos x para todo x; la derivada de la funcion seno es la fun- 
cion coseno. 

ejemplo 5. Derivada de la funcion coseno. Sea c(x) = cos x. Demostrare- 
mos que c'(x) = — Isen x; esto es, la derivada de la funcion coseno es menos la 
funcion seno. Partamos de la identidad 

cos y — cos x — —2 sen--- sen ^ ^ x 

2 2 

y pongamos y = x + h. Esto nos conduce a la formula 


cos (x + h ) — cos x sen (A/2) 


sen x + 


La continuidad del seno demuestra que sen (x + J h) sen x cuando h -» 0; a par- 
tir de (4.5) obtenemos c'(x) = — sen x. 

ejemplo 6. Derivada de la funcion raiz n-sima. Si n es un entero positivo, 
sea f(x) = x 1/n para x > 0. El cociente de diferencias para / es 

/(x + h) — /(x) _ (x + h) lln — x 1,n 
h ~ h 

Pongamos u = (x + h) 1/n y v = x 1/n . Tenemos entonces u n = x + h y v n = x, 
con lo que h = u n — v n , y el cociente de diferencias toma la forma 


fix + h) — f{x) u — v 


u n — v n u n 1 + u n 2 v + • ■ ■ + uy” -2 + v 


i n—2 i n—1 
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La continuidad de la funcion rafz n-sima prueba que u v cuando h -» 0. Por 
consiguiente cada termino del denominador del miembro de la derecha tiene 11- 
mite v n ~ x cuando h -» 0. En total hay n terminos, con lo que el cociente de dife- 
rencias tiene como h'mite v 1 ~ n /n. Puesto que v = x 1/n , esto demuestra que 

fix) = - x 11 ”- 1 . 
n 

ejemplo 7. Continuidad de las funciones que admiten derivada. Si una 
funcion / tiene derivada en un punto x, es tambien continua en x. Para demostrar- 
lo, empleamos la identidad 

f(x + h) = fix) + h ^(* + ^~ /(x) ) 

que es valida para h¥^ 0. Si hacemos que h -> 0, el cociente de diferencias del 
segundo miembro tiende a fix) y, puesto que este cociente esta multiplicado por 
un factor que tiende hacia 0, el segundo termino del segundo miembro tiende a 
0 • fix) — 0. Esto demuestra que fix + h) fix) cuando h 0, y por tanto que / 
es continua en x. 

Este ejemplo proporciona un nuevo procedimiento para probar la continuidad 
de las funciones. Cada vez que establecemos la existencia de una derivada fix), 
establecemos tambien, al mismo tiempo, la continuidad de / en x. Deberia obser- 
varse, no obstante, que el reci'proco no es cierto. La continuidad en x no implica 
necesariamente la existencia de la derivada fix). Por ejemplo, cuando fix) — \x\, 
el punto x = 0 es de continuidad de / [puesto que fix) -> 0 cuando x 0] pero 
no existe derivada en 0. (Vease la figura 4.3.) El cociente de diferencias 
[/(0 + h) — fi 0)]A es igual a \h\fh. Este vale +1 si/t>0y —1 si h < 0, 
y por consiguiente no tiene limite cuando h -* 0. 


y 



Figura 4.3 La funcidn es continua en 0 pero f'( 0) no existe 
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4.5 Algebra de las derivadas 

Lo mismo que los teoremas relativos a los limites de la Seccidn 3.4 nos en- 
senan a calcular el limite de la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun- 
ciones, el teorema siguiente nos proporciona un conjunto de reglas para el calculo 
de derivadas. 

teorema 4.1. Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo comun. 
En cada punto en que f y g tienen derivadas, tambien las tienen la suma f + g, 
la diferencia f — g, el producto f • g y el cociente f/g. (Para f/g hay que ahadir 
tambien que g ha de ser distinta de cero en el punto considerado). Las derivadas 
de estas funciones estan dadas por las siguientes formula's: 

(i) (/ + gY =f'+g ' > 

GO ( f-gY=f'-g 

(iii) (/•£)' =/•£' + g-f , 

(iv) (-) = en puntos x donde g(x)=A 0. 

V g 

Antes de demostrar estos teoremas, es interesante dar algunas de sus con- 
secuencias. Un caso particular de (iii) se tiene cuando una de las dos funciones 
es constante, por ejemplo, g(x) = c para todo valor de x. En este caso, (iii) se 
transforma en: (c ‘ fY = c f; es decir, la derivada del producto de una fun- 
cion por una constante es el producto de la derivada de la funcion por la cons¬ 
tante. Combinando esta propiedad con la de la derivada de una suma [propie- 
dad (i)] se tiene, que para cada par de constantes Cx y c 2 , es: 

(A/+ c zgY = c x f + c,g'. 

Esta propiedad se denomina propiedad lineal de la derivada, y es analoga a la 
propiedad lineal de la integral. 

Aplicando el metodo de induccion se puede extender la propiedad lineal a 
un numero cualquiera finito de sumandos: 

( n V n 

ici-fi) = 2 c i-/i, 

i= 1 / i=l 

donde c,, c 2 , c 3 , ..., c„ son constantes y f lt f 2 , ■ ■ ■, fn son funciones cuyas deri¬ 
vadas son //, //, .. ., f n '. 
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Cada formula referente a derivadas se puede escribir de dos maneras, o 
como una igualdad entre dos funciones, o como una igualdad entre numeros. 
Las propiedades del teorema 4.1 tal como se han escrito antes, son igualdades 
que contienen funciones. Por ejemplo, la propiedad (i) indica que la derivada 
de la funcion / + g es la suma de dos funciones /' y g'. Cuando se consideran 
los valores de estas funciones en un punto x, se obtienen formulas entre nume¬ 
ros; asf la formula (i) implica 

(/ + g)'(x) = f(x) + g'(x). 

Vamos ahora a demostrar el teorema 4.1. 

Demostracion de (i). Sea x un punto en el que existen ambas derivadas 
fix) y g'(x). El cociente de diferencias para / + g es 

[fix + h) + g(x + h)] - [/(.v) + g(.v)] _ f(x + h) - f(x) g(x + h) - g(x) 
h h h 

Cuando h -> 0, el primer cociente del segundo miembro tiende a fix) y el segundo 
a g'(x) y P or tanto la suma tiende a fix) + g'(x). La demostracion de (ii) es 
analoga. 

Demostracion de (iii). El cociente de diferencias para el producto / ■ g es: 

„ f(x + h)g(x + h) - /(x)g(x) 

(4.6) -:-• 

h 

Para estudiar este cociente cuando h -* 0 se suma y resta al numerador un 
termino conveniente para que se pueda escribir (4.6) como la suma de dos termi- 
nos en los que aparezcan los cocientes de diferencias de / y g. Sumando y res- 
tando g(x) f(x + h), (4.6) se convierte en 

f(x + h)g(x + h) -/(x)g(x) = ^ f(x + h) - f(x) + ^ g(x + h) - g(x) 

h h h 

Cuando h -> 0 el primer termino del segundo miembro tiende a g(x)/'(x), y 
puesto que fix + h) fix), el segundo termino tiende a /(x)g'(x), lo que demues- 
tra (iii). 

Demostracion de (iv). Un caso particular de (iv) se tiene cuando fix) = 1 
para todo x. En este caso fix) = 0 y (iv) se reduce a la formula 



(4.7) 
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suponiendo que g(x) ¥= 0. A partir de este caso particular, se puede deducir la for¬ 
mula general (iv) escribiendo f/g como producto y aplicando (iii), con lo cual se 
tiene: , . , . . 

\ s \e/ e e 2 g 2 


Por tanto, queda solamente por probar (4.7). El cociente de diferencias de 1/g es: 


4 8 [l/g(x + h)] - [l/g(x)] _ _ g(x + h) - g(x) _ _1_ 1 

h h g(x) g(x + h ) 

Cuando h -> 0, el primer cociente de la derecha tiende a g'(x) y el tercer factor 
tiende a l/g(x). Se requiere la continuidad de g en x ya que se hace uso del hecho 
que g(x + h) g(x) cuando h 0. Por tanto, el cociente en (4.8) tiende a 
— g'(x)/g(x) 2 , lo que demuestra (4.7). 


Nota: Para poder escribir (4.8) es necesario suponer que g(x + h) 0 para todo h 
suficientemente pequeno. Esto es consecuencia del teorema 3.7. 


El empleo del teorema 4.1 teniendo en cuenta los ejemplos expuestos en la 
Seccion 4.4, nos permite deducir nuevos ejemplos de derivacion. 

ejemplo 1. Polinomios. En el ejemplo 3 de la Seccion 4.4 se vio que si 
f(x) = x n , donde n es un entero positivo, entonces f'(x) = nx 11 " 1 . Puede ser inte- 
resante para el lector encontrar de nuevo este resultado a partir del caso particular 
n = 1, aplicando el metodo de induccion juntamente con la formula de derivacion 
de un producto. 

Combinando este resultado con la propiedad lineal, se puede derivar cual- 
quier polinomio sumando las derivadas de cada uno de los terminos; es decir, si 

/(*) = 1 c k x k , 

k~-0 


derivando termino a termino se tiene 

/'(x) = 2 . 

k =0 

Observese que la derivada de un polinomio de grado n es un polinomio de grado 
n— 1. Por ejemplo, si /(x) = 2x 3 + 5x 2 —7x + 8, entonces /'(x) = 6x 2 + lOx — 7. 

ejemplo 2. Funciones racionales. Si r es el cociente de dos polinomios, es 
decir, r(x) = p(x)/q(x), la derivada /(x) se puede calcular por medio de la formu- 
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la del cociente (iv) del teorema 4.1. La derivada existe para todo x en el que 
q(x) ¥= 0. Observese que la funcion r' a si definida es a su vez una funcion racio- 
nal. En particular, si r(x) = \/x m donde m es un entero positivo y x # 0 se tiene: 

x x m • 0 — mx"* 1 -m 


Escribiendo este resultado en la forma: r\x) = — mr'”" 1 se obtiene una exten¬ 
sion a exponentes negativos de la formula dada para la derivacion de potencias 
n-simas para n positivo. 

ejemplo 3. Potencias de exponente fraccionario. Sea f(x) = x r para x > 0, 
siendo r un numero racional. Ya hemos demostrado la formula de derivacion 

(4.9) f'(x) = rx Tl 

para r = 1 /n, siendo n un entero positivo. Vamos ahora a extenderla a todas las 
potencias de exponente racional. La formula para la derivacion de un producto 
demuestra que la igualdad (4.9) tambien es valida para r = 2/n y, por induccion, 
para r — m/n, siendo m cualquier entero positivo. (El razonamiento por induc- 
cion lo hacemos sobre m.) Por tanto la igualdad (4.9) es valida para todo r racio¬ 
nal positivo. La formula para derivar un cociente nos prueba que (4.9) tambien es 
valida para r racional negativo. Asi pues, si f(x) = x 2/ \ tenemos f\x) =§x~ 1/3 . 
Si /(*) = x“ 1/2 , entonces f\x) = — £ x~ 3/i . En cada caso, es preciso que x > 0. 


4.6 Ejercicios 

1. Si f(x) - 2 + x - x 2 , calcular f'(0), f'( — 10). 

2. Si f(x) = Jr 3 -f \xi l - 2x, encontrar todos los valores de x para los que (a )f'(x) = 
= 0; (b)f'(x) = -2; (c)/'(x) = 10. 

En los Ejercicios del 3 al 12, obtener una formula para f(x) si f(x) es la que se indica. 


3. fix) =x 2 +3x +2. 

4. fix) = x i + sen x. 

5. fix) = x 4 senx. 

6 f (x) = rrv X *~ L 


7. fix) 


1 

x 2 + 1 


+ x b cos x. 


8. fix) 

9. fix) 
10. fix) 



1 

2 + cos x ’ 
x 1 + 3x + 2 
x 4 + x s + 1 ' 
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H. fix) 


2 — sen x 
2 — cos x ' 


12. fix) 


xsen x 
\ + x 2 ' 


13. Se supone que la altura f(t) de un proyectil, i segundos despues de haber sido lanzado 
hacia arriba a partir del suelo con una velocidad inicial de v 0 metros por segundo, esta 
dada por la formula: 


fit) = v 0 t - 15/ 2 . 

(a) Apli'quese el metodo descrito en la Seccion 4.2 para probar que la velocidad media 
del proyectil durante el intervalo de tiempo de t a t + h es Vo — 10t — 5h metros por 
segundo, y que la velocidad instantanea en el instante t es v 0 — lOt metros por segundo. 

(b) Calculese (en funcion de i> 0 ) el tiempo necesario para que la velocidad se anule. 

(c) (,Cual es la velocidad de regreso a la Tierra? 

(d) iCual debe ser la velocidad inicial del proyectil para que regrese a la Tierra al cabo 
de 1 segundo? iy al cabo de 10 segundos? iy al cabo de T segundos? 

(e) Pruebese que el proyectil se mueve con aceleracion constante. 

(f) Busquese un ejemplo de otra formula para la altura que de lugar a una aceleracion 
constante de — 10 metros por segundo cada segundo. 

14. iCual es el coeficiente de variacion del volumen de un cubo con respecto a la longitud 
de cada lado? 

15. a) El area de un ct'rculo de radio r es i rr 2 y su circunferencia es 2irr. Demostrar que el 
coeficiente de variacion del area respecto al radio es igual a la circunferencia. 

b) El volumen de una esfera de radio r es 47rr 3 /3 y su area es 4^r 2 . Demostrar que 
el coeficiente de variacion del volumen respecto al radio es igual al area. 

En los Ejercicios del 16 al 23, obtener una formula para f'(x) si f(x) es la que se indica 


16 . fix) 

= Vx, x 

> 0 . 


1 


17. fix) 

1 + Vx’ 

x > 0. 

18 .fix) 

= X 3/2 , X 

> 0 . 

19 . fix) 

= x~ 3/2 , X > 0. 

24. Sean 

U . / n n 

funciones 


20. fix) = x xn + x 1/3 + x 1/4 , x > 0. 


21. fix) = *- 1/2 + jc 1/3 + x 

Vic 

22. fix) = 

23. fix) = 


- 1/4 


1 +x’ 

x 

1 + Vx ’ 


x > 0. 

x > 0. 


x > 0. 


derivacion del producto g = /,.../„ y demostrarla por induccion. Demostrar que para 
aquellos puntos x, en los que ninguno de los valores f,(x), .... f„(x) es cero, tenemos 


/iM . /„'(*) 

g(x) f x ix) f n (x) ‘ 


25. Comprobar la pequeiia tabla de derivadas que sigue. Se sobrentiende que las formulas 
son validas para aquellos valores de x para los que fix) esta definida. 
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/(*) 

/'(x) 

fix) 

fix) 

tan x 

sec 2 x 

sec x 

tan x sec x 

cot X 

— CSC 2 X 

CSC X 

—cot X CSC X 


En los Ejercicios del 26 al 35, calcular la derivada /'(x). Se sobrentiende que cada for¬ 
mula sera valida para aquellos valores de x para los que f(x) este definida. 


26. f(x) 

27. fix) 

28. fix) 

29. fix) 

30. fix) 


= tan x sec x. 


= x tan x. 



2x 

1 - x 2 ' 

1 + X — X 2 
1 — X + X 2 ' 


31. fix) 


sen x 
x 


32. fix) 

33. fix) 


1 

x + sen x ' 

ax + b 
cx + d ' 


34. fix) 

35. fix) 


COS X 
_____ 

ax 2 + bx + c 
sen x + cos x ' 


36. Si fix) = iax + b) sen x + (cx -f d) cos x, determinar valores de las constantes a, b, c, d 
tales que fix) = x cos x. 

37. Si g(x) = ( ax 2 + bx + c) sen x + (dx 2 + ex + f) cos x, determinar valores de las cons¬ 
tantes a, b, c, d, e, / tales que g'(x) = x 2 sen x. 

38. Dada la formula 


x n+l _ ] 

1 + x + x 2 + • ■ ■ + x" =-— 

X — 1 

(valida si x^ 1), determinar, por derivacidn, formulas para las siguientes sumas: 

(a) 1 + 2x + 3x 2 + • • • 4- nx" -1 , 

(b) l 2 x + 2 2 x 2 + 3 2 x 3 + • • • + n 2 x n . 


39. Sea f(x) = x", siendo n entero positivo. Utilizar el teorema del binomio para desarrollar 
(x + h) n y deducir la formula 


fix + h) - fix) 
h 


nin - 1) 

+-;- x n 


~ 2 h + ■ • • + nxh n ~ 2 + A"- 1 . 


Expresar el segundo miembro en forma de sumatorio. Hagase que h —> 0 y deducir que 
f'(x) = nx*' 1 . Indicar los teoremas relativos a Ifmites que se han empleado. (Este resul- 
tado se obtuvo de otro modo en el ejemplo 3 de la Seccion 4.4) 
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4.7 Interpretacion geometrica de la derivada como una pendiente 

El metodo usado para definir la derivada tiene una interesante interpre¬ 
tacion geometrica que conduce por un camino natural a la idea de tangente a 
una curva. En la figura 4.4 esta dibujada una parte de la grafica de una fun- 


/ 



Figura 4.4 lnterpretacidn geometrica del 
cociente de diferencia como tangente de 
un angulo. 



m indica la pendiente 
Figura 4.5 Rectas de pendiente distinta. 


cion /. Las coordenadas de los dos puntos P y Q son, respectivamente, (x,f(x)) 
y (x + h, f{x + h)). En el triangulo rectangulo cuya hipotenusa es PQ, la altura 
es fix + h) — fix) y representa la diferencia de las ordenadas de los dos puntos 
P y Q; y en consecuencia, el cociente de diferencias 

(4 10) /(* + h) ~ fix) 

h 

representa la tangente trigonometrica del angulo a que forma PQ con la hori¬ 
zontal. El numero real tg a se denomina la pendiente de la curva entre P y Q 
y da un metodo para valorar la inclinacion de esta lfnea. Por ejemplo, si / es una 
funcion lineal, digamos fix) = mx + b, el cociente de diferencias (4.10) tiene el 
valor m, de manera que m es la pendiente de la curva. En la figura 4.5 se dan 
algunos ejemplos de rectas de distinta pendiente. Si se trata de una recta hori¬ 
zontal, a = 0 y la pendiente, tg a, es tambien 0. Si a esta entre 0 y in , yendo 
de izquierda a derecha, la ruta es ascendente y la pendiente esta repre- 
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sentada por un numero positivo. Si a esta comprendido entre y n, yendo 
de izquierda a derecha la recta es descendente y la pendiente es negativa. Una 
recta en la que a = , tiene pendiente 1. Si a crece de 0 a ^ r, tan a crece mas 

alia de todo numero y las rectas correspondientes a tales pendientes se aproxi- 
man a la posicion vertical. Puesto que tan \n no esta definida, se dice que las 
rectas verticales no tienen pendiente. 

Sea / una funcion que tiene derivada en x, por lo que el cociente de dife- 
rencias tiende a cierto lfmite f'(x) cuando h tiende a 0. En la interpretation 
geometrica, al tender h a cero, el punto P permanece fijo pero Q se mueve hacia 
P a lo largo de -la curva y la recta PQ se mueve cambiando su direction de 
manera que la tangente del angulo a tiende al limite fix). Por esta razon pa- 
rece natural tomar como pendiente de una curva en el punto P el numero fix). 
La recta por P que tiene esta pendiente se denomina la tangente a la curva en P. 

Nota: El concepto de tangente a una circunferencia (y a algunas otras curvas espe- 
ciales) ya habi'a sido considerado por los antiguos griegos. Defim'an la tangente a un 
clrculo como la recta que tenia un punto comun con el clrculo y todos los demas fuera 
de el. De esta definition se pueden deducir muchas de las propiedades de las tangentes 
a los clrculos. Por ejemplo, se puede demostrar que la tangente en cada punto es per¬ 
pendicular al radio en este punto. Sin embargo, esta definicibn de tangente dada por los 
griegos para el clrculo no se puede extender facilmente a otras curvas. El metodo an¬ 
terior, en el que la tangente se define a partir de la derivada, ha demostrado ser mas 
satisfactorio. Utilizando esta definicibn para obtener la tangente al clrculo, se puede 
probar que la recta as! encontrada, tiene todas las propiedades halladas por los gebme- 
tras griegos. Conceptos como perpendicularidad y paralelismo se pueden explicar anallti- 
camente en forma simple, utilizando las pendientes de rectas. Por ejemplo, de la identi- 
dad trigonombtrica. 


tan (a — /?) = 


tan a — tan ft 
1 + tan a tan ’ 


se sigue que dos rectas no verticales, con la misma pendiente, son paralelas. Tambien, 
de la identidad: 


cot (a — ft) = 


1 + tan a tan /? 
tan a — tan ft 


se deduce que dos rectas no verticales cuyas pendientes tienen como productos —1 son 
perpendiculares. 


El signo de la derivada de una funcion es de utilidad para precisar la forma 
de la grafica. Por ejemplo, si en un punto x de un intervalo abierto la derivada 
es positiva, la grafica es ascendente en la proximidad de x al pasar de la izquierda 
de x a la derecha. Esto ocurre en x 3 en la figura 4.6. Una derivada negativa en un 
intervalo indica que la grafica es descendente como ocurre en x lt mientras que 
una derivada cero en un punto significa una tangente horizontal. En un maximo 
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o mi'nimo tales como los indicados en x 2 , x 5 y x 6 la pendiente ha de ser cero. 
Fermat fue el primero que observo que puntos como x 2 , x 5 y x 6 donde / tiene 
un maximo o un mi'nimo se han de encontrar entre las rai'ces de f'(x) = 0. Es 
importante hacer notar que f'(x) puede tambien ser cero en puntos en los que 
no hay maximo ni mi'nimo, tal como, por ejemplo, en x t . Observese que estas 
tangentes particulares, atraviesan la grafica. Este es un ejemplo de una situa¬ 
tion no incluida en la definition de tangencia de los griegos. 

Las anteriores observaciones relativas al significado del signo de la deri- 
vada se pueden considerar como obvias si se interpretan geometricamente. Las 
demostraciones analfticas, basadas en propiedades generales de las derivadas, se 
daran en la Section 4.16. 


4.8 Otras notaciones para las derivadas 

La notacion juega un papel muy importante en el desarrollo de la Matematica. 
Algunos si'mbolos matematicos tales como x n o nl son simples abreviaturas que 
permiten escribir en corto espacio largas proposiciones o formulas. Otros, como 
el simbolo de integracion f(x) dx, no solo recuerdan el proceso por el represen- 
tado, sino que tambien ayudan para efectuar su calculo. 
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Algunas veces se han utilizado diferentes notaciones para un mismo con- 
cepto, prefiriendose una a otra segun las circunstancias que acompanan el uso 
del simbolo. Esto es particularmente cierto en el Calculo diferencial donde se 
han empleado muchas notaciones diferentes para las derivadas. Hasta ahora, 
la derivada de una funcion / se ha indicado con el sfmbolo notacion intro- 
ducida por Lagrange (1736-1813) a finales del siglo xvm, y que pone de mani¬ 
festo que /' es una nueva funcion obtenida de / por derivacion, indicandose 
su valor en x por fix). Cada punto ( x , y) de la grafica de f(x) tiene sus coor- 
denadas x e y ligadas por la ecuacion y — fix) y el simbolo y' se utiliza tam- 
bien para representar la derivada fix). Analogamente y", .. ., y (n) representan 
las derivadas de orden superior fix), ..., f (n) (x). Por ejemplo, si y = sen x, 
entonces y = cos x, y" = — sen x, etc. La notacion de Lagrange no ha caido 
en desuso como la que utilizaba Newton, que escribfa y, y en vez de y', y". 
Los puntos de Newton han sido utilizados por algunos autores para indicar 
especialmente velocidad y aceleracion. 

Otro simbolo fue introducido en 1800 por L. Arbogast (1759-1803), que indi- 
caba la derivada de / por Df, simbolo cuyo uso ha tenido hoy dia gran aceptacion. 
El simbolo D se denomina operador derivacion y sugiere que Df es una nueva 
funcion que se obtiene de / por la operation derivacion. Las derivadas de 
orden superior f, /'", ..., f n) se representan por D 2 f, D 3 f, .... D n f respectiva- 

mente, y los valores de estas derivadas en x se indican por D 2 f(x), D 3 f(x) . 

D n f(x). Asi, se tiene, D sen x = cos x, D' 1 sen x = D cos x — — sen x. La regia 
de derivacion de la suma de dos funciones se escribe por medio de la notacidn D 
en la forma D(f + g) = Df + Dg, y considerando el valor de las derivadas en x 
se tiene: [D(/ + g)] (x) = Df(x) + Dg(x) que se puede escribir tambien en la 
forma: D[f(x) -f g(x)] = Df(x) + Dg(x). El lector puede formular facilmente 
las reglas de derivacion del producto y del cociente mediante la notacion D. 

Entre los primeros cultivadores del Analisis matematico, fue Leibniz el 
que mejor comprendio la importancia de los simbolos bien elegidos. Introducida 
una notacion la experimentaba largamente y despues mantenia extensa corres- 
pondencia con otros matematicos sobre sus ventajas e inconvenientes. El for¬ 
midable impacto que el Calculo ha tenido en el desarrollo de la Matematica 
moderna, es debido en gran parte a la eleccion adecuada y sugestiva de los 
simbolos, muchos de ellos introducidos por Leibniz. 

Leibniz empleaba una notacion para la derivada algo distinta de la que 
se ha indicado. Utilizando y en vez de fix'), el cociente de diferencias 

fix + h) - fjx ) 
h 

lo escribia en la forma: 

Ay 

Ax’ 
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poniendo Ax en vez d eh, y A y en vez de f(x + h) — f(x). El sfmbolo A se 
denomina operador dijerencia. El li'mite del cociente de diferencias, es decir, la 
derivada f'(x), la designaba Leibniz por dy/dx. Con esta notacion, la definition 
de derivada se transforma en 


— = lim 
dx 


Ay 
Ax -0 Ax 


No solo era distinta la notacion, sino tambien la manera de pensar de Leibniz 
acerca de las derivadas, pues consideraba el limite dy/dx como un cociente de 
canddades «infmitesimales» dy y dx que llamaba «diferenciales», y la derivada 
dy/dx era un «cociente diferencial». En vez de utilizar el paso a limite para 
definir las derivadas, pasaba de Ay y Ax a dy y dx indicando simplemente que 
Ay Ax se transformaban en infinitesimales. Leibniz imaginaba los infinitesimales 
como un nuevo tipo de numeros, que sin ser cero, eran mas pequenos que cual- 
quier numero real positivo. 

Durante mucho tiempo se creyo que el Calculo era intrinsecamente dificil 
y algo misterioso, porque no era posible comprender lo que era un infinitesimal. 
Los trabajos de Cauchy y otros matematicos en el siglo xix condujeron gradual- 
mente a abandonar las cantidades infinitamente pequenas como una parte esencial 
de las Matematicas. No obstante, son todavia muchos, especialmente entre los 
que se dedican a la Matematica aplicada, los que consideran util razonar a la 
manera de Leibniz a base de los infinitesimales. Muy frecuentemente de esta forma 
se llega rapidamente a resultados que pueden ser demostrados de manera rigurosa 
por metodos adecuados. 

Recientemente Abraham Robinson ha mostrado que el sistema de los numeros 
reales puede ser extendido por la incorporation de los infinitesimales de acuerdo 
con la idea de Leibniz. Una discusion de esta extension, asi como del impacto en 
otras ramas de la Matematica se encuentra en el libro de Robinson Non-standard 
Analysis. North-Holland Publishing, Amsterdam, 1966. 

Aunque algunas de las ideas de Leibniz no pasaron a la posteridad, no ha 
ocurrido lo mismo con sus notaciones. El sfmbolo dy/dx tiene la ventaja ma- 
nifiesta de resumir el proceso completo del calculo de un cociente de diferencias 
y posterior paso a limite. Mas tarde se observara que el uso del cociente de 
diferenciales permite operar mas facilmente y las formulas que se obtienen se 
recuerdan sin dificultad. 


4.9 Ejercicios 

1. Sea fix) =Jx 3 — 2x 1 2 + 3x + 1 para todo x. Hallar los puntos de la grafica de / en los 
que la recta tangente es horizontal. 

2. Sea fix) = §x 3 +i* 2 — x — 1 para todo x. Hallar los puntos de la grafica de f en los 

que la pendiente es: a) 0; b) —1; c) 5. 
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3. Sea fix) = x + sen x para todo x. Hallar todos los puntos x para los que la grafica de f 
en (x,f(x)) tiene pendiente cero. 

4. Sea f(x) = x 2 + ax + b para todo x. Hallar valores de a y b tales que la recta y = 2x 
sea tangente a la grafica de / en el punto (2,4). 

5. Hallar valores de las constantes a, b y c para los cuales las graficas de los dos polinomios 
f(x) = x 2 + ax + b y g(x) = x 3 — c se corten en el punto (1, 2) y tengan la misma tan¬ 
gente en dicho punto. 

6. Considerese la grafica de la funcion / definida por la ecuacion fix) = x 2 + ax + b, siendo 
a y b constantes. 

a) Hallar la pendiente de la cuerda que une los puntos de la grafica para los que 
x = Xi y x = Xi. 

b) Hallar, en funcion de x 1 y x 2 , todos los valores de x para los que la tangente en 
( x , /(x)) tiene la misma pendiente que la cuerda de la parte a). 

7. Demostrar que la recta y = — x es tangente a la curva dada por la ecuacion 
y = x 3 — 6x 2 + 8at. Hallar los puntos de tangencia. iVuelve a cortar la curva esa 
tangente? 

8. Dibujar la grafica de la cubica f(x) = x — x 3 en el intervalo cerrado — 2 < x < 2. 
Hallar las constantes m y b de modo que la recta y = mx + b sea tangente a la grafica 
de / en el punto ( — 1,0). Una segunda recta que pasa por (— 1, 0) es tambien tangente 
a la grafica de / en el punto (a, c). Determinar las coordenadas aye. 

9. Una funcidn / esta definida del modo siguiente: 


fix) = 


ax + b 


si x < c, 
si x > c, 


(a, b, c constantes) , 


Hallar los valores de a y b (en funcidn de c) tales que /'(c) exista. 

10. Resolver el Ejercicio 9 cuando / es la siguiente: 


' 1 

n si 

fix) = W 

a + bx 2 si 

11. Resolver el Ejercicio 9 cuando / es la siguiente: 


\x\ > c , 
1*1 ^ C . 


fix) - 


senx 
ax + b 


si x <> c , 
si x > c . 


12. Si fix) = (1 —V r x)/ 1 + \/x) para x >0, hallar fdrmulas para Df(x), D 2 f(x) y D 3 f(x). 

13. Existe un polinomio P(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d tal que P(0) = P(l) = — 2, P'{ 0) = — 1, 
y P”( 0) = 10. Calcular a, b, c, d. 

14. Dos funciones / y g admiten primera y segunda derivada en 0 y satisfacen las relaciones 


/( 0 ) = 2lg(0), f'i 0 ) = 2gm = 4 *( 0 ), ^"( 0 ) = 5 /"( 0 ) = 6 /( 0 ) = 3 . 

a) Pdngase h(x) = f(x)/g(x), y calcular h'( 0). 

b) Pdngase k(x) = fix)g(x) sen x, y calcular fc'(0). 

c) Calcular el lfmite de g’(x)/f'(x) cuando x — * 0. 
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15, Supongase que existe la derivada f'(a). Indicar cuales de las igualdades siguientes son 
ciertas y cuales falsas. Expresar el fundamento de la decision en cada caso. 


/•(*)-/(«) 

(a) /'(«) = l>m h — a ‘ 

h—*Q> 

/(a) - fifl ~ h) 

(b) f'(a ) = lim- — -• 

ft—o " 


/(a + It) - /(a) 

(c) /'(a) = lim---■ 

«—o 1 

f(a + It) — f (a + t) 

(d) f\a) = lim - -f - 


16. Supongase que en lugar de la definicion usual de derivada Df(x) se define una nueva 
clase de derivada D*f(x) por la formula: 


f\x + h) -f\x) 
D*f(x) = lim 7 - —d- -, 

ft—o n 


donde / 2 (x) significa [/(x)] 2 . 

(a) Hallar formulas para calcular la derivada D* de una suma, diferencia, producto y 
cociente. 

(b) Expresar D*/(x) en funcion de Df(x). 

(c) <>Para que funciones es D*f = Df ? 


4.10 Regia de la cadena para la derivacion de funciones compuestas 

Con las formulas de derivacion dadas hasta ahora, se pueden calcular deriva- 
das de funciones / para las cuales /(x) es una suma finita de productos o cocientes 
de constantes multiplicadas por sen x, cos x, y x r (r racional). Sin embargo, hasta 
ahora no se ha tratado de funciones tales como f(x) = sen (x 2 ), cuyas derivadas se 
calculan a partir de la misma definicion. En esta Seccion presentaremos un teore- 
ma, llamado regia de la cadena, que nos permitira derivar funciones tales como 
/(x) = sen (x 2 ). De este modo aumentara considerablemente el numero de fun¬ 
ciones que podremos derivar. 

Recordemos que si u y v son dos funciones tales que el dominio de u incluye 
el recorrido de v, podemos definir la funcion compuesta / = u o v mediante la 
igualdad 


f{x) = «Mx)] . 


La regia de la cadena nos dice como se expresa la derivada de / en funcion de las 
derivadas u' y v'. 
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teorema 4.2. regla de la cadena. Sea f la funcion compuesta de dos 
funciones u y v, f = u ° v. Si existen las derivadas v'(x) y i/(y) donde y = v(x), 
la derivada f'(x) tambien existe y esta dada por la formula: 

(4.11) f\x) = u'(y)-v\x). 


Dicho de otro modo, para calcular la derivada de u ° v respecto a x se calcula 
primero la derivada de u en el punto y, donde y — v(x), y se multiplica esta 
por v'(x). 

Antes de proceder a la demostracion de (4.11) se daran algunas formas 
diversas de expresar la regia de la cadena, y se ilustraran con algunos ejemplos. 
Escribiendo la formula (4.11) referida a la variable x se tiene 

f\x) = u'[v(x)\ ■ v'(x). 

Expresada como igualdad entre funciones mas que entre numeros, la regia de 
la cadena toma la forma siguiente: 


(u ° v)' = (u ° t>) • v'. 


En la notacion u(v), si se escribe. u(v)' para indicar la derivada de la funcion 
compuesta u(v) y u'(v) para la composicion u'°v, entonces la ultima formula 
se escribe 


u(v)' = u'(v) ■ v'. 

Demostracion del teorema 4.2. Se trata aqui de demostrar (4.11). Se supone 
que v tiene derivada en x y u tiene derivada en v(x) y se trata de demostrar 
que / tiene derivada en x dada por el producto u'[r(x)] • v'(x). El cociente de di- 
ferencias para f es: 


(4.12) 


f(x + h ) -/(x) _ u[v{x + /))] - u[a(x)] 
h h 


Ahora es conveniente introducir la siguiente notacion: Sean y = v(x) y sea 
k = v(x + h) — v(x). (Es importante poner de manifiesto que k depende de h.) 
Entonces se tiene v{x + h) = y + k y (4.12) se transforma en: 


fix + h) - f{x) u(y + k) - u(y) 


(4.13) 


h 


h 
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El segundo miembro de (4.13) seri'a el cociente de diferencias cuyo li'mite define 
u'(y), si en el denominador en vez de ft apareciera k. Si k ¥= 0 se completa 
facilmente la demostracion multiplicando el numerador y el denominador por k 
y el segundo miembro de (4.13) toma la forma: 


(4.14) 


u(y + k) — u(y) _ k _ u(y + k) — u(y) v(x + h) — v(x) 
k h k h 


Cuando h -» 0 el ultimo cociente del segundo miembro tiende a v'(x). Puesto 
que k = v(x + h) — v(x) y v es continua en x, al tender h 0 tambien k 0; 
por tanto, el primer cociente del segundo miembro de (4.14) tiende a u'(y) 
cuando h -» 0, de donde se deduce inmediatamente (4.11). 

Aunque el razonamiento precedente parece el camino mas natural para la 
demostracion, sin embargo no es completamente general. Como k = v(x + h) — 
— v(x), puede ocurrir que k = 0 para infinitos valores de h cuando ft -> 0, en 
cuyo caso, el paso de (4.13) a (4.14) no es valido. Para soslayar esta dificultad es 
necesario modificar ligeramente la demostracion. 

Volviendo a la ecuacion (4.13) se expresa el cociente del segundo miembro 
de manera que no aparezca k en el denominador, para lo cual se introduce la 
diferencia entre la derivada u'(y) y el cociente de diferencias cuyo li'mite es u'(y). 
Es decir, se define una nueva funcion g como sigue: 


(4.15) 


g(f) = u (y + o - u (y ) 

t 


- Ay) 


si ( ^ 0. 


Esta ecuacion define g(t) solo si t¥= 0. Multiplicando por t y transponiendo 
terminos, se puede escribir (4.15) en la forma: 

( 4 - 16 ) «(y + 0 - u(y) = t[g(t) + u'(y)}. 

Aunque (4.16) se habia deducido en la hipotesis de ser t ¥= 0, es valida tambien 
para t = 0 mientras se asigne algun valor definido a g(0). El valor que se asigne 
a g(0) no tiene importancia para esta demostracion, pero ya que g(t) -» 0 cuando 
t -» 0 parece natural definir g(0) igual a 0. Si ahora se sustituye l en (4.16) por k, 
donde k = v(x + ft) — v(x) y se sustituye el segundo miembro de (4.16) en 
(4.13) se obtiene: 


(4.17) 


/(x + h) m _, u , w i 

ft ft 


formula que es valida aun cuando k = 0. Si ft -» 0 el cociente ft/ft -> v'(x) y 
g(k) -> 0; por tanto el segundo miembro de (4.17) tiende al li'mite u'(y)-v'(x). 
Queda pues completada la demostracion de la regia de la cadena. 
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4.11 Aplicaciones de la regia de la cadena. Coeficientes de variation ligados 
y derivation implicita 


La regia de la cadena es un ejemplo excelente para mostrar la utilidad de la 
notation de Leibniz para las derivadas, ya que si se escribe (4.11) con la notation 
de Leibniz, toma la apariencia de una identidad algebrica trivial. Introducidos los 
simbolos 

y = v ( x ) y z = mOO • 

y designando con dy/dx la derivada v'(x) y con dz/dy la de u(y), la formation 
de la funcion compuesta queda indicada por: 

z = u(y) = u[v(x)] = f{x ), 

si siguiendo la notation de Leibniz, dzjdx designa la derivada f(x), la regia de la 
cadena tal como estaba expresada en (4.11) se presenta ahora en la forma: 


(4.18) 


dz dz dy 
dx dy dx 


Se observa que esta formula tiene gran poder sugestivo, y es especialmente 
atractiva cuando se aplica el Calculo a problemas ffsicos. Por ejemplo, supon- 
gase que el simbolo z precedente representa una cantidad ffsica medida por 
medio de otras x e y. La ecuacion z = f(x) indica como se halla z dado x, y la 
ecuacion z = u(y) indica como se halla z dado y. La relation entre x e y esta 
expresada por la ecuacion y = v(x). La regia de la cadena, tal como esta es- 
crita en (4.18) expresa que el coeficiente de variation de z con relation a r es 
igual al producto del coeficiente de variation de z con relation a y por el coe¬ 
ficiente de variation de y con relation a x. El ejemplo siguiente muestra como 
se puede aplicar la regia de la cadena a un problema ffsico particular. 


ejemplo 1. Supongase que se introduce un gas en un globo esferico a la 
razon constante de 50 cm 3 por segundo. Supongase que la presion del gas perma- 
nece constante y que el globo tiene siempre forma esferica. £Cual es la rapidez 
con que aumenta el radio del globo cuando su longitud es de 5 cm? 

Solution. Sea r el radio y V el volumen del globo en el instante t. Se co- 
noce dV/dt, es decir, el coeficiente de variation del volumen respecto al tiempo, 
y se quiere determinar dr/dt, es decir, el coeficiente de variation del radio respecto 
al tiempo en el instante en que r = 5. La regia de la cadena da la conexion entre 
el dato y la incognita mediante la formula: 

dV = dV dr 
dt dr dt 


(4.19) 
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Para calcular dV/dr se utiliza la formula V = 4-nr 3 /3 que expresa el volumen de la 
esfera en funcion del radio. Por diferenciacion se obtiene: dVjdr = 477t 2 - y, por 
tanto, (4.19) se transforma en: 


dV 

dt 


. 2 dr 
— 4rrr — . 
dt 


Sustituyendo dV/dt = 50 y r = 5 se obtiene: dr/dt = l/(2w). Es decir, el radio 
aumenta en la razon de 1/(27 t) centfmetros por segundo en el instante en que 
r = 5. 

El ejemplo precedente corresponde a los llamados problemas sobre coeficien- 
tes de variacion ligados. Observese que no ha sido necesario expresar r en funcion 
de t para determinar la derivada dr/dt. Este hecho es el que hace que la regia 
de la cadena sea especialmente util en problemas sobre coeficientes de variacion 
ligados. 

Los dos ejemplos que siguen muestran como puede utilizarse la regia de 
la cadena para obtener nuevas formulas de derivacion. 


ejemplo 2. Dada fix) = sen ( x 2 ) calcular f'(x). 

Solucion. La funcion / es una composicion, fix) = wO(x)], donde v(x) = x 2 
y u(x) = sen x. Para aplicar la regia de la cadena se necesita determinar w'lXx)] = 
= u'(x 2 ). Puesto que u\x) = cos x se tiene i/(x 2 ) = cos (x 2 ), y, por tanto, (4.11) 
da: 

/'(*) = cos (x 2 ) • v'{x) = cos (x 2 ) • 2x . 

Se puede tambien resolver el problema aplicando la notacion de Leibniz. Si se 
escribe y = x 2 y z = /(x), entonces z = sen y y dz/dx = /'(x). La regia de la 
cadena se expresa 


— = — — = (cos y)( 2x) = cos (x 2 ) • 2x , 
dx dy dx 

que coincide con el resultado obtenido anteriormente para/'(x). 

ejemplo 3. Si f{x) — [ v(x)] n donde n es un entero positivo, calcular fix) 
en funcion de v{x) y v'(x). 

Solucion. La funcion / es una composicion, /(x) = «[r(x)], donde «(x) = x”. 
Puesto que u\x) — n x n ~\ se tiene i/'[r(x)] = /i[p(x)] n_1 ,y la regia de la cadena da: 


fix) = n[p(x)]" -1 f/(x) . 
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Si se omite la refetencia a x y se escribe como una igualdad entre funciones, se 
obtiene la importante formula: 

(v n )' = nv n - 1 v' 

que indica como se deriva la potencia n-sima de v cuando V existe. La formula es 
tambien valida para las potencias racionales si v" y v" _1 estan definidas. Para 
resolver el problema mediante la notacion de Leibniz se puede escribir y = v(x) 
y z = f(x). Entonces z = y”, dz/dx = fix) y la regia de la cadena da: 


dz dz dy 
dx ~ dy dx 


ny ” V(x) = ”K X )]” V(x), 


que coincide con la primera solucion. 


ejemplo 4. La ecuacion x 2 + y 2 = r 2 representa una circunferencia de 
radio r y centro en el origen. Resolviendo esta ecuacion respecto a y en funcion 
de x, se obtienen dos soluciones que sirven para definir dos funciones / y g dadas 
en el intervalo [ — r, r] por las formulas 

fix') = vV 2 — x 2 y g(x) = — Vr 2 — x 2 . 

(La grafica de / es la semicircunferencia superior, y la de g la semicircunferencia 
inferior.) Se trata de calcular las derivadas de / y g mediante la regia de la ca¬ 
dena. Para / se aplica el resultado del ejemplo 3 con v(x) = r 2 — x 2 y n = \ y se 
obtiene: 

(4.20) f\x) = J(r* - x 2 )- 1/2 (-2x) = ■ ■ = — 

V r 2 - x 2 fix) 

siempre que fix) ¥= 0. El mismo metodo aplicado a g da 


(4.21) 


g'(x) = 



— X 

Six) 


siempre que g(x) ¥= 0. Observese que si se indica por y ya sea fix) o g(x), ambas 
formulas (4.20) y (4.21) pueden combinarse en una sola, que es: 


(4.22) 



si y 0 . 


Otra aplicacion util de la regia de la cadena, se encuentra en el metodo 
de la derivacidn implicita. Para explicar el metodo y poner de manifiesto sus 
ventajas se buscara de nuevo el resultado del ejemplo 4 por un camino mas 
sencillo. 




Ejercicios 


219 


ejemplo 5. Derivation implicita. La formula (4.22) se puede deducir di- 
rectamente de la ecuacion x 2 + y 2 = r 2 sin necesidad de resolverla respecto a y. 
Recordando que y es una funcion de x[y = f(x) o y — g(x)] se pueden derivar 
ambos miembros de la ecuacion x 2 + y 2 = r 2 y se tiene: 

(4.23) 2.v + 2yy = 0 . 

(El termino 2yy' es el resultado de derivar y 2 tal como se ha explicado en el ejem¬ 
plo 3.) Resolviendo la ecuacion (4.23) respecto a y' se obtiene (4.22). 

La ecuacion x 2 + y 2 = r 2 se dice que define y implicitamente como funcion 
de * (en este caso define dos funciones) y el proceso por el cual (4.23) se obtiene 
a partir de esta ecuacion se denomina derivation implicita. El resultado final es 
valido para las dos funciones / y g asi definidas. Observese que en el punto (x, y) 
de la circunferencia con x¥^ 0 e y ¥= 0 la pendiente de la tangente es — x/y, 
mientras que el radio que une el centro con el punto (x, y) tiene por pendiente 
y/x. El producto de ambas pendientes es — 1, es decir, la tangente es perpendicu¬ 
lar al radio. 


4.12 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 14, determinar la derivada f')x). En cada caso se sobrentiende 
que x toma solo los valores para los que fix) tiene sentido. 


1. fix) = cos 2x — 2 sen ,v. 

2. f(x) = \ 1 + x 2 . 

3. f(x) = (2 — .Y 2 ) cos .v 2 + 2xsen x 3 4 5 6 . 

4. fix) = sen (cos 2 x) ■ cos (sen 2 x). 

5. fix) =sen n x • cos nx. 

6. fix) = sen [sen(senx)]. 


8. fix) = tan ^ - cot ^ . 

9. fix) = sec 2 x + esc 2 x. 

10. fix) = x \ 1 + x 2 . 


11 . fix) 

12. fix) 



13 .fix) = 


VI + X 2 (-Y + VI + X 2 ) 


7. fix) 


sen 2 x 
sen x 2 " 


14. fix) 



15. Calcular fix) si fix) = (1 + x)(2 + x 2 ) J / 2 (3 + x 3 ) 1 ' 3 , x 3 ^ -3. 

16. Sean fix) = - si x ^ 0, y gix) = ■ Calcular f' (x) ? <f'M- 
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17. La siguiente tabla de valores se calculd para un par de funciones / y g y sus derivadas 
/' y g'. Construir la correspondiente tabla para las dos funciones compuestas h y k 
dadas por h(x) = /[g(x)L k(x) = g[/(x)]. 


X 

fix) 

fix) 

gM 

g'(x) 

0 

1 

5 

2 

-5 

i 

3 

-2 

0 

1 

2 

0 

2 

3 

1 

3 

2 

4 

1 

-6 


18. Una funcidn / y sus dos primeras derivadas se han tabulado como a continuation se 
indica. Poner g(x) = f(x 2 ) y construir una tabla para g y sus dos primeras derivadas 
para x = 0, 1, 2. 


X 

fix) 

/'(*) 

f"(x) 

0 

0 

1 

2 

l 

1 

1 

1 

2 

3 

2 

1 

4 

6 

3 

0 


19. Determinar la derivada g'(x) en funcion de f'(x) si: 

(a) g(x) = f(x 2 ) ; (c) g(x) = flf(x )]; 

(b) g(x) = /(sen 2 x) 4-/(cos 2 x); (d) £(x) = /{/[/(*)]}• 

Coeficientes de variacidn ligados y derivacidn implicita. 

20. Cada arista de un cubo se dilata a razon de 1 cm por segundo. iCual es la razon de va¬ 
riacidn del volumen cuando la longitud de cada arista es (a) 5 cm, (b) 10 cm, (c) x cm? 

21. Un avion se desplaza en vuelo horizontal, a 8 kildmetros de altura. (En este Ejer- 
cicio se supone laTierra liana.) La ruta de vuelo pasa por encima de un punto P del 
suelo. La distancia entre el avidn y el punto P disminuye a razon de 4 kildmetros por 
minuto en el instante en el que esta distancia es de 10 kildmetros. Calcular la velocidad 
del avidn en kildmetros por hora. 

22. En campo de baseball es un cuadrado cuyo lado tiene 90 pies de longitud. Una pelota 

es lanzada por el bateador a lo largo de una linea que pasa por la tercera base con una 

velocidad constante de 100 pies por segundo. iCual es la rapidez con que varia la dis¬ 
tancia de la pelota a la primera base, (a) cuando la pelota se encuentra a mitad de 
camino de la tercera base, (b) cuando la pelota alcanza la tercera base. 

23. Un barco navega paralelamente a una costa recta, a una velocidad de 12 millas por hora 
y a una distancia de 4 millas. iCual es su velocidad de aproximacion a un faro de la 
costa en el instante en que diste precisamente 5 millas del faro? 

24. Un recipiente tiene forma de cono circular. La altura es 10 m y el radio de la base 4 m. 
Se introduce agua en el recipiente a una velocidad constante de 5 m 3 por minuto, icon 
qud velocidad se eleva el nivel del agua cuando la profundidad del agua es de 5 m, si 
(a) el v^rtice del cono esta hacia arriba, (b) lei vertice del cono esta hacia abajo? 
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25. Un deposito de agua tiene la forma de un cono circular recto con su vertice hacia 

abajo. Su altura es de 10 m y el radio de la base de 15 m. El agua sale por el fondo 

de modo constante a razon de 1 m 3 por segundo. Se vierte agua en el deposito a razon 
de c m 3 por segundo. Calcular c de modo que el nivel del agua ascienda a razon de 4 m 
por segundo en el instante en que el agua alcance la altura de 8 m. 

26. El agua entra en un tanque hemisferico de 10 m de radio (la parte plana hacia arriba). 

En un instante dado, sea h la altura del agua medida desde el fondo, r el radio de la 
superficie libre del agua, y V el volumen del agua en el tanque. Calcular dV/dh en el 
instante en que h = 5 m. Si el agua entra a razon constante de 5\ / 3 m 3 por segundo, 

calcular dr/dt, el coeficiente de variacion de r, en el instante t en que h = 5 m. 

27. Un triangulo rectangulo variable ABC en el piano xy tiene su angulo recto en el ver¬ 
tice B, un vertice A fijo en el origen, y el tercer vertice C sobre la parabola y = 1 + 3 V x 2 . 
El vertice B parte del punto (0, 1) en el tiempo I = 0 y se desplaza hacia arriba siguien- 
do el eje y a una velocidad constante de 2 cm/seg. 7 ,Con que rapidez crece el area del 
triangulo cuando t = 7/2 segundos? 

28. El radio de un cilindro circular recto aumenta con un coeficiente de variacion cons¬ 
tante. Su altura es una funcion lineal del radio y aumenta tres veces mas rapidamente 
que este. Cuando el radio es 1 m su altura es 6 m. Cuando el radio es 6 m, el volumen 
crece | a razon de 1 m 3 por segundo. Cuando el radio es 36 m, el volumen aumenta a 
razon de n m 3 por segundo, siendo n entero. Calcular n. 

29. Una particula esta obligada a moverse a lo largo de una parabola cuya ecuacion es 
y = x 2 . (a) iEn que punto de la curva varian la abscisa y la ordenada con el mismo 
coeficiente de variacion? (b) Encontrar esta razon si el movimiento es tal que en el 
instante t, es x = sen t e y = sen 2 1. 

30. La ecuacion x 3 + y 3 = 1 define una 0 mas funciones y de x. (a) Supuesto que existe 
la derivada y' y sin resolver la ecuacion respecto a y, demostrar que y' satisface a la 
ecuacion x 2 +y 2 y' = 0. (b) Supuesto que existe la segunda derivada y", demostrar que 
y" = — 2xy~ 5 sierripre que y ^ 0. 

31. Si 0 < x < 5 la ecuacion x 1/2 + y I/2 = 5 define y como funcion de x. Sin resolverla res¬ 
pecto a y demostrar que y' tiene signo constante. (Se supone la existencia de y'.) 

32. La ecuacion 3x 2 + 4y 2 = 12 define implicitamente dos funciones y de x si jxl < 2. Su¬ 
puesto que la segunda derivada y" existe, demostrar que verifica la ecuacion 4y 3 y" = — 9. 

33. La ecuacion x sen xy + 2x 2 = 0. define implicitamente y como funcion de x. Suponiendo 
que la derivada y' existe, demostrar que satisface la ecuacion y'x 2 cos xy + xy cos xy + 
+ senxy + 4x = 0. 

34. Si y = x r donde r es un numero racionai: r = m/n , se tiene y* = x m . Supuesta la exis¬ 
tencia de la derivada y', deducir la formula y' = rx r l aplicando la derivacidnlimplicita y 
la formula correspondiente para exponentes enteros. 


4.13 Aplicaciones de la derivacion a la determination de 'los extremos de las 
funciones 

La derivacion puede utilizarse en la localization de los maximos y minimos 
de las funciones. En realidad, en Calculo hay dos significados de la palabra «ma- 
ximo», y se distinguen mediante los adjetivos absoluto y relativo. El concepto de 
maximo absoluto se introdujo en el capitulo 3. Recordemos que se dice que una 
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funcion f de valores reales tiene un maximo absoluto en un conjunto S si existe 
por lo menos un punto c en S tal que 

f(x) < f{c) para todo x en S . 

El concepto de maximo relativo se define asf: 

definicion DE maximo relativo. Una funcion f, definida en un conjun¬ 
to S, tiene un maximo relativo en un punto c de S si existe un cierto intervalo 
abierto I que contiene c tal que 

f(x ) < f{c) para todo x situado en I n S. 

El concepto de minimo relativo se define del mismo modo con la desigualdad 
invertida. 

Es decir, un maximo relativo en c es un maximo absoluto en un cierto en- 
torno de c, si bien no es necesariamente un maximo absoluto en todo el conjunto 
S. En la figura 4.7 se muestran unos ejemplos. Naturalmente, cualquier maximo 
absoluto es, en particular, un maximo relativo. 



Figura 4.7 Extremos de funciones. 


definici6n de extremo. Un niimero que es o un maximo relativo o un 
minimo relativo de una funcion f se denomina valor extremo o extremo de f. 

El teorema que sigue, representado en la figura 4.7, relaciona los extremos 
de una funcion con las tangentes horizontales o su grafica. 

TEOREMA 4.3. ANULACldN DE LA DERIVADA EN UN EXTREMO INTERIOR. Sea 
f definida en un intervalo abierto /, y supongamos que f tiene un maximo relativo 
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o un minimo relativo en un punto c interior a I. Si la derivada f'(c ) existe, es 

m = o. 

Demostracion. Definamos en / una funcion Q como sigue: 

Q(x) = f(x) ~ f(c) Si x^c, Q{c)=f’(c). 

X — c 

Puesto que f{c) existe, Q(x) -» Q(c) cuando x -> c, con lo que O es continua en 
c. Queremos demostrar que Q(c) = 0. Esto lo conseguiremos demostrando que 
cada una de las desigualdades Q(c) > 0 y 0(c) < 0 nos lleva a una contradiccion. 

Supongamos 0(c) > 0. Segun la propiedad de conservacion del signo de las 
funciones continuas, existe un intervalo que contiene a c en el que Q(x) es posi- 
tiva. Por tanto el numerador del cociente Q(x) tiene el mismo signo que el deno- 
minador para todo x^cen ese intervalo. Dicho de otro modo. f(x) > f(c) cuando 
x > c, y f(x) < c cuando x < c. Esto contradice la hipotesis de que / tiene un 
extremo en c. Luego, la desigualdad Q(c) > 0 es imposible. En forma parecida se 
demuestra que no puede ser 0(c) < 0. Por consiguiente 0(c) = 0, como se afirmo. 
Puesto que Q(c) = f'(c), esto demuestra el teorema. 

Es importante notar que el hecho de ser derivada nula en c no implica extre¬ 
mo en c. Por ejemplo, sea j(c) = x\ La grafica de f es la de la figura 4.8. Puesto 

.y 


X 


Figura 4.8 Aquif'(0) = 0 
pero no existe extremo en 0. 


y 



Figura 4.9 Hay extremo en 
0 . pero /'(0) no existe. 



que f(x) — 3x 2 , f(0) = 0. Sin embargo, esta funcion es creciente en todo inter¬ 
valo que contenga el origen por lo cual no existe extremo en c. 

Otro ejemplo, f(x) — |x|, demuestra que un cero de la derivada no siempre 
se presenta en un extremo. Aqui hay un minimo relativo en 0, como se ve en la 
figura 4.9, pero en el mismo punto 0 la grafica tiene un punto anguloso y no existe 
derivada. El teorema 4.3 supone que la derivada f’(c) existe en el extremo. Es de- 
cir, el teorema 4.3 nos dice que, en ausencia de puntos angulosos, la derivada 
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necesariamente debe anularse en un extremo, si este se presenta en el interior 
de un intervalo. 

En una Seccion posterior expondremos un criterio para los extremos que es 
bastante amplio para incluir los dos ejemplos de la figura 4.7 y tambien el de la 
figura 4.9. Este criterio que se expone en el teorema 4.8, nos dice que un extremo 
siempre se presenta en un punto en el que la derivada cambia de signo. Aunque 
este hecho parece geometricamente evidente, no es facil demostrarlo con lo visto 
hasta aqui. Deduciremos este resultado como una consecuencia del teorema del 
valor medio para derivadas, que vamos a discutir. 


4.14 Teorema del valor medio para derivadas 

El teorema del valor medio para derivadas es importante en Calculo porque 
muchas de las propiedades de las funciones pueden deducirse facilmente a partir 
de el. Antes de establecer el teorema del valor medio, examinaremos uno de sus 
casos particulares a partir del cual puede deducirse el teorema general. Este caso 
particular lo descubrio en 1690 Michel Rolle (1652-1719), matematico frances. 

teorema 4.4. teorema de rolle. Sea f una funcion continua en todos 
los puntos de un intervalo cerrado [a,b] y derivable en cada punto del intervalo 
abierto (a, b). Supongamos tambien que 

m = m 

Existe entonces por lo menos un punto c en el intervalo abierto (a, b) tal que 

m = 0 . 

El significado geometrico del teorema de Rolle esta representado en la figu¬ 
ra 4.10. En este teorema se afirma tan solo que la curva debe tener una tangente 
horizontal en algun punto entre a y b. 

Demostracidn. Supongamos que f(x) ¥= 0 para todo x en el intervalo abier¬ 
to (a, b), y llegamos a una contradiction como se ve a continuation: Segun el teo¬ 
rema de los valores extremos para funciones continuas, / debe alcanzar su maximo 
absoluto M y su minimo aboluto m en algun punto del intervalo cerrado [a, b], 
El teorema 4.3 nos dice que ningun extremo puede ser alcanzado en puntos inte- 
riores (de otro modo seria nula la derivada alii). Luego, ambos valores extremos 
son alcanzados en los extremos a y b. Pero como f(a) = f{b), esto significa que 
m = M, y por tanto / es constante en [a,b], Esto contradice el hecho de que 
f 0 para todo x en (a, b). Resulta pues que f'(c) — 0 por lo menos en un c 
que satisfaga a < c < b, lo que demuestra el teorema. 
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(a) (b) 


Figura 4.10 Interpretation Figura 4.11 Signification geometrica del teorema del 
geometrica del teorema de valor medio. 

Rolle. 


Podemos utilizar el teorema de Rolle para demostrar el teorema del valor 
medio. Antes de establecerlo, puede ser util examinar su significado geometrico. 
Cada una de las curvas dibujadas en la figura 4.11 es la grafica de una funcion 
continua / con tangente en cada punto del intervalo abierto (a, b). En el punto 
(c, /(c) indicado en la figura 4.11(a), la tangente es paralela a la cuerda AB. En la 
figura 4.11(b), existen dos puntos en los que la tangente es paralela a la cuerda 
AB. El teorema del valor medio asegura que existira por lo menos un punto con 
esta propiedad. 

Para traducir al lenguaje analftico esta propiedad geometrica, tan solo ne- 
cesitamos observar que el paralelismo de dos rectas significa la igualdad de sus 
pendientes. Puesto que la pendiente de la cuerda AB es el cociente [ f(b ) — 
— /(«)]/(fc — a) y ya que la pendiente de la tangente en c es la derivada /'(c), 
la afirmacion anterior puede expresarse asi: 


(4.24) 


fib) - f(a) 

b — a 


= f'(c) 


para algun c del intervalo abierto (a, b). 

Para hacer mas intuitiva la validez de (4.24), podemos imaginar f(t) como 
el camino recorrido por una partfcula movil en el tiempo t. Entonces el cociente 
del primer miembro de (4.24) representa la velocidad media en el intervalo de 
tiempo {a, b], y la derivada /'(/) representa la velocidad instantanea en el 
tiempo t. La igualdad afirma que debe existir un momento en que la velocidad 
instantanea es igual a la velocidad media. Por ejemplo, si la velocidad media de 
un automovil en un viaje corto es de 75 Km. por hora, el cuentavelocidades debe 
registrar 75 Km. por hora por lo menos una vez durante el viaje. 

Formalmente ese teorema puede establecerse como sigue. 
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TEOREMA 4.5. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS. Si f es UM 
funcidn continua en todo un intervalo cerrado [ a,b ] que tiene derivada en cada 
punto del intervalo abierto (a, b), existe por lo menos un punto c interior a (a, b) 
para el que 

(4.25) fib) —f(a) =f\c){b - a). 

Demostracion. Para aplicar el teorema de Rolle necesitamos una funcion 
que tenga valores iguales en los extremos a y b. A fin de construirla, modificamos 
/ en la forma siguiente: 

h(x) = f(x)(b - a) - x[f(b) - /(a)]. 

Entonces h(a) = h(b) = bf(a) — af(b). Tambien, h es continua en [a, b] y tiene 
derivada en el intervalo abierto (a, b). Aplicando el teorema de Rolle a h, encon- 
tramos que h'(c) = 0 para un cierto c de (a, b). Pero 

h\x) = f’(x)(b -a)- [f(b) -/(«)]. 

Cuando x = c, se obtiene la igualdad (4.25). 

Observese que el teorema no concreta nada acerca de la posicion exacta 
del «valor o valores medios» c, y solo indica que todos pertenecen al intervalo 
(a, b). Para algunas funciones se puede especificar con exactitud la posicion de 
los valores medios, pero en la mayori'a de los casos es muy diffcil hacer una deter¬ 
mination precisa de estos puntos. Sin embargo, la utilidad real del teorema esta 
en el hecho que se pueden sacar muchas conclusiones del mero conocimiento de la 
existencia de un valor medio por lo menos. 


Nota: Es importante comprobar que el teorema del valor medio puede dejar de 
cumplirse si hay algun punto entre a y b en el que la derivada no existe. Por ejemplo, 
la funcion / definida por la ecuacion /(x) = |x| es continua en todo el eje real y tiene 
derivada en todos los puntos del mismo excepto en el 0. En la figura 7.2 se ha dibujado 
su grafica en el intervalo [ — 1, 2]. La pendiente de la cuerda que une A y B es: 


/(2) -/(-1) _ 2 - 1 _ 1 
2 — (-1) 3 3 

pero la derivada no es igual a i en ningun punto. 

Con frecuencia es util la siguiente extension del teorema del valor medio. 
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TEOREMA 4.6. FORMULA DEL VALOR MEDIO DE CAUCHY. Sean f y g dos 
funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b] y que admitan derivadas en 
todo el intervalo abierto (a, b). Entonces, para un cierto c de (a, b), tenemos 

f\c)[g(b) - *(*)] = g\c)[f{b) -/(«)]. 

Demostracion. La demostracion es parecida a la del teorema 4.5. Pongamos 

K x ) ~f( x )[g(b) - g(a)] - g(x)[f(b) — f(aj\ . 

Entonces h(a) = h(b ) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Aplicando el teorema de Rolle a h, 
encontramos que h'(c) a partir de la formula que define h, obtenemos la formula 
del valor medio de Cauchy. El teorema 4.5 es un caso particular del 4.6 obtenido 
tomando g(x) - x. 


4.15 Ejercicios 

1. Probar que en la parabola y = Ax 2 + Bx + C, la cuerda que une los puntos para los 
cuales r = a y x = 6 es paralela a la tangente en el punto para el cual x = la + b)/2. 

2. Aplicando el teorema de Rolle, demostrar que la ecuacion cubica x 3 — lx + b = 0 no 
puede tener mas de una rai'z en el intervalo — 1 < x < 1, cualquiera que sea el valor 
de b. 

3. Se define la funcion / como sigue: 

3 — x 2 1 

fix) = —-— si x < \, fix) = - si x > 1 . 

Z X 

(a) Dibujar la grafica de fix) para x en el intervalo 0 < x < 2. 

(b) Probar que f satisface las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo 
[0,2] y determinar todos los valores medios dados por el teorema. 

Sea fix) = 1 — x 2 / 3 . Probar que /(1) =/(— 1) =0, pero que fix) no es nunca cero en 
el intervalo [—1,+ 1]. Explicar por que este resultado contradice aparentemente el 
teorema de Rolle. 

Probar que x 2 = x sen x + cos x se verifica exactamente para dos valores de x. 

Probar que la formula del valor medio se puede expresar en la forma: 

fix + h) = fix) + hf'lx + Oh) donde 0 < 0 < 1 . 

Determinar 6 en funcion de x y h cuando (a) fix) = x 2 , (b) fix) = x 3 . Dejar x fijo, 

x^Oy determinar en cada caso el limite de 8 cuando h —» 0. 

7. Sea / un polinomio. Se dice que un numero real a es un cero de / de multiplicidad m 

si fix) = (x — a)“g(x), donde g(a) ^ 0. 

(a) Si / tiene r ceros en el intervalo [a, 6], probar que /' tiene por lo menos r — 1 ceros, 
y que en general la derivada fc-esima /(*') tiene por lo menos r — k ceros en [a, 6]. (Los 
ceros se cuentan tantas veces como indica su multiplicidad.) 


4. 


5. 

6 . 
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(b) Si la derivada Wsima f m tiene exactamente r ceros en [a, b ] ique se puede decir 
acerca del numero de ceros de / eh [a, b]? 

8- Utilizar el teorema del valor medio para deducir las desigualdades siguientes: 

a) ]sen.* - serial ^ \x — y\. 

b) ny n ~\x-y) <, x" -/* < nx n ~\x - y) si 0 < y <, x, n = 1,2,3,.... 

9. Una funcion j, continua en [a, b], tiene derivada segunda /" en todo punto del inter- 
valo abierto (a, b). El segmento de recta que une (a, fa)) y (b,/(b)) corta la grafica de 
/ en un tercer punto (c, /(c)), siendo a < c < b. Demostrar que f"(t) = 0 por lo menos 
en un punto t de (a, b). 

10. Este Ejercicio es un esbozo de demostracion del teorema del valor intermedio para deri- 
vadas. Supongamos que f posee derivada en todo punto de un intervalo abierto I. Elija- 
mos a < b en l. La derivada /' toma cualquier valor comprendido entre f'(a) y f'(b) en 
algun punto de (a, b). 

a) Definir una nueva funcion g en [a, b] del modo siguiente: 

f(x) - fid) 

Six) = - — — - ■ st x * a, gia) = f(a). 

Demostrar que g toma cualquier valor comprendido entre f{a) y g(b) en el intervalo 
abierto (a, b). Utilizar el teorema del valor medio para derivadas, para demostrar que /' 
toma cualquier valor comprendido entre /'(a) y g(b) en el intervalo abierto (a, b). 

b) Definir una nueva funcion h en [a, b] del modo siguiente: 

fix) - fib) 

Hx) x _i ■ si x *b, hib) = f\b) . 

Razonando en forma parecida a la que se ha seguido en la parte a), demostrar que /' 
toma cualquier valor comprendido entre f(b) y h(a) en (a, b). Puesto que h(a) = g(b), 
queda demostrado el teorema del valor intermedio para derivadas. 


4.16 Aplicaciones del teorema del valor medio a propiedades geometricas de 
las funciones 

Con el teorema del valor medio pueden deducirse propiedades de las funcio¬ 
nes partiendo del conocimiento del signo algebraico de su derivada. Esto se con- 
firma en el teorema siguiente. 

teorema 4.7. Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] y 
que admite derivada en cada punto de un intervalo abierto (a,b). Tenemos en- 
tonces: 

a) Si fix) > 0 para todo x de ia, b), } es estrictamente creciente en [a,b). 

b) Si fix) < 0 para todo x de ia, b), f es estrictamente decreciente en [a, b], 

c) Si fix) = 0 para todo x de (a, b), f es constante en [a, b]. 
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Demostracion. Para probar a) tenemos que demostrar que f(x) < /(y) 
siempre que a < .v < y < b . Por consiguiente, supongamos x < y y apliquemos 
el teorema del valor medio al intervalo cerrado [x, y]. Obtenemos 

(4.26) /O') - fix) = f'(c)(y — x), donde x < c < y . 

Puesto que /'(c) e y — x son positivos, lo mismo le ocurre a )(y) — f(x), y esto 
significa fix) < f(y), como se afirmo. Esto demuestra a), y la demostracion de b) 
es parecida. Para demostrar c), utilizamos la igualdad (4.26) haciendo x — a. 
Ya que /'(c) = 0, tenemos /(y) = f(a) para todo y en [a, b], con lo que / es 
constante en [a, 6], 

El teorema 4.7 podemos emplearlo para demostrar que se presenta un extre- 
mo siempre que la derivada cambia de signo. 

teorema 4.8. Supongamos f continua en un intervalo cerrado [a, b] y que 
existe la derivada /' en todo punto del intervalo abierto (a, b), excepto acaso en 
un punto c. 

a) Si f(x) es positiva para todo x < c y negativa para todo x > c, } tiene 
un maximo relativo en c. 

b) Si, por otra parte, fix) es negativa para todo x < c y positiva para todo 
x > c, f tiene un minimo relativo en c. 

Demostracion. En el caso a), el teorema 4.7 a) nos dice que / es estricta- 
mente creciente en [a,c] y estrictamente decreciente en [c, b). Luego fix) < /(c) 
para todo x=A c en (a , b), con lo que / tiene un maximo relativo en c. 




a) Maximo relativo en c 


b) Ml'nimo relativo en c. 


Figura 4.12 Los extremos se presentan cuando la derivada cambia de signo. 
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Esto demuestra a) y la demostracidn de b) es completamente analoga. Los dos 
casos se han representado en la figura 4.12. 


4.17 Criterio de la derivada segunda para los extremos 

Si una funcidn / es continua en un intervalo cerrado [a, b], el teorema de 
los valores extremos nos dice que tiene un maximo absoluto y un minimo abso- 
luto en algun punto de [a, b]. Si / tiene derivada en cada punto interior, enton- 
ces los unicos puntos en los que pueden presentarse los extremos son: 

1) en los extremos del intervalo a y b; 

2) en aquellos puntos interiores x en los que f'(x) = 0. 

Los puntos del tipo 2) se llaman con frecuencia puntos criticos de /. Para decidir 
si en un punto critico c existe un maximo o un minimo (o ni uno ni otro), necesi- 
tamos mas informacion acerca de la funcidn /. Ordinariamente el comportamiento 
de / en un punto critico puede determinarse a partir del signo algebraico de la 
derivada en las proximidades de c. El teorema que sigue hace ver que un estudio 
del signo de la derivada segunda en las cercanias de c puede tambien sernos de 
utilidad. 

TEOREMA 4.9. CRITERIO DE LA DERIVADA SEGUNDA PARA EXTREMOS EN UN 
punto crItico. Sea c un punto critico de f en un intervalo abierto ( a , b); esto 
es, supongamos a < c < b y que f'(c) = 0. Supongamos tambien que exista la 
derivada segunda /" en ( a , b). Tenemos entonces: 

a) Si /" es negativa en (a, b), f tiene un maximo relativo en c. 

b) Si /" es positiva en (a, b) / tiene un minimo relativo en c. 

Los dos casos estan representados en la figura 4.12. 

Demostracidn. Consideremos el caso a), /" < 0 en (a, b). Segun el teore¬ 
ma 4.7 (aplicado a /'), la funcion /' es estrictamente decreciente en (a, b). Pero 
/'(c) = 0, con lo que /' cambia su signo de positivo a negativo en c, como muestra 
la figura 4.12 a). Luego, segun el teorema 4.8, / tiene un maximo relativo en c. 
La demostracion en el caso b) es completamente analoga. 

Si /" es continua en c, y si /"(c) 0, existira un entorno de c en el cual 
/" tendra el mismo signo que /"(c). Por consiguiente, si /'(c) = 0, la funcion / 
tiene un maximo relativo en c si /"(c) es negativa, y un minimo relativo si /"(c) 
es positiva. Este criterio basta para muchos ejemplos que se presentan en la 
practica. 

El signo de la derivada segunda tambien esta relacionado con la concavidad 
o la convexidad de /. El siguiente teorema demuestra que la funcion es convexa 
en los intervalos en los que /" es positiva, como se ve en la figura 4.12 b). En la 
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figura 4.12 a), / es concava ya que /" es negativa. Basta discutir tan solo el caso 
de la convexidad, ya que si / es convexa, — / es concava. 

TEOREMA 4.10. CRITERIO DE LA DERIVADA PARA LA CONVEXIDAD. SupOtl- 
gamos f continua en [a, b] y que tenga derivada en el intervalo abierto ( a,b). 
Si f es creciente en (a, b) entonces f es convexa en [a, b). En particular, f es con¬ 
vexa si f" existe y es no negativa en (a, b). 

Demostradon. Consideremos x < y en [ a, b ] y pongamos z = ay + 
+ (1 — a)x, donde 0 < a < 1. Queremos demostrar que f(z) < « f(y) + (1 — a) 
f{x). Puesto que /(z) = a/(z) + (1 — a)/(z), esto es lo mismo que demostrar que 

(1 - «)[/(z) -fix)) < a [/(>•) -/(z)]. 

Segun el teorema del valor medio (aplicado dos veces), existen puntos c y d que 
satisfacen x<c<zyz<d<y tales que 

/O) - fix) — f (c)(z - x), y f{y) -f(z) =f'(d)(y - z). 

Puesto que f es creciente, tenemos f\c) <f'{d). Asimismo, tenemos (1 — a)(z — 
— x) = a (y — z), de modo que podemos escribir 

(1 - a)[/(z) -/(a)] = (1 - a )f'(c)(z - x) < a f'(d)(y - z) = a[/(>’) -f(z)], 
lo que demuestra la desigualdad exigida por la convexidad. 


4.18 Trazado de curvas 

La informacion reunida en los teoremas de las ultimas secciones es con fre- 
cuencia util en el trazado de curvas. A1 dibujar la grafica de una funcion /, debe 
determinarse primeramente el dominio de / [el conjunto de valores de x para 
los cuales esta definida /(*)] y, si es facil hacerlo, deberia encontrarse el recorrido 
de / (el conjunto de valores alcanzados por /). Un conocimiento del dominio y 
del recorrido nos da una idea de la amplitud de la curva y = fix), ya que precisa 
una porcion del piano xy en la que esta situada la curva. Seguidamente es aconse- 
jable situar los puntos (si existen) en los que la curva corta a los ejes coordenados. 
La interseccion con el eje y es el punto(0,/(0)) suponiendo que 0 pertenece al 
dominio de /, y las intersecciones con el eje de las x son los puntos (a, 0) para 
los que fix) = 0. La determinacion de las intersecciones con el eje a puede ser, 
en la practica, muy dificil, y podemos contentarnos con valores aproximados. 

Deberiamos tambien determinar los intervalos en los que / es mondtona exa- 
minando el signo de /', y determinar los intervalos de convexidad y concavidad 
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estudiando el signo de Especial cuidado debera ponerse en los puntos en los 
que la grafica tiene tangentes horizontales. 

ejemplo 1. La grafica de y = f(x), siendo /(x) = x + \/x para x ¥= 0. 

En este caso, no existen intersecciones con los ejes. Las dos primeras deriva- 
das estan dadas por las formulas 

fix) =1-1 lx\ f\x) = 2/x 3 . 


y 



La primera derivada es positiva si x 2 > 1, negativa si x 2 < 1, y cero si x 2 — 1. 
Luego existe un mi'nimo relativo en x — 1 y un maximo relativo en x — — 1. Para 
x > 0, la derivada segunda es positiva de manera que la primera derivada es es- 
trictamente creciente. Para x < 0, la derivada segunda es negativa, y por tanto 
la derivada primera sera estrictamente decreciente. Para x prdximo a 0, el termino 
x es pequeno comparado a \/x, y la curva se comporta como la grafica de y = 1/x. 
(Ver figura 4.13.) Por otra parte, para valores grandes de x (positivos o negati¬ 
ves), el termino 1/x es pequeno comparado con x, y la curva es muy parecida a 
la recta y = x. En este ejemplo, la funcion es impar, /(—x) = —/(x), con lo 
cual la grafica es simetrica respecto al origen. 

En el ejemplo anterior, la recta y — x es una asfntota de la curva. En gene¬ 
ral, una recta no vertical de ecuacion y = mx + b se llama asintota de la grafica 
de y = /(x) si la diferencia /(x) — (mx + b) tiende a 0 cuando x toma valores 
tan grandes como se quiera positivos o negativos. Una recta vertical, x = a, se 
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llama asmtota vertical si |/(x)j llega a ser tan grande como se quiera cuando 
x a por la derecha o por la izquierda. En el ejemplo anterior, el eje y es una 
asmtota vertical. 

ejemplo 2. Grafica de y — fix), donde /( x) = l/(x 1 2 + 1). 

Esta es una funcion par, positiva para todo x, y el eje x es un asmtota hori¬ 
zontal. La derivada primera viene dada por 


/'(*) = 


— 2x 

(x 2 + l) 2 ’ 


de modo que fix ) < 0 si x > 0, fix) > 0 si x < 0, y f (x) = 0 cuando x = 0. 
Por consiguiente la funcion crece por encima del eje x negativo, decrece en la 
parte positiva del eje x, y dene un maximo relativo en x — 0. Derivando otra 
vez, encontramos que 

,, Y , _ (x a + 1 ) 2 ( — 2) - (—2x)2(x 2 + l)(2x) = 2(3x 2 - 1) 

3 W (x 2 + l) 4 5 6 7 (x 2 + l) 3 ‘ 

As! que /"(x) > 0 si 3x 2 > 1, y f"(x) < 0 si 3x 2 < 1. Luego, la derivada primera 
crece cuando x 2 > j y decrece cuando x 2 < Esta information basta para dibu- 
jar la curva de la figura 4.14. Los dos puntos de la grafica correspondientes a 
x 2 = 3, en los que la derivada segunda cambia su signo, se llaman puntos de 
inflexion. 


4.19 Ejercicios 

En los siguientes Ejercicios, a) hallar todos los puntos x tales que f(x) = 0; b) examinar 
el signo de /' y determinar aquellos intervalos en los que / es monotona; c) examinar el 
signo de f" y determinar aquellos intervalos en los que /' es monotona; d) construir un boceto 
de la grafica de /. En cada caso, la funcion esta definida para todos los x para los cuales 
tiene sentido }(x). 


1. f{x) = x 2 - 3x + 2. 

2. fix) = x 3 — 4x. 

3. fix) = (x - 1 ) 2 (x + 2). 

4. J\x) = x 3 — 6x 2 + 9x + 5. 

5. fix) =2 + (x - l) 4 . 

6. fix) = 1/x 2 . 

7. fix) = x + 1/x 2 . 


8. fix) = ---rr . 

(X - l)(x - 3) 

9. fix) = x/(l + X 2 ). 

10. fix) = (x 2 - 4)/(x 2 - 9). 

11. fix) =sen 2 x. 

12. fix) = x — sen x. 

13. fix) = x + cos x. 

14. fix) = Jx 2 + f 2 cos 2x. 
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4.20 Ejemplos resueltos de problemas de extremos 

Muchos problemas de extremos en Matematicas puras y aplicadas pueden re- 
solverse sistematicamente mediante el uso del Calculo diferencial. En realidad, los 
rudimentos del Calculo diferencial fueron en principio desarrollados cuando 
Fermat intento encontrar metodos generales para determinar maximos y minimos. 
En esta Seccion resolveremos algunos ejemplos y daremos al lector la oportunidad 
de resolver otros en la Seccion 4.21. 

Formulamos primero dos principios sencillos que pueden usarse para resolver 
gran numero de problemas de extremos. 

ejemplo 1. Principio del producto maximo con suma constante. Dado un 
numero positivo S. Demostrar que entre todos los pares de numeros positivos x 
e y tales que x + y — S, el producto xy es el mayor cuando x = y —1 S. 

Demostracion. Si x + y = S, y = S — x y el producto xy es igual a 
x(S — x) = xS — x 2 . Pongamos /(x) = xS — x 2 . Este polinomio cuadratico tiene 
como derivada primera /'(*) = S — 2x que es positiva para KjS y negativa 
para x>hS. Por tanto el maximo de xy se presenta cuando x=|S, y=S —x=|S 
Esto tambien se puede demostrar sin utilizar el Calculo. Pongamos simplemente 
/(x)=iS 2 —(x—fS ) 2 y observemos que /(x) es maximo cuando x=|S. 

ejemplo 2. Principio de la suma minima, con producto constante. Dado un 
numero positivo P. Demostrar que entre todos los pares de numeros positivos 
x e y tales que xy = P, el que hace la suma x + y minima es x = y = VP. 

Demostracion. Tenemos que determinar el minimo de la funcion /(x) = 
= x 4- P/x para x > 0. La primera derivada es f'(x) = 1 — P/x 2 . Esta es nega 
tiva para x 2 < P y positiva para x 2 > P, de manera que /(x) tiene su mi'nimo 
en x = Vp. Luego, la suma x + y es minima cuando x = y = Vp. 

ejemplo 3. Entre todos los rectangulos de perimetro dado, el cuadrado es 
el de mayor area. 

Demostracion. Utilizamos el resultado del ejemplo 1. Sean x e y los lados 
de un rectangulo cualquiera. Si el perimetro esta fijado, entonces x + y es cons¬ 
tante, con lo que el area xy tiene mayor valor cuando x = y. Luego, el rectangulo 
maximo es el cuadrado. 

ejemplo 4. La media geometrica de dos numeros positivos no excede a su 
media aritmetica. Esto es, Vob < | (a + b). 
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Demostracion. Dados a > 0, b > 0, sea P — ab. Entre todos los po- 
sitivos x e y siendo xy = P, la suma x + y es la menor cuando x = y = yfp. 
Es decir, si xy — P, entonces x + y > \ r p + \/p = 2 V/*. En particular, 
a + b > 2 \/p= 2 Vab, con lo que VoZ> < i (a + b). La igualdad se presenta si 
y solo si a = b. 

ejemplo 5. Un bloque de peso W es movido a lo largo de un piano por 
una fuerza que forma un angulo 6 con la recta de la direction del movimiento, 
siendo 0 < 6 < \n, como se ve en la figura 4.15. Supongamos que la resistencia 
por friccion es proporcional a la fuerza normal con la que el bloque presiona 
perpendicularmente contra el piano. Hallar el angulo 8 para el que la fuerza de 
propulsion necesaria para veneer la friccion sea lo mas pequena posible. 


Solution. Sea F(8) la fuerza de propulsion. Esta tiene un componente ver¬ 
tical hacia arriba que es F(6) sen 8, de modo que la fuerza normal de presion 
contra el piano es N = W — F(8) sen 8. La fuerza de friccion es juN, donde ju 
es una constante llamada coeficiente de friccion. El componente horizontal de la 
fuerza de propulsion es F(8) cos 8. Cuando esta se iguala a la fuerza de friccion, 
llegamos a F(8) cos 8 = p[W — F(8) sen#] de la que encontramos 


m = 


pW 

cos 8 + p sen 8 


Para hacer minima F(0), haremosmaximo el denominador g(8) = cos 8 + p sen# 
en el intervalo 0 < 6 < In. En los extremos, tenemos g(0) = 1 y g(?n) = p. En el 
interior del intervalo, tenemos 


g'(8 ) = -send + p cos 8 , 


de manera que g tiene un punto critico en 8 = a, siendo sen a = p cos a. Esto 
da g( a) = cos a + p 2 cos a = (1 + p 2 ) cos a. Podemos expresar cos a en funcion 
de p. Puesto que p 2 cos 2 a = sen 2 a = 1 — cos 2 «, enc ontramo s (1 + p 2 ) cos 2 « = 1, 
con lo que cos a = 1/V1 + p 2 . Asi pues g(a) = V1 + p 2 . Ya que g( a) excede 
a g(0) y a g(ln), el maximo de g se presenta en el punto critico. Luego la fuerza 
minima pedida es 


g(a) VT+i? 

ejemplo 6. Hallar la menor distancia de un punto dado (0, b ) del eje y 
a la parabola x 2 = 4y. (El numero b puede tener cualquier valor real.) 
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Solution. La parabola esta dibujada en la figura 4.16. La cantidad que hay 
que hacer minima es la distancia d, siendo 

d = Vx* + (y — b) 2 , 

con la restriccion x 2 = 4y. Ante la figura resulta evidente que cuando b es nega- 
tivo la distancia minima es |h|. Cuando el punto (0, b) se desplaza hacia arriba 
siguiendo el eje y, el minimo es b hasta que el punto alcanza una cierta posicion 
especial, por encima de la cual el minimo es < b. Vamos ahora a determinar 
esa posicion especial. 

Ante todo, observemos que el punto (x, y) que minimiza d tambien minimi- 
za d 2 . (Esta observation nos permite evitar la derivation de las raices cuadradas.) 
Seguidamente, podemos expresar d 2 en funcion unicamente de x o tambien en 
funcion de y y dejamos como ejercicio para el lector desarrollar los calculos 
cuando d 2 se expresa en funcion de x. 

Por tanto la funcion / que hay que hacer minima viene dada por la formula 


f(y) = d 2 = 4y + {y - bf . 

Si bien /( y) esta definida para todo valor real y, la naturaleza del problema exige 
que busquemos el minimo tan solo entre aquellos valores de y tales que y > 0. 
La derivada es /'(y) = 4 +2(y — b) que es cero solo cuando y = b — 2. Cuando 
b < 2, esto nos lleva a un punto critico y negativo que debe excluirse por la 
restriccion y > 0. Es decir, si b < 2, el minimo no se presenta en un punto cri¬ 
tico. En efecto, cuando b < 2, vemos que /'(y) > 0 cuando y > 0, y por tanto f 
es estrictamente creciente para y ^ 0. Por consiguiente el minimo absoluto se 
presenta en el extremo y = 0. El correspondiente minimo d es Vb 2 — |fe|. 
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Si b >; 2, existe un punto critico legitimo en y = fe — 2. Puesto que /"( y) = 2 
para todo y, la derivada /' es creciente, y por tanto e l rnin imo absoluto de / se 
presenta en este punto critico. El mlnimo d es V4(b — 2) + 4 = 2Vb — 1. 
Con esto hemos demostrado que la distancia minima es |fe| si b < 2 y es 
2 Vb — 1 si i > 2. (El valor 6 = 2 es el valor particular antes citado.) 


4.21 Ejercicios 

1. Demostrar que entre todos los rectangulos de area dada, el cuadrado es el de perlmetro 
mlnimo. 

2. Un granjero tiene L metros de alambre para cercar un terreno de pasto rectangular adya 
cente a un muro de piedra. iQue dimensiones daran el area maxima al terreno cercado? 

3. Un granjero quiere cercar un terreno de pasto rectangular de area A adyacente a un 
muro de piedra. ^Que dimensiones exigen la minima cantidad de alambre de cerca? 

4. Dado S > 0. Probar que entre todos los numeros positivos x e y tales que x + y = S, 
la suma x 2 + y 2 es minima cuando x = y. 

5. Dado R > 0. Probar que entre todos los numeros positivos xey tales que x 2 + y 2 = R, 
la suma x + y es maxima cuando x = y. 

6. Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Demostrar que entre todos los cuadra- 
dos inscritos en el cuadrado dado, el de area minima tiene lados de longitud \La/2. 

7. Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Hallar el tamano del cuadrado de 
maxima drea que puede circunscribirse al cuadrado dado. 

8. Demostrar que entre todos los rectangulos que pueden inscribirse en un clrculo dado, 
el cuadrado tiene el area maxima. 

9. Demostrar que entre todos los rectangulos de area dada, el cuadrado tiene el clrculo 
circunscrito mlnimo. 

10. Dada una esfera de radio R. Hallar el radio r y la altura h del cilindro circular recto de 
mayor superficie lateral 2irrh que puede inscribirse en la esfera 

11. Entre todos los cilindros circulates rectos de area lateral dada, demostrar que la menor 
esfera circunscrita tiene el radio igual al radio del cilindro multiplicado por\/2- 

12. Dado un cono circular recto de radio R y altura H. Hallar el radio y la altura del ci¬ 

lindro circular recto de mayor area lateral que puede inscribirse en el cono. 

13. Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de maximo volumen que puede ins¬ 
cribirse en un cono circular recto de radio R y altura H. 

14. Dada una esfera de radio R. Calcular, en funcion de R, el radio r y la altura h del 

cono circular recto de mayor volumen que puede inscribirse en esa esfera. 

15. Hallar el rectangulo de mayor area que puede inscribirse en un semicirculo, teniendo 
la base inferior en el diametro. 

16. Hallar el trapecio de mayor area que puede inscribirse en un semicirculo, teniendo la 
base inferior en el diametro. 

17. Una caja abierta esta construida con un rectangulo de carton quitando cuadrados igua- 
les en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las dimensiones de la 
caja de mayor volumen que puede construirse de tal modo si el rectangulo tiene como 
lados a) 10 y 10; b) 12 y 18. 

18. Si a y b son los catetos de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es 1, hallar el mayor 
valor de 2 a + b, 

19. Un camion ha de recorrer 300 km en una carretera liana a velocidad constante de x km 
por hora. Las leyes de circulation prescriben 35 < x < 55. Se supone que el carburante 
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cuesta a 3 ptas. litro y que el consumo es de 10 + x 2 /l20 litros por hora. Si el con¬ 
ductor cobra P pesetas por hora y si obedece todas las leyes de trafico, determinar cuales 
la velocidad mas economica y el coste del viaje si P — 0, P = 20, P = 40 y P = 60. 

20. Un cilindro se ha obtenido haciendo girar un rectangulo alrededor del eje x, tal que 

su base esta en el eje x, y todo el rectangulo esta contenido en la region comprendida 
entre la curva y = x/(x 2 + 1) y el eje x. Hallar el cilindro de volumen lo mayor posible. 

21. Se dobla una pagina de manera que la esquina derecha inferior llegue a coincidir con 

el lado izquierdo de la misma (vease fig. 4.17). Si la anchura de la pagina es 15,24 cm, 

hallar la longitud minima del pliegue. iCual es el angulo que forma este pliegue minimo 

con el lado derecho de la pagina? Se supone la pagina suficientemente larga para evitar 
que el pliego alcance la cabecera de la pagina. 



Figura 4.17 Ejercicio 21. 


Figura 4.18 Ejercicio 22. 


22. (a) Un triangulo isosceles esta inscrito en una circunferencia de radio r como se indica 
en la figura 4.18. Suponiendo el angulo 2a en el vertice, comprendido entre 0 y \ 
hallar el valor medio y el valor menor del perimetro del triangulo. Dar todos los detalles 
del razonamiento seguido. 

(b) iCual es el radio del menor disco circular suficientemente grande para cubrir todo 
triangulo isosceles de perimetro dado LI Dar todos los detalles del razonamiento. 

23. Una ventana tiene forma de rectangulo terminado por un semicirculo de diametro igual 
a la base del rectangulo. La porcion rectangular ha de ser de cristal transparente y la 
parte circular ha de ser de cristales de color que admite solo la mitad de luz por metro 
cuadrado que el cristal transparente. El perimetro total de la ventana ha de tener longitud 
fija P. Hallar, en funcion de P, las dimensiones de la ventana que deja pasar la mayor 
cantidad posible de luz. 

24. Un trozo de madera de 12 dm de largo tiene forma de un tronco de cono circular recto 
de diametros 4 dm y (4 + h) dm en sus bases, donde h > 0. Determinar en funcion de 
h el volumen del mayor cilindro circular recto que se puede cortar de este trozo de 
madera, de manera que su eje coincida con el del tronco de cono. 
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25. Dados n numeros reales a .. a„. Demostrar que la suma2^ =1 (x — a t ) 2 es minima 

cuando x es la media aritmetica de at, .... a„. 

26. Si x > 0, sea f(x) = 5x 2 + Ax' 5 , siendo A una constante positiva. Hallar el menor valor 
de A tal que f(x) > 24 para todo x > 0. 

27. Para cada t real, sea j(x) = — ^x 3 + t 2 x, y designemos con m(t) el minimo de f(x) en 
el intervalo 0< x < 1. Determinar e! valor de m(t) para cada t del intervalo 
— 1 < t < 1. Recuerdese que para algunos valores de t el minimo de fix) puede presen- 
tarse en los extremos del intervalo 0 < x < 1. 

28. Sabemos que un numero x esta en un intervalo a < x < b, siendo a > 0. Queremos apro- 
ximar x por medio de otro numero t en [a, b] de manera que el error relativo,|? — x\/x, 
sea lo menor posible. Designemos por M(/) el maximo valor de | / — x\/x cuando x varia 
de a a b. a) Demostrar que ese maximo se presenta en uno de los extremos x = a o 
x = b. b) Demostrar que M(t) es minimo cuando t es la media armonica de a y b, esto 
es, cuando 1 ft = j(l/a + 1 jb). 


*4.22 Derivadas parciales 

En esta Seccion se expone el concepto de derivada parcial y se inicia al 
lector en su notacion y su terminologi'a. No utilizaremos los resultados de esta 
Seccion en ninguna otra parte de este Volumen I, con lo que este tema puede 
omitirse o posponerse sin perdida de continuidad. 

En el capitulo 1 se definio una funcion como una correspondencia que 
asocia a cada objeto de un conjunto X un objeto y solo uno de otro conjunto Y, 
denominandose al conjunto x dominio de la funcion. Hasta ahora se han con- 
siderado funciones cuyo dominio era un conjunto de puntos del eje de las x. 
Estas funciones son las llamadas comunmente funciones de una variable real. 
No es dift'cil extender muchas de las ideas del Calculo a funciones de dos o mas 
variables reales. 

Una funcion real de dos variables reales es una funcion cuyo dominio X es 
un conjunto de puntos del piano xy. Si se indica por / dicha funcion, su valor 
en el punto (x, y) es un numero real que se designa por f(x, y). Es facil imaginar 
como una funcion de esta clase puede presentarse en un problema fisico ficticio. 
Por ejemplo, sea una placa de metal lisa en forma de disco circular de radio 
4 cm que este situada en el piano xy con el centro en el origen, y que se ca- 
liente de tal manera que la temperatura en cada uno de sus puntos (x, y) es 
16 — x 2 — y~ grados centigrados. Si se indica por f(x, y) la temperatura en el 
punto (x, y), entonces / es una funcion de dos variables definida por 

(4.27) f(x,)’)= 16 —jc 2 -/. 

El dominio de esta funcion es el conjunto de todos los puntos (x, y) cuya dis- 
tancia al origen no es superior a 4. Del teorema de Pitagoras se deduce que 



240 Calculo diferencial 

todos los puntos (x, y) situados a distancia r del origen, satisfacen la ecuacion 
(4.28) x 2 + / = r 2 . 

Por tanto, el dominio de la funcion estara formado por todos los puntos (x,y) 
que satisfacen la desigualdad x 2 + y 2 <, 16. Observese que en la circunferencia 
(4.28) la temperatura sera /(x, y) = 16 — r 2 . Es decir, la funcion / es constante 
en cada circunferencia con centra en el origen (vease figura 4.19). 

Hay dos metodos utiles para obtener una representation geometrica de 
una funcion de dos variables. Uno es por medio de una superficie en el espacio. 
Para construir esta superficie se introduce un tercer eje coordenado (llamado 
eje z), que pasa por el origen y es perpendicular al piano xy. En la paralela 
al eje z que pasa por el punto xy, y a partir de este punto, se toma una coor- 


z 



Figura 4.19 La temperatura es constante Figura 4.20 Superficie representada por 
en cada circunferencia con centro en el la ecuacidn z — 16 — x 2 — y 2 

origen. 


denada z, igual a la que da la ecuacion z = /(x, y), obteniendose el punto (x, y, z). 
El lugar de todos estos puntos es la superficie que representa la funcion. 

La superficie correspondiente al ejemplo anteriormente expuesto esta di- 
bujada en la figura 4.20. Si se situa un termometro en un punto (x, y) de la 
placa, el tope de la columna de mercurio tocaria a la superficie precisamente 
en el punto (x, y, z) donde z = f(x, y), una vez elegida la unidad sobre el eje z 
adecuadamente. 

Otro tipo de imagen geometrica de una funcidn de dos variables se puede 
dibujar completamente en el piano xy. Es el metodo de las Uneas de nivel que 
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(a) z - xy (b) Curvas de nivel: xy = c 

Figura 4.21 (a) Superficie cuya ecuacion es z=xy. (b) Curvas de nivel correspondientes 

a xy=constante. 


se usa en la confeccion de mapas para representar un terreno tridimensional 
en un dibujo bidimensional. Se supone que la superficie antes definida se ha 
cortado por varios pianos horizontales (paralelos al piano xy ), por lo que las 
intersecciones con la superficie seran unas curvas formadas por aquellos puntos 
( x , y, z ) cuya altura z es constante. Proyectando estas curvas en el piano xy 
se obtiene una familia de curvas de nivel. Cada curva de nivel esta formada 
por todos y solo los puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion 
f(x, y) = c; donde c es la altura constante para aquella curva particular. En 
el ejemplo antes mencionado, las lineas de nivel son circunferencias concentri- 
cas que representan las curvas de temperatura constante, o isotermas, como se 
dibujan en un mapa meteorologico. Otro ejemplo de una superficie y sus curvas 
de nivel se presenta en la figura 4.21. La ecuacion en este caso es z = xy. La 
superficie de forma de «silla de montar» se conoce con el nombre de parabo- 
loide hiperbolico. 

Las lineas de nivel en los mapas topograficos se dibujan frecuentemente 
para cada 25 m de altura. Cuando estan dibujadas muy juntas, la altura cambia 
rapidamente al pasar de una linea de nivel a la siguiente; esto ocurre en la proxi- 
midad de un monte escarpado. Cuando las lineas de nivel estan bastante distan- 
ciadas la altura varfa despacio. Se puede tener una idea de lo escarpado de un 
terreno considerando lo espaciadas que se presentan sus lineas de nivel. Sin embar¬ 
go, para lograr una information precisa sobre el coeficiente de variation de la 
altura, se ha de definir la superficie por medio de una funcion a la que se le 
puedan aplicar los conceptos del Calculo diferencial. 
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z 



Plano donde y = y» 

esta curva es z = f(x,y 0 ) 

Superficie de 
ecuacion z = f{x,y) 


Figura 4.22 Curva de intersection de una superficie z = f(x,y) y un piano y = y n . 


La razon con que varia la altura en un punto (x 0 , y 0 ) depende de la direc¬ 
tion del movimiento a partir de este punto. Para mayor simplicidad se consi- 
deraran ahora precisamente las dos direcciones paralelas a los ejes x e y. Supdn- 
gase que se trata de una superficie definida por una ecuacion de la forma 
z = f{x, y) y se corta esta superficie por un piano perpendicular al eje y tal como 
se indica en la figura 4.22. Este piano esta formado por todos los puntos (x, y, z) 
del espacio para los cuales la coordenada y es constante, y = y 0 . (La ecuacion 
y = y 0 se denomina ecuacion del piano). La intersection de este piano con la 
superficie es una curva plana, cuyos puntos satisfacen la ecuacion z = fix, y 0 ). 
En esta curva, la altura z = fix, y 0 ) es funcion solo de x. 

Supongase ahora que se pasa del punto (x 0 y 0 ) al punto (x 0 + h, y„). El 
cambio de altura correspondiente es /(x 0 + h, y 0 ) — fix„, y 0 ). Esto sugiere la 
formation del cociente de diferencias. 

(429) /(x„ + h, y 0 ) - fjx 0 , y 0 ) 

h 

para despues hacer tender h -* 0. Si este cociente tiende a un lfmite definido 
cuando h -> 0, este lfmite se denomina la derivada parcial de } con respecto a x 
en el punto (x 0 , y 0 ). Para designar la derivada parcial, hay varios simbolos siendo 
algunos de los mas corrientes: 


Sf Qo, y 0 ) 


fx(* o. y 0 ). f x (x o, y 0 ) , fi(x 0 , y 0 ), 


DJ(x 0 , y 0 ). 


dx 
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El subindice 1 en las dos ultimas notaciones se refiere al hecho de que solo la 
primera coordenada varia cuando se forma el cociente de diferencias en (4.29). 
As( se tiene 


fi(x 0 ,y 0 ) = I'm 

h~* 0 


f(x o + h,y 0 ) ~/(x 0 , Vo) 
h 


Analogamente, se define la derivada partial respecto a y en (x 0 , y 0 ) por 


Ux o, y 0 ) = !im 


f(x o, >>o + k) - /(x„, v 0 ) 


siendo las notaciones correspondientes 


3/(x ° ’ y ° ] , f'(x 0 , y 0 ), f y (x o, >■„), Dj(x o, y 0 ). 

dy 

Si se escribe z = f(x, y), tambien se usan los simbolos dzjdx y dz/dy para 
designar las derivadas parciales. 

La derivacion parcial no es un concepto nuevo. Si se considera otra fun- 
cion g de una variable deftnida por la eeuacion 

g(x) =f(x,y 0 ), 

entonces la derivada ordinaria g'(x„) es exactamente lo mismo que la derivada 
parcial fdx 0 ,y 0 ). Geometricamente, la derivada parcial fi(x,y 0 ) representa la 
pendiente de la tangente en un punto de la curva senalada en la figura 4.22. 
De la misma manera, cuando x es constante, es decir x = x 0 , la eeuacion 
z = f(x 0 , y) define la curva interseccion de la superficie con el piano cuya ecua- 
cion es x = x 0 . La derivada parcial f 2 (x 0 ,y) da la pendiente de la tangente a 
dicha curva. De estas consideraciones se deduce que para calcular la derivada 
parcial de f(x,y) respecto a x, se puede considerar y como si fuera constante 
y aplicar las reglas ordinarias del Calculo diferencial. Asi, por ejemplo, si 
f(x, y) = 16 — x 2 — y 2 se tiene Mx, y) = — 2x. Analogamente, si se supone x 
fijo se encuentra / 2 (x, y) = — 2y. 

Otro ejemplo es la funcion dada por: 

(4.30) /(x, y) = xsen y + y 2 cos xy 

Sus derivadas parciales son: 

fi(x, y) — sen y — y s sen xy , f 2 (x, y) = x cos y — xy 2 sen xy + 2 y cos xy . 
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La derivation partial es un proceso que da lugar a nuevas funciones 
fi = df/dx y f 2 = dfjdy a partir de una funcion dada. Puesto que /, y / 2 son 
a su vez funciones de dos variables, se pueden considerar sus derivadas par- 
ciales. Estas se denominan derivadas parciales de segundo orden de / y se indican 
como sigue: 


/l,l - fx: 



/],2 — fx 1 


d 2 f 

dy dx ’ 


fz, 1 — fv. 


f - d JL 

dx dy ’ /2,a • /l ' v 3/' 


Observese que / 1>2 significa (/Jj, o sea la derivada parcial de /, con respecto a y. 
En la 3-notacion se indica el orden de derivation escribiendo, 


a 2 / _ 8 (df\ 

dy dx dy\dxf 


Esta derivada no siempre coincide con la derivada parcial que resulta al inver 
tir el orden de derivation: 

a 2 / _ a /a/\ 

dx dy dx'dy' 


Sin embargo, la igualdad de estas dos derivadas parciales tiene lugar en ciertas 
condiciones que se verifican por la mayoria de funciones que aparecen en la 
practica. En el Volumen II se discutiran estas condiciones. 

Haciendo referencia al ejemplo (4.27) se ve que sus derivadas parciales de 
segundo orden estan dadas por las formulas siguientes: 

fi.i(x,y) = - 2 , fi_ t (x,y) =f irl (x,y) = 0, f 2t2 (x, y) = -2 . 

Para el ejemplo (4.30) se obtiene: 

h,i(x, y) = -y i cos xy , 

/i 2 (x, y) = cos y — xy 3 cos xy — 3y 2 sen xy , 

/a.iCx, y) = cos y — xy 3 cos xy — y 2 sen xy — 2y 2 sen xy = f li2 (x, y) , 
f 2 2 (x, y) = — x seny — x 2 y 2 cos xy — 2xy sen xy — 2xy sen xy + 2 cos xy 
= —xsenj — x 2 y 2 cos xy — 4xy senxy + 2 cos xy . 


Un estudio mas detallado de las derivadas parciales se vera en el Volumen II. 
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*4.23 Ejercicios 

En los Ejercicios 1 al 8, calcular todas las derivadas parciales de primero y segundo orden. 
Comprobar en cada caso que las derivadas parciales f 12 (x,y) y f 21 (x,y) son iguales. 

1 . fix, y) = x* + _y 4 — 4 a' 2 }' 2 . 5. f(x, y) = sen (x 2 y 3 ). 

2. f(x, y) = x sen (x + y). 6. f(x, y) = sen [cos (2.x — 3_y)]. 

3. f(x, y) = xy + - (y * 0). 7. f(x, y) = (x * y). 

4. f(x, y) = v a 2 + /. 8. f(x, y) = * — (x, y) * ( 0, 0). 

v x L + y L 

9. Demostrar que x(dz/dx) + 'y(dz/dy) = 2z si (a) z = (x - 2y) 2 , (b) z = (a 4 + _y 4 ) 1/2 . 
10. Si f(x, y) = xyl(x 2 + y 2 ) 2 para (x, y) ^ (0, 0), demostrar que 


dx 2 + df 


- 0 . 
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RELACI6N 

ENTRE INTEGRACION Y DERIVAClON 


5.1 La derivada de una integral indefmida. Primer teorema fundamental del 
calculo 

En esta Section se estudiara la importante conexion existente entre inte¬ 
gration y diferenciacion. El tipo de relation entre estos dos procesos es en cierta 
forma semejante al que hay entre «elevar al cuadrado» y «extraer la rai'z cua- 
drada». Si se eleva al cuadrado un numero positivo y luego se busca la rai'z 
cuadrada positiva del resultado, se vuelve al numero original. Analogamente, si 
se calcula la integral de una funcion continua / se obtiene una nueva funcion (la 
integral indefmida de /) que despues de derivada reproduce la funcion original /. 
Por ejemplo, si f{x) = x 2 , una integral indefmida A de / queda definida por: 

C x C x y 3 r 3 

A(x)-j/W-j/d'-J-J' 

donde c es una constante. Derivando se tiene: A\x) — x 2 — f(x). Este ejemplo 
ilustra un resultado general llamado el primer teorema fundamental del Calculo 
que se puede enunciar como sigue: 

TEOREMA 5.1. PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. Sea f Utia 
funcion integrable en [a,x~\ para cada x de [a, b~\. Sea c tal que a < c < b y 
definamos una nueva funcion A del siguiente modo: 

A(x) = | f(t) dt si a < x < b . 

•'C 

Existe entonces la derivada A'(x) en cada punto x del intervalo abierto (a, b) en el 
que f es continua, y para tal x tenemos 

(5.1) A'(x) = fix) . 


247 



248 


Relacidn entre integration y derivation 


Damos primero una justificacidn geometrica que sugiere el porque el teore- 
ma debe ser cierto; luego damos una demostracion analitica. 

Interpretation geometrica. La figura 5.1 muestra la grafica de una funcion / 
en un intervalo [a, b]. En la figura, h es positivo y 

fx+h rx+h rx 

I /(0 dt = J fit) dt - f(t) dt = A(x + h)~ A{x ). 


El ejemplo es el de una funcion continua en todo el intervalo [x, x + h\. Por 
consiguiente, por el teorema del valor medio para integrales, tenemos 

A(x + h) — A(x) = hf(z), donde x < z <, x + h . 


Luego, resulta 


(5.2) 


A(x + h) - A(x) _ 



a x z x + h b 


Figura 5.1 Interpretation geometrica del primer teorema fundamental del Cdlculo. 

y, puesto que x <, z < x 4- h, encontramos que f(z) f(x) cuando h 0 con 
valores positivos. Si h 0 con valores negativos, se razona en forma parecida. 
Por consiguiente, A'(x) existe y es igual a f(x). 

Este razonamiento supone que la funcidn / es continua en un cierto entorno 
del punto x. No obstante, la hipdtesis del teorema se refiere tan solo a la conti- 
nuidad de / en un solo punto x. Por consiguiente, para demostrar el teorema bajo 
esta hipdtesis mas debit utilizamos un metodo distinto. 
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Demostracion analitica. Sea x un punto en el que / es continua y supuesta 
x fija, se forma el cociente: 

A{x + h) — A(x) 
h 

Para demostrar el teorema se ha de probar que este cociente tiende a fix) cuando 
h -> 0. El numerador es: 

rx+h rx rx+h 

A(x + h ) - A(x) = J c fit) dt - J c fit) dt = J e f{t) dt. 

Si en la ultima integral se escribe fit) = fix) — [fit) — fix)] resulta: 

Aix + h) — /l(x) = fix) dt + [/(?) —/(x)] dt = 

rx+h 

= hfix) + l U(t)-fix)] dt. 


de donde 


( 5 . 3 ) A(X + h) -fix) + 7 r\m -/(*)] dt. 

h hJx. 

Por tanto, para completar la demostracion de (5.1) es necesario demostrar que 

7 f t/(0 ~f(x)]dt = 0 . 

h-*0 h J x 

En esta parte de la demostracion es donde se hace uso de la continuidad de / en x. 

Si se designa por G(h) el ultimo termino del segundo miembro de (5.3), 
se trata de demostrar que G(h) -* 0 cuando h -> 0. Aplicando la defmicion de 
limite, se ha de probar que para cada « > 0 existe un d > 0 tal que 

(5.4) G(h) < e siempre que 0 < h <6. 

En virtud de la continuidad de / en x, dado un e existe un numero positivo 3 
tal que: 


( 5 . 5 ) 


1/(0 -fix )I < *« 
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siempre que: 

(5.6) x — 6 < t < x + d . 

Si se elige h de manera que 0 < h < 8 , entonces cada t en el intervalo [x, x + h] 
satisface (5.6) y por tanto (5.5) se verifica para cada t de este intervalo. Apli- 
cando la propiedad iSl^git) dt\ < \ x x +h \g{t)\dt, cuando g(t) = f(t) — j(x), de la 
desigualdad en (5.5) se pasa a la reiacion: 

I rx+h I rx+h rx+h 

|J, [m-f(x)]dt\< j x \f(t)-m\dt < j x Je dt = < he . 

Dividiendo por h se ve que (5.4) se verifica para 0 < h < d. Si h < 0, un ra- 
zonamiento analogo demuestra que (5.4) se verifica siempre que 0 < |/i| < d , 
lo que completa la demostracion. 


5.2 Teorema de la derivada nula 

Si una funcion / es constante en un intervalo ( a, b), su derivada es nula en 
todo el intervalo (a, b). Ya hemos demostr'ado este hecho como una consecuencia 
inmediata de la definicion de derivada. Tambien se demostro, como parte c) del 
teorema 4.7, el reciproco de esa afirtnacion que aqui se presenta como teorema 
independiente. 

TEOREMA 5.2. TEOREMA DE LA DERIVADA NULA. Si f\x) = 0 para Cada X 
en un intervalo abierto l, es f constante en I. 

Este teorema, cuando se utiliza combinado con el primer teorema funda¬ 
mental del Calculo, nos conduce al segundo teorema fundamental que se estudia 
en la Seccion siguiente. 


5.3 Funciones primitivas y segundo teorema fundamental del calculo 

definiciOn de funcion primitiva. Una juncion P se llama primitiva 
(o antiderivada) de una funcion f en un intervalo abierto I si la derivada de P 
es f, esto es, si P\x) = f(x) para todo x en I. 

Por ejemplo, la funcion seno es una primitiva del coseno en todo intervalo 
porque la derivada del seno es el coseno. Decimos una primitiva y no la primi- 
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tiva, porque si P es una primitiva de / tambien lo es P + k para cualquier cons- 
tante k. Redprocamente, dos primitivas cualesquiera P y Q de la misma funcion 
/ solo pueden diferir en una constante porque su diferencia P — Q tiene la de- 
rivada 


P’(x) - Q'(x) =/(*) -f{x) = 0 


para toda x en / y por tanto, segun el teorema 5.2, P — Q es constante en /. 

El primer teorema fundamental del Calculo nos dice que podemos siempre 
construir una primitiva de una funcion continua por integracion. Cuando combi- 
namos esto con el hecho de que dos primitivas de la misma funcion tan solo 
difieren en una constante, obtenemos el segundo teorema fundamental del Calculo. 

TEOREMA 5.3. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. SupOnga- 
mos f continua en un intervalo abierto 1, y sea P una primitiva cualquiera de f 
en I. Entonces, para cada c y cada x en I, tenemos 

(5.7) P(x) = P(c) + { 7(0 dt . 

Demostracion. Pongamos A(x) — J*/(f) dt. Puesto que / es continua en cada 
x de I, el primer teorema fundamental nos dice que A\x) = f{x) para todo x de /. 
Es decir, A es una primitiva de / en /. Puesto que dos primitivas de / pueden di¬ 
ferir tan solo en una constante, debe ser A{x) — P(x) — k para una cierta cons¬ 
tante k. Cuando x = c, esta formula implica —P(c) = k, ya que A(c) = 0. Por 
consiguiente, A(x) - P(x) = -P(c), de lo que obtenemos (5.7). 

El teorema 5.3 nos indica como encontrar una primitiva P de una funcion 
continua /. Integrando / desde un punto fijo c a un punto arbitrario x y sumando 
la constante P{c) obtenemos P(x). Pero la importancia real del teorema radica 
en que poniendo la ecuacion (5.7) en la forma 

(5.8) {7(0 dt = P(x) - P(c ). 

se ve que podemos calcular el valor de una integral mediante una simple substrac- 
cion si conocemos una primitiva P. El problema de calcular una integral se ha 
transformado en otro problema, el de hallar la primitiva P de /. En la practica, 
el segundo problema es mas facil de abordar que el primero. Cada formula de 
derivacion proporciona de manera inmediata un ejemplo de una primitiva de una 
cierta funcion /, de donde resulta una formula de integracion para dicha funcion. 

De las formulas de derivacion antes estudiadas, y como consecuencia del se¬ 
gundo teorema fundamental, se pueden deducir las siguientes formulas de inte¬ 
gracion 



252 Relacidn entre integration y derivatidn 

ejemplo 1. Integratidn de potentias rationales. La formula de integracion 


ft h n+1 — a n+1 

(5.9) x" dx = 5-$L_ („ = 0, 1, 2,. . .) 

Ja n -+- 1 

se demostr6 directamente en la Seccion 1.23 a partir de la definition de integral. 
Aplicando el segundo teorema fundamental, puede hallarse de nuevo este resul- 
tado y adem&s generalizarlo para exponentes racionales. En primer lugar se ob- 
serva que la funcidn P definida por 


V n +1 

f5.10) P(x) = —— 

n + 1 

tiene como derivada P'(x) — x n para cada n entero no negativo. De esta igualdad 
valida para todo numero real x, aplicando (5.8) se tiene 


I 


» h n+1 — a n+1 

x n dx = P(b) - P(a) = - -— 

n + 1 


para cualquier intervalo [a,b], Esta fdrmula, demostrada para todo entero n > 0 
conserva su validez para todo entero negativo excepto n = — 1, que se excluye 
puesto que en el denominador aparece n + 1. Para demostrar (5.9) para n nega¬ 
tivo, basta probar que (5.10) implica F(x) = x n cuando n es negativo y^-l, 
lo cual es facil de verificar derivando P como funcion racional. Hay que tener en 
cuenta que si n es negativo, ni P(x) ni P'(x) estan definidas para x = 0, y al apli- 
car (5.9) para n negativo se deben excluir aquellos intervalos [a, b] que contienen 
el pun to x = 0. 

El resultado del ejemplo 3 de la Seccion 4.5, permite extender (5.9) a todos 
los exponentes rationales (excepto — 1) siempre que el integrando este definido 
en todos los puntos del intervalo [a, b] en consideracion. Por ejemplo, si 0<a<b 
y n = — | se tiene: 


| ~L dx = J . 

Ja yx J a 


- 1/2 


dx 


x^ 2 & 
2 " 


= 2(\/5 — \/a). 


En el capftulo siguiente se definira una funcion potencial general / tal que 
f(x) = x c para cada exponente real c. Se vera que esta funcidn tiene por derivada 
fix) = ex' -1 y por primitiva P(x) = x* +, /(c +1) si c# 1, lo que permitira 
extender la (5.9) a todo exponente real excepto — 1. 

Observese que P’(x) = 1/x no puede obtenerse por derivacidn de ninguna 
funcion de la forma P(x) = x”. No obstante, existe una funcion P cuva deri- 
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vada es P'(x) = l/x. Una tal funcion es evidentemente una integral indefinida de 
la misma; por ejemplo: 

f* 1 

P(x) = - dt si x > 0 . 

J i t 

Esta integral existe, puesto que el integrando es monotono. La funcion asf definida 
se llama logaritmo (mas concretamente, logaritmo natural). Sus propiedades se 
desarrollaran de forma sistematica en el capftulo 6. 


ejemplo 2. Integracion de seno y coseno. Puesto que la derivada del seno 
es el coseno y la del coseno menos el seno, el segundo teorema fundamental da 
las formulas siguientes: 


cos x dx = sen x 


b 

= sen b — sen a , 

a 


fit I 1 - , 

senx dx — ( — cos x) = cos a — cos b . 

la 

Estas formulas se conocfan ya, pues se demostraron en el capftulo 2 a partir de 
la definicion de integral. 

Se obtienen otras formulas de integracion a partir de los ejemplos 1 y 2 
tomando sumas finitas de terminos de la forma Ax n , B sen x, C cos x, donde 
A, B, C son constantes. 


5.4 Propiedades de una funcion deducidas de propiedades de su derivada 

Si una funcion / tiene derivada continua /' en un intervalo abierto /, el se¬ 
gundo teorema fundamental afirma que 

(5.11) f{x) = /(e) + \ X fit) dt 

J C 

cualesquiera que sean x y c en /. Esta formula, que expresa / en funcion de su 
derivada /', nos permite deducir propiedades de una funcion a partir de propieda¬ 
des de su derivada. Aunque las propiedades siguientes fueron ya discutidas en el 
capftulo 4, puede ser de interes ver que pueden deducirse como sencillas conse- 
cuencias de la igualdad (5.11). 

Supongamos que /' es continua y no negativa en 7. Si x > c, entonces 
Sr f{t) dt > 0, y por tanto /(x) > /(c). Es decir, si la derivada es continua y no 
negativa en /, la funcion es creciente en /. 
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En el teorema 2.9 se demostro que la integral indefinida de una funcion 
creciente es convexa. Por consiguiente, si /' es continua y creciente en I, la igual- 
dad (5.11) demuestra que / es convexa en /. Analogamente, / es concava en los 
intervalos en los que /' es continua y decreciente. 


5.5 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 10, encontrar una primitiva de /; es decir, encon- 


trar una funcion P tal que P'(x)= /(x) y aplicar el segundo teorema fundamental para calcu¬ 
lar j(x) dx. 

1. fix) = 5x 3 . 

6. f(x) = V2x + V^x, 

x > 0. 

2. fix) — 4x i — 12x. 

2x 2 - 6x + 7 

’■/w= 2VJ ■ 

x > 0. 

3. /(*) = (x + 1)(x 3 - 2). 

8. fix) = 2x 1/3 - x- 1/3 , 

x > 0. 

x 4 4- X - 3 

4. /(x) ^ , x* 0. 

9. /(x) = 3 sen x + 2x 5 . 


5. /(x) = (1 + Vx) 2 , x > 0. 

10. fix) = x 473 — 5 cos x. 


11. Demostrar que no existe ningun 

polinomio / cuya derivada este dada 

por la formula 


/'(*) = 1/x. 

12. Demostrar que Jo Id dt = |x|x| para todo numero real x. 

13. Demostrar que 


/: 


2x^ 

(t + \t\fdt = — (x + |x|) 


para todo x real. 


14. Una funcion / es continua para cualquier x y satisface la ecuacion 
[ /W dt = — J + x 2 + xsen 2x + \ cos 2x 
para todo x. Calcular /(j7r) y /'(Jrr). 


15. Encontrar una funcion / y un valor de la constante c, tal que: 

j fit) dt — cos x — £ para todo x real. 

16. Encontrar una funcion / y un valor de la constante c, tal que: 

J>*«* = sen x — x cos x — £ x 2 para todo x real. 
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17. Existe una funcion / defmida y continua para todo numero real x que satisface una 
ecuacion de la forma; 




+ c , 


donde c es una constante. Encontrar una formula expllcita para f(x) y hallar el valor 
de la constante c. 

18. Una funcion / esta defmida para todo real x por la formula 


J ** 1 
- 

o 


+ sen t 


2 + t 2 


■dt. 


Sin intentar el calculo de esta integral, hallar un polinomio cuadratico p(x) = a + bx + cx 2 
tal que p(0) —/(0), p'(0) =/'(0), y p"(0) = /"(0). 

19. Dada una funcion g, continua para todo x, tal que g(l)=5 e JJ g(t) dt = 2. Pongase 
J( x ) ~ l Jg (x — t f g(t) dt, demostrar que 


f'(x) = x J Q g(t) dt - j o tg(t) dt, 


y calcular /"(1) y /'"(1). 

20. Sin calcular las siguientes integrales indefinidas, hallar la derivada f’{x) en cada caso si 
j(x) es igual a 

(a) [J (1 + f 2 )“ 3 dt , (b) J* (1 + t 2 ) 3 dt , (c) J* (1 + ? 2 r 3 dt. 


21. Sin calcular la integral, calcular f(x) si / esta defmida por la formula 



/ 6 

1 + t* 


dt. 


22. En cada caso, calcular /(2) si / es continua y satisface la formula dada para todo x > 0. 

(a) J*/(/) dt = x 2 (l + x) . (c) j f Q (x) t 2 dt = x 2 (l + x) . 

(b) f(t) dt = x 2 (l + x) . (d) | o fit) dt = x . 

23. La base de un solido es el conjunto de ordenadas de una funcion no negativa / en el 
intervalo [0,a], Todas las secciones perpendiculares a ese intervalo son cuadrados. El 
volumen del solido es 


a 3 — 2 a cos a + (2 — a 2 ) sen a 


para todo a > 0. Suponiendo que / es continua en [0, a], calcular f(a). 
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24. Un mecanismo impulsa una partfcula a lo largo de una recta. Esta concebido de manera 
que la posicion de la partfcula en el instante f a partir del punto inicial 0 en la recta 

esta dado por la formula /(f) = 4- 2t sen f. El mecanismo trabaja perfectamente hasta 

el instante t = n en surge una averia inesperada. A partir de ese momento la partfcu¬ 
la se mueve con velocidad constante (la velocidad adquirida en el instante t — n). Cal- 
cular : a) su velocidad en el instante / = «■; b) su aceleracion en el instante t — 

c) su aceleracion en el instante f = f w ; d) su posicion a partir de 0 en el instante 

f = f j r. e) Hallar el instante t > n e n el que la partfcula vuelve al punto inicial 0, 

o bien demostrar que nunca regresa a 0. 


25. Una partfcula se desplaza a lo largo de una recta. Su posicion en el instante f es /(f). 
Cuando 0 < f < t, la posicion viene dada por la integral 



1 + 2 sen rrx cos -nx 
' 1 + x 2 


dx . 


(No intentar el calculo de esta integral.) Para f St 1, la partfcula se mueve con acelera¬ 
cion constante (la aceleracion adquirida en el instante f = 1). Calcular: a) su acelera¬ 
cion en el instante f = 2; b) su velocidad cuando f = 1; c) su velocidad cuando t > 1; 

d) la diferencia /(f) — /(1) cuando t > 1. 


26. En cada uno de los casos siguientes encontrar una funcion / (con segunda derivada f" 
continua) que satisfaga a todas las condiciones indicadas, o bien explicar por que no es 
posible encontrar una tal funcion. 

(a) /"(x) > 0 para cada x, /'(0) = 1, /'(1) = 0. 

(b) /"(x) > 0 para cada x, /'(0) = 1, /'(1) = 3. 

(c) /"(x) > 0 para cada x, /'(0) = 1, /(x) < 100 para cada positivo x. 

(d) /"(x) > 0 para cada x. /'(0) = 1, /(x) < 100 para cada negativo x. 


27. Una partfcula se mueve a lo largo de una recta, siendo su posicion en el instante f, /(f). 
Parte con una velocidad inicial /'(0) = 0 y tiene una aceleracion continua /"(f) > 6 para 
todo f en el intervalo 0 < f < 1. Demostrar que la velocidad es /'(f) > 3 para todo f en 
un cierto intervalo [a, b], donde 0 < a < b < 1, siendo b - a 


28. Dada una funcion / tal que la integral A(x) =j*f(t)dt exista para cada x en un inter¬ 
valo [a, 6]. Sea c un punto del intervalo abierto (a, 6). Considerar las siguientes afirma- 
ciones relativas a / y A: 


a) / es continua en c. 

b) / es discontinua en c. 

c) / es creciente en (a, b). 

d) /'(c) existe. 

e) /' es continua en c. 


a) A es continua en c. 

/?) A es discontinua en c. 
y) A es convexa en (a, b). 
5) A'(c) existe. 

e) A' es continua en c. 
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En una tabla como la dibujada aqut, poner 
una T en el cuadrado correspondienle si la 
afirmacion senalada con letra latina implica 
siempre la senalada con letra griega. Dejar los 
demas cuadrados en bianco. Por ejemplo, si a) 
implica a), marcaremos con una T el cuadrado 
de la esquina superior izquierda, etc. ... 



a 

fi 

V 

6 

€ 

a 






b 






c 






d 






e 







5.6 La notacion de Leibniz para las primitivas 

Volvamos ahora a estudiar la relacion entre integration y derivation. Primero 
comentemos un poco la notacion introducida por Leibniz. 

Hemos defmido una primitiva P de una funcion / como cualquier funcion 
para la que P\x) = f(x). Si / es continua en un intervalo, una primitiva viene 
dada por una formula de la forma 

= J c 7(o dt, 

y todas las demas primitivas pueden diferir de esa tan solo en un constante. 
Leibniz usd el stmbolo J'/(.v) dx para designar una primitiva general de /. Con 
esta notacion, una igualdad como 

( 512 ) j f(x) dx = P{x) + C 

se considera como otra forma de escribir P'(x) = f(x). Por ejemplo, ya que la 
derivada del seno es el coseno, podemos escribir 

(^■13) f cos x dx — sen* + C . 


Analogamente, ya que la derivada de x n+ '/{n + 1) es x n , podemos escribir 



x 


n+1 


n + 1 


(5.14) 


+ c , 
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para cualquier potencia racional con ta! que n¥= — 1. El si'mbolo C representa 
una constante arbitraria de modo que cada una de las igualdades (5.13) y (5.14) 
es en realidad una afirmacion en torno a un con junto completo de funciones. 

A pesar de la semejanza aparente, el si'mbolo //(*) dx es conceptualmente 
distinto del si'mbolo de integracion f(x) dx. Los dos han sido originados por 
procesos completamente distintos: la diferenciacion y la integracion. Sin em¬ 
bargo, como estos procesos estan relacionados por los teoremas fundamentales 
del Calculo, hay relaciones entre ambos si'mbolos. 

El primer teorema fundamental indica que cada integral indefinida de / 
es tambien una primitiva de /. Por lo cual, en (5.12) se puede sustituir P(x) por 
$ x c f(t)dt donde c es un cierto limite inferior y resulta: 

( 5 - 15 ) J f(x) dx = [ f(t) dt + C . 

Esto indica que se puede considerar el si'mbolo ff(x) dx como representante 
de una integral indefinida de /, mas una constante. 

El segundo teorema fundamental, expresa que para cada primitiva P de f 
y cada constante C, se tiene: 

[f( X )dx = [P(x) + c] 


Si se sustituye P{x) + C por j/(x) dx, esta formula se puede escribir en la forma: 


( 5 . 16 ) 


f(x) dx = | /(x) dx 


Las dos formulas (5.15) y (5.16) pueden considerarse como una expresion 
simbolica de los teoremas primero y segundo fundamentales del Calculo. 

Debido a una larga tradicion, muchos tratados de Calculo consideran el 
si'mbolo J/(x) dx como representante de una “integral indefinida” y no de una 
funcion primitiva o antiderivada. Esto esta justificado, en parte, por la ecua- 
cion (5.15) que dice que el si'mbolo J/(x)c/x es, ademas de una constante adi- 
tiva C, una integral indefinida de f. Por la misma razon, muchos formularios de 
Matematica contienen extensas listas de formulas llamadas «tablas de integrales 
indefinidas» siendo en realidad tablas de funciones primitivas. Para distinguir el 
si'mbolo J f(x) dx de J,',' f(x) dx el ultimo se denomina integral definida. Puesto 
que el segundo teorema fundamental reduce el problema de la integracion al 
de buscar primitivas, la expresion «tecnica de integracion» se refiere al estudio de 
un metodo sistematico para hallar primitivas. Esta terminologi'a se encuentra 
muchisimo en la literatura matematica y se adoptara tambien en este libro. Asi, 
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por ejemplo, cuando se pide la «integral» $f(x)dx se ha de ent.ender que lo que 
se desea es la primitiva mas general de /. 

Principalmente se siguen tres tecnicas en la construction de tablas de inte¬ 
grates indefinidas, que ha de conocer todo el que desee manejar agilmente el 
instrumento del Calculo. Son 1) integration por sustitucion (que se expondra en 
el apartado que sigue), metodo basado en la regia de la cadena; 2) integration 
por partes, metodo basado en la formula de diferenciacion de un producto (que 
se expondra en el apartado 5.9); y 3) integracion por descomposicion en frac- 
ciones simples, que es una tecnica algebraica que se discutira al final del capi- 
tulo 6. Estas tecnicas no solo explican como se han construido las tablas de 
integrates indefinidas, sino que tambien ensenan a transformar ciertas integrates, 
reduciendolas a otras basicas que se encuentran en las tablas. 


5.7 Integracion por sustitucion 

Sea Q la composition de dos funciones Pyg.es decir Q(x) — P[g(x)] 
para todo x en un cierto intervalo I. Si conocemos la derivada de P, sea 
P'(x) = j(x ), la regia de la cadena nos dice que la derivada de O viene dada por 
la formula Q'(x) = P'[g(x)]g'(x). Puesto que P' = /, esto nos asegura que 
Q'(x) = /[g(x)]g'(x). En otras palabras 

(5.17) P'(x) = f(x) implica Q'(x) = f[g(x)]g'(x). 

Con la notacion de Leibniz, esta afirmacion puede escribirse del modo siguiente; 
Si tenemos la formula de integracion 

(5.18) J/(.x) dx = P(x) + C , 
tenemos tambien la formula mas general 

(5.19) J/[g(x)]g'(x) dx = P[g(x)] + C . 

Por ejemplo, si f(x) = cos x, en la (5.18) debera ponerse P(x) = sen x, de 
modo que (5.19) se convierte en 

(5.20) j cos g(x) • g'(x) dx = sen g(x) + C . 

En particular, si g(x) = x 3 , se obtiene 

| cos x 3 • 3x 2 dx = sen x 3 + C , 
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resultado que se comprueba directamente y con facilidad puesto que la derivada 
de sen x 3 es 3x 2 cos x 3 . 

Observemos ahora que la formula general (5.19) esta relacionada a la (5.18) 
por un sencillo proceso mecanico. Supongamos que en (5.19) sustituimos g(x) por 
un nuevo sfmbolo u y reemplacemos g'(x) por du/dx, segun la notacion de Leibniz 
para las derivadas. Entonces la (5.19) se transforma en 

f/(w) dx = P(u) -f C . 

J dx 


A1 llegar aqui uno esta fuertemente tentado de reemplazar la combinacion — dx 

dx 

por du. Si lo hacemos, la ultima formula toma el aspecto 
(5.21) j f(u) du = P(u) + C . 

Observese que esta formula tiene exactamente la misma forma que (5.18), salvo 
que en todas partes en vez del sfmbolo x aparece el sfmbolo u. Es decir, cada 
formula de integracion tal como (5.18) puede dar lugar a otra mas general sin 
mas que hacer una simple sustitucion de sfmbolos. Se sustituye x en (5.18) por 
un nuevo sfmbolo u para obtener (5.21), y despues se considera que u representa 
una nueva funcion de x, tal como u = g(x). Reemplazamos entonces el sfmbolo 
du por la combinacion g\x) dx, y la igualdad (5.21) se reduce a la formula gene¬ 
ral (5.19). 

Por ejemplo, si sustituimos x por u en la formula / cos x dx = sen x + C, 
obtenemos 


(" cos u du — sen u + C . 

En esta ultima formula, u se puede reemplazar por g(x) y du por g'(x) dx, y re- 
sulta una formula correcta de integracion (5.20). 

Cuando este proceso mecanico se usa a la inversa, conduce al llamado metodo 
de integration por sustitucion. El objeto de este metodo es transformar una in¬ 
tegral con un integrando complicado, tal como J3x 2 cos x 3 dx, en una integral 
mas sencilla, como la / cos u du. El metodo es aplicable siempre que la integral 
original puede escribirse en la forma 

jflg(x)]g ’(*) dx , 

ya que la sustitucion 


« = g(x), du = g'(x) dx, 
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la transforma en Jf(u)du. Si se sabe efectuar esta integration, obtenemos una 
primitiva, llamemosla P(u), y la integral original se obtiene sustituyendo u por 
g(x) en la formula de P(u). 

El lector puede comprobar que no hemos atribuido significado alguno a los 
simbolos dx y du como tales. Se utilizan como instrumentos puramente for- 
males que nos ayudan a tratar las operaciones matematicas en forma mecanica. 
Cada vez que utilizamos el metodo, estamos en realidad aplicando la afirma- 
cion (5.17). 

El exito de este metodo depende de la habilidad en determinar la parte de 
integrando que se ha de substituir por el si'mbolo u, y esta habilidad se adquiere 
con la experiencia que se logra resolviendo casos particulares. Los ejemplos 
especialmente seleccionados que se dan a continuation ensenan la manera de 
aplicar este metodo en la practica. 

ejemplo 1. Integrar /x 3 cos x 4 dx. 

Solution. Se trata de encontrar / y g adecuadamente para poder escribir 
x 3 cosx 4 en la forma /[g(x)]g'(x). Puesto que cos x 4 es una funcion compuesta, 
se puede tomar /(x) = cos x y g(x) = x 4 , y de esta manera cos x 4 se expresa 
en la forma /[g(x)J. Con esta election de g es g'(x) = 4x 3 y por tanto 
/[g(*)]g'(x) = (cos x 4 )(4jc 3 ). El factor 4 que aparece de mas, se puede introducir 
facilmente multiplicando y dividiendo el integrando por 4. Ast se tiene: 

x 3 cos x 4 = l(cos x 4 )(4x 3 ) = i/[g(x)]g'(x). 

Haciendo ahora la sustitucion u = g(x) = x 4 , du = g'(x) dx = 4x 3 dx, se tiene 
| x 3 cos x 4 dx — 4 j* f(u) du — l I cos u du = £sen u + C . 

Sustituyendo u por x 4 en el resultado final, se obtiene la formula: 

(" x 3 cos x 4 dx = l sen x 4 + C , 


que se puede comprobar directamente por derivacion. 

Cuando se tiene un poco de practica algunos de los pasos se efectuan men- 
talmente, y el calculo se realiza de manera breve como sigue: 

Sea u — x 4 ; entonces, du = 4x 3 dx, y se obtiene: 
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Observese que el metodo se puede aplicar en este ejemplo, porque el exponente 
del factor x 3 es el de x en cos x 4 disminuido en una unidad. 

ejemplo 2. Integral / cos 2 x sen xdx. 

Solucidn. Sea u = cos x. entonces du = — sen xdx, y se tiene 


cos x sen 


x dx = — f 


(cos x)\— senx dx) 


— — f u 2 du =- J+C=- 


cos 3 x 


Tambien aqui se comprueba facilmente el resultado final por derivation. 


ejemplo 3. Integrar 


f sen V x 


Solution. Sea u=Vx =x 1 ' 2 , entonces du = |x -1 / 2 dx o sea dx/X / 'x = 2 du. 
Por tanto, 


J X dx = 2 jsen u du = —2 cos u + C = —2 cos Vx + C . 


ejemplo 4. Integrar 


f x dx 

J Vl + x 2 ' 


Solution. Sea u = 1 + x 2 , entonces du = 2x dx, es decir x dx = i du, y 
se obtiene: 

f^*=-fi C^du = u 1/2 + C = VTT7 + C . 

J\T+7 2 2 2 J 


El metodo de sustitucion es igualmente aplicable a las integrales definidas. 
Por ejemplo, para calcular la integral defmida jj /2 cos 2 x sen x dx se determina 
primero la integral indefinida, como se hizo en el ejemplo 2 , y luego haciendo 
uso del segundo teorema fundamental se puede escribir: 


cos 2 x sen x dx 


1 a W2 1 / 3 tt 3 _\ 1 

= — - cos X = — -1 cos-cos 01=-. 

3 o 3\ 2 / 3 


Algunas veces interesa aplicar el segundo teorema fundamental a la integral 
expresada en funcion de u; sin embargo, en este caso se han de introducir pre- 
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cisamente unos nuevos limites de integration. En primer lugar se presentara 
un ejemplo en el que se ponga de manifiesto el metodo que se sigue, y despues 
se justificara el proceso con un teorema general. 


EfEMPLO 5. 


Calcular 


I* 3 (x + 1) dx 
2 Vx 2 + 2x + 3 


Solution. Sea u — x 2 + 2x + 3. Entonces du = (2x + 2) dx y por tanto, 

(x + l) dx _ 1 du 
Vx 2 + 2x + 3 2 Vu ' 

Para obtener los nuevos limites de integration se tiene en cuenta que u = 11 si 
x = 2 y que u = 18 si x = 3, y en consecuencia es: 

r (*+’>'* = i rv^du = v-u I 18 =vis - vn. 

Jz Vx 2 + 2x + 3 2Ju In 


A1 mismo resultado se llega cuando se expresa todo en funcion de x. 


f 3 (x + 1 ) dx 
J 2 Vx 2 + 2x + 3 


= Vx 2 + 2x + 3 


= vTb-vTI. 


Demostramos ahora un teorema general que justifica el proceso seguido en 
el ejemplo 5. 

TEOREMA 5.4. TEOREMA DE SUSTITUCldN PARA INTEGRALES. SupongamOS 
que g tiene una derivada continua g en un intervalo abierto I. Sea J el conjunto 
de valores que toma g en I y supongamos que f es continua en J. Entonces para 
cada x y cada c en I, tenemos 

(5.22) r/WOWO dt = J 9 , du ■ 

v *’ c J y(c) 

Demostracidn. Sea a = g(c) y definamos dos nuevas funciones P y Q del 
siguiente modo: 


P(x) = ( f(u) du 


si x e J, 


Q(x) = I" f[g(t)]g'(t) dt si xel. 
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Puesto que P y Q son integrales indefinidas de funciones continuas, tienen deri- 
vadas dadas por las formulas 

P\x) = f{x), Q'ix) = f[g(x)]g’(x ). 

Llamemos ahora R a la funcion compuesta, R(x) = P[g(x)]. Con la regia de 
la cadena, encontramos 

R\x) = P r {g(x)]g'(x) =f[g(x)]g'(x) = Q\x ). 

Aplicando dos veces el segundo teorema fundamental, obtenemos 


fo(x) Coix) 

lie) f(u) du = L, P ' (u) du = - p tg(c)] = Rix) - Ric), 

y 

r/W0]f(0 dt = f Q\t) dt = f R'it) dt = Rix) - Ric). 

•>c *c •'C 


Esto demuestra que las dos integrales (5.22) son iguales. 

5.8 Ejercicios 

En los ejercicios del 1 al 20, aplicar el metodo de sustitucion para calcular las integrales. 


1 . JV lx + 1 dx. 

2 . JjcV 1 + 3 xdx. 

3. J"**V x+T dx. 

f 1,3 x dx 

J—2/3 V2 — 3x 

{x + 1 ) dx 




(x l 2 +2x + 2) 3 ' 

6. Jsen 3 x dx. 

7. jz(z — 1 dz. 


" J 


cos x dx 
sen 3 x 


9. J"* /4 cos 2xV 4 — sen 2x dx. 

1 °. f-^- 

J (3 + 


cos xf ' 
f sen x dx 

11 . ~r=~. 

J Vcos 3 6 7 * 

.. f 8 sen V x + 1 dx 

i VT+1 ' 

13. Jx" _1 sen x n dx, 
f x*dx 

14 ' 


n # 0. 


15. Jf(l +t) 1/ *dt. 

16. J(x* + 1 )~ 3/2 dx. 
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17. j".x 2 (8x 3 + 27) 2/3 dx. 

19. 

f (senx + cos x) dx 

J (senx — cosx) 1/3 ’ 

20. 


J: 

I 


Vl +x 2 + V(1 +X 2 ) 3 

(x 2 + 1 — 2x) 1/s t/x 
1 -x ' 


21. Deducir las formulas de los teoremas 1.18 y 1.19 por medio del metodo de sustitucion. 

22. Sea 


F(x, a) =JJ 


t v 


(r 2 + a 2 ) 9 


dt. 


donde a > 0 y p y q son enteros positivos. Demostrar que F(x, a) = a v+1 2Q F(xla, 1). 

23. Demostrar que 


r 1 dt I* 1 /* dt 

“J, 1 + f 2 


si x > 0 . 


24. Demostrar que 

j^ 1 x m (l - x) n dx = J* x"(l - x) m dx . 

si m y n son enteros positivos 

25. Demostrar que 


•»/2 
Jo 


cos’" 


xsen™ 


x dx =2 m 



cos" 1 x dx. 


si m es un entero positivo. 


26. (a) Demostrar que 



sen x) dx 


2Jo 


/(sen x) dx. 


[Indication: u = v — x]. 


(b) Aplicar (a) para deducir la formula: 

C T xsenx f 1 dx 

J 0 1 + cos 2 x * n J 0 1 + x 2 ' 

27. Demostrar que JJ (1 — x 2 ) n ~ 1/a dx = Jj 2 cos 2 ’ 1 u du si n es un entero positivo. [Indica¬ 
tion: x — sen u.] La integral del segundo miembro se puede calcular por el metodo de 
integracion por partes que se expondra en la Seccion siguiente. 
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5.9 Integration por partes 

Se demostro en el capitulo 4 que la derivada de un producto de dos fun- 
ciones / y g esta dada por la formula: 

h'(x) = f(x)g'(x) + f(x)g(x) , 

donde ti(x) = f(x) ■ g(x). Traduciendo esto a la notation de Leibniz para pri- 
mitivas se tiene J f(x)g'(x) dx + J f'(x)g(x) dx = f(x)g(x) + C, que se escribe 
usualmente en la forma 


(5.23) J f(x)g'(x) dx = f(x)g(x) - J/'(x)g(x) dx + C . 


Esta igualdad, conocida por formula de integracidn por partes, da lugar a una 
nueva tecnica de integracidn. 

Para calcular una integral, por ejemplo J k(x) dx, aplicando (5.23), se han 
de encontrar dos funciones / y g de manera que k(x) se pueda escribir en la 
forma /(x)g'(x). Si esto es posible, aplicando (5.23) se tendra: 

| k(x) dx = f(x)g(x) - J g (x)f’(x) dx + C, 


reduciendose el calculo de la integral dada al de la J g(x)f'(x) dx. Para que 
el metodo sea eficaz se han de elegir / y g adecuadamente, de manera que esta 
ultima integral pueda calcularse con mas facilidad que la original. Algunas 
veces, reiterando la aplicacion de (5.23) se llega a una integral de mas facil 
calculo o que se encuentra en la tabla. Los ejemplos resueltos a continuation 
ponen de manifiesto las ventajas de este metodo. En el caso de integrales defi- 
nidas, la formula (5.23) se transforma en 


P/(*)g'(x) dx =f(b)g(b ) — f(a)g(a) - j”f'(x)g(x) dx . 

J a t 'a 

Poniendo u = f(x) y v = g(x) se tiene du = f'(x) dx. y dv = g'(x) dx y la 
formula de integracidn por partes toma una forma abreviada que parece mas 
facil de recordar: 


(5.24) 


J u dv = uv — [ v du + C . 
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ejemplo 1. Integrar Jx cos x dx. 

Solution. Se elige f(x) — x y g'(x) = cos x, de donde f(x) = 1 y g(x) = 
= sen* y en virtud de (5.20) se tiene: 

(5.25) J x cos x dx = x senx — j sen x dx + C = xsen x + cos x + C . 
Observese que en este caso, la segunda integral ya es conocida. 

Para efectuar el mismo calculo utilizando la notation abreviada de (5.24) se 
escribe: 

u = x, dv — cos x dx , 

du — dx, v = j" cos x dx = sen x , 

| x cos x dx — uv — j" v du = x senx — j"sen x dx + C = xsen x + cos x + C . 

Si se hubiera elegido u — cos x y dv = x dx, de donde du = — sen x dx 

y v =£x 2 , y (5.24), resultaria: 

J xcosx dx =|x 2 cos x — j j x 2 (—senx) dx + C = Jx 2 cosx + i j x 2 senx dx + C ■ 

Como la ultima integral que aparece no ha sido todavia calculada, esta eleccion 
de u, v no es util para el calculo de la integral dada. Observese, sin embargo, 
que esta ultima ecuacion podrfa resolverse respecto a fx 2 sen x dx y aplicar 

(5.25) con lo cual se obtendria: 

J x 2 sen x dx = 2x sen x + 2 cos x — x 2 cos x + C . 
ejemplo 2. Integrar /x 2 cosxdx. 

Solution. Sea u — x 2 y dv = cos x dx, entonces du = 2 xdx y v — 

J cos x dx = senx, con lo cual se tiene: 

(5.26) J x 2 cos x dx = j u dv = uv - j v du + C = x 2 sen x — 2 J x sen x dx + C . 
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Esta ultima integral se puede calcular aplicando de nuevo el metodo de integra¬ 
cidn por partes, Puesto que es analogo al ejemplo 1, se puede escribir directa- 
mente el resultado 


/ 


x senx dx 


—x cos x + sen x + C . 


Sustituyendo en (5.26) y agrupando las dos constantes arbitrarias en una, se 
tiene: 


j" x 2 cos x dx = x 2 sen x + 2x cos x — 2 sen x + C . 


ejemplo 3. Algunas veces el metodo falla porque conduce de nuevo a la 
integral original. Por ejemplo, al intentar calcular por partes la integral 
Jx~ l dx. Si se hace u — x y dv = x~ 2 dx, entonces fx~' dx = fudv. Con esta 
eleccidn de u y v se tiene du = dx y v = — x~* de manera que (5.24) da: 

(5.27) J x _1 dx = j u dv = uv — j v du + C = — 1 + j" x _1 dx + C , 

y se vuelve al punto de partida. Por otra parte, la situacion no mejora si se in- 
tenta u = x" y dv = x~” _1 dx. 

Este ejemplo se usa con frecuencia para evidenciar la importancia de no 
olvidar la constante arbitraria C. Si en la formula (5.27) no se hubiera escrito 
la C, se hubiera llegado a la ecuacion /x _1 dx = — 1 + Jx _1 dx que se utiliza 
algunas veces para dar una aparente demostracion de que 0 = — 1. 

Como aplicacion del metodo de integracidn por partes, se obtiene otra ver- 
sidn del teorema del valor medio ponderado para integrales (teorema 3.16). 

TEOREMA 5.5. SEGUNDO TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES. 
Supongamos que g es continua en [a, 6 ], y que f tiene derivada continua y que 
nunca cambia de signo en [a, 6 ], Entonces, para un cierto c de [a, b], tenemos 

(5.28) J /(x)g(x) dx = f(a) [ g(x) dx + f(b ) T g(x) dx . 

*>a 

Demostracion. Sea G(x) — j* g(t) dt. Como que g es continua, tenemos 
G’(x) = g(x). Por consiguiente, la integracidn por partes nos da 


(5.29) f/(x)g(x) dx = fV(x)G'(x) dx = f(b)G(b) - fY(x)G(x) dx , 

J a d a j a 
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puesto que G{a) = 0. Segun el teorema del valor medio ponderado, se tiene 
j" f'(x)G(x) dx = G(c) \ b f'(x)dx = G(c)[f(b)-f(a)] 

•'a Ja 

para un cierto c en [a,b], Por consiguiente (5,29), se convierte en 
f/(x)g(x) dx = f(b)G(b) - G(c)[f(b) -f(a)] = f(a)G(c) + f(b)[G(b) - G(c)]. 

Esto demuestra (5.28) ya que G(c ) = J' g(x) dx y G(b) — G(c) = fc g(x)dx. 


5.10 Ejercicios 

Con el metodo de integracion por partes calcular las integrales de los Ejercicios 1 al 6. 


1. jx sen x dx. 

2. J x 2 sen x dx. 

3. Jx 3 cos x dx. 


4. J x 3 sen x dx. 

5. j"sen x cos x dx. 

6. Jxsenxcosxc/x. 


7. Con la integracion por partes deducir la formula 


Jsen 2 x dx = — sen* cos x + j cos 2 x dx . 


En la segunda integral, poner cos 2 x = 1 -sen 2 x y asi deducir la formula 


Jsen 2 x dx = |x - Jsen 2x . 


8. Integrando por partes deducir la formula 


Jsen” x dx — —sen” 1 x cos x + (n — 1) Jsen” -2 x cos 2 x dx . 

En la segunda integral, poner cos 2 x = 1 — sen 2 x y con eso deducir la formula recurrente 


sen" x cos x 

1 x dx - - 1- 

n 




sen” 2 x dx . 


9. Con los resultados de los Ejercicios 7 y 8 demostrar que 


(a) sen 2 x dx = - . 
Jo 4 
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(V 2 

3 

/•*/ 2 

3 7T 

(b) 

sen 4 x dx = - 
0 4 , 

sen 2 xdx =7— 
Jo 


fir/2 

• 5 

fr/2 

5 TT 

(c) 

| sen 6 x dx = - 
o 6 ■ 

Jo 


10. Con los resultados de los Ejercicios 7 y 8 deducir las siguientes fdrmulas. 

(a) jsen 3 xdx = -§ cos x + iV cos 3x. 

(b) Jsen 4 xdx =%x - £sen2x + sen4x. 

(c) Jsen 5 xdx = —§x + -£g cos 3x - ro cos 5x. 

11. Con la integracidn por partes y los resultados de los Ejercicios 7 y 10 deducir las si¬ 
guientes fdrmulas. 


(a) Jxsen 2 xdx = { x 2 — J x sen lx — | cos 2x. 

(b) Jxsen 3 x dx = f sen x - aV sen 3x - fx cos x + x cos 3x. 

(c) Jx 2 sen 2 x dx = Jx 3 + (| - |x 2 )sen 2x - £x cos 2x. 

12. Integrando por partes deducir la f6rmula recurrente 


Jcos" 


x dx — 


cos" 1 x sen x n — 1 


+ ■ 


- 1 f 

— cos”" 

n J 


2 x dx . 


13. Utilizar el resultado del Ejercicio 12 para obtener la fdrmula siguiente. 

(a) J cos 2 xdx = \x + { sen 2x. 

(b) Jcos 3 xdx = f sen x + jV sen 3x. 

(c) Jcos 4 x dx — fx + f sen 2x + ^2 sen4x. 

14. Integrando por partes demostrar que 

Jvi -x 2 dx=xVl - x 2 +f^===dx. 

Poner x 2 = x 2 — 1 + 1 en la segunda integral y deducir la fdrmula 
Jvi - x 2 dx = }xVl -x 2 + i jj [ dx. 
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15. a) Usar la integration por partes para deducir la formula 


* 


x{a 2 — x 2 ) n 2 a 2 n 
(a 2 — x 2 ) n dx = —-—;—;-h 


- | (a 2 - x 2 )” 


1 dx + C . 


2n + 1 2 n + 

b) Utilizar la parte a) para calcular Jj} ( a 2 — x 2 ) 5/2 dx. 

16. (a) Si I n (x) = jj t n (t 2 + zz 2 ) -1/2 dt, aplicar el metodo de integration por partes para 
demostrar que 


nl n (x) = x n ~Wx 2 + a 2 — (n — l)a 2 I n _ 2 (x) si n >2 . 


(b) Aplicando (a) demostrar que Jo x 5 (x 2 + 5) 1,2 dx = 168/5 — 40'\/5/3. 

17. Calcular la integral Ji l r 3 (4 + t 3 )~ V2 dt, sabiendo que Jit (4 + / 3 ) 1/2 dt = 11,35. De¬ 
jar el resultado en funcion de y V3U 

18. Integrando por partes deducir la formula 

f sen n+1 x _ sen" x _ n_ f sen" -1 * ^ 

J cos m+1 x m cos™ x m J cos”* -1 x 

Aplicar la formula para integrar J tan 2 x dx y J tan 4 x dx. 


19. Integrando por partes deducir la formula 


'cos m+1 

sen"+ 1 . 


X 1 COS™ X 

— dx — --— 


m f cos™ 1 x 
n J sen" -1 x 


dx. 


Utilizar la formula para integrar J cot 2 x dx y j cot 4 x dx. 


20. a) Hallar un entero n tal que n JJ xf"(2x) dx = Jjj tf"(t ) dt. 

b) Calcular xf'(2x)dx, sabiendo que /{0) = 1, /(2) = 3, y /'(2) = 5. 

21. a) Si 4>" es continua y no nula en [a, ft], y si existe una constante m> 0 tal que 
<j>'(t) > m para todo t sn [a,b], usar el teorema 5.5 para demostrar que 


f 


sen <j>(t) dt 



[ Indication: Multiplicar y dividir el integrando por 

b) Si a > 0, demostrar que |J* sen (/ 2 ) dt\ <, 2/a P ara todo x > a. 
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*5.11 Ejercicios de repaso 

1. Sea / un polinomio tal que /(0) = 1 y sea g(x) = x'f(x). Calcular g(0), g'(0), .... ^(0). 

2. Hallar un polinomio P de grado < 5 tal que P(0) = 1, P( 1) =2, P’( 0) = P"( 0) = 
= P'(l) = P"( 1) = 0. 

3. Si f(x) = cos x y g(x) = sen x, demostrar que 

f M (x) = cos (x + $nn) y g in) (x) = sen(x + l n7T )- 

4. Si h(x) = }(x)g(x), demostrar que la derivada w-esima de h viene dada por la formula 

h M (x )= 2(lV <(:)w ‘ ?<n ~ ,:)(x >’ 

*=o' 

en donde (J) representa el coeficiente binomial. Esta es la Uamada fdrmula de Leibniz. 

5. Dadas dos funciones / y g cuyas derivadas /' y g' satisfacen las ecuaciones 

(5.30) f(x) =g(x), g\x) = -f(x), /(0) =0, £(0) = 1 , 

para todo x en un cierto intervalo abierto / que contiene el 0. Por ejemplo, esas ecua¬ 
ciones se satisfacen cuando f(x) = sen x y g(x) = cos x. 

a) Demostrar que f\x) + g'\x) = 1 para todo x de /. 

b) Sean F y G otro par de funciones que satisfagan (5.30). Demostrar que F(x) = j(x) y 
G(x) — g(x), para todo x de /. 

[ Indicacidn: Considerar h(x) = [F{x) — fix)] 2 + [G(x) — gix)] 2 .] 

c) iQu^ mas se puede decir acerca de las funciones / y g que satisfacen (5.30)? 

6. U na funci6n /, definida para todo numero real positivo, satisface la ecuacidn j(x 2 ) = x 3 
para cada x > 0. Determinar /'(4). 

7. Una funcion g definida para todo numero real positivo satisface las dos condiciones si- 
guientes: g(l) = 1 y g’(x 2 ) = x 3 para todo x > 0. Calcular g(4). 

8. Demostrar que 


I 


*sen t 
o f + 1 


dt £ 0 


para todo x > 0. 



Figura 5.2 Ejercicio 9. 
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9. Sean C 1 y C 2 dos curvas que pasan por el origen tal como se indica en la figura 5.2. 
Una curva C se dice que «biseca en area* la region entre C a y C 2 , si para cada punto P 
de C las dos regiones A y B sombreadas en la figura, tienen la misma area. Determinat 
la curva superior C 2 , sabiendo que la curva bisectriz C tiene de ecuacion y = x 2 y que 
la curva inferior C ( tiene de ecuacion y =\x 2 . 

10. Una funcion / esta definida para todo x como sigue: 


m = 


si x es racional, 
si x es irracional. 


Pongase Q(h) = f(h)jh si h ^ 0. a) Demostrar que Q(h) —> 0 cuando h —> 0. b) De- 
mostrar que / tiene derivada en 0, y calcular f'(0). 

En los ejercicios 11 al 20, calcular las integrales dadas. Intentar la simplificacidn de los 
calculos utilizando el metodo de sustitucion o la integration por partes cuando sea posible. 


11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

21 . 

22 . 

23. 


f (2 + 3jc) sen 5x dx. 

16. 

[V(1 - xf° dx. 

Jjc\/1 + x 2 dx. 

17. 

r 2 i 

x~ 2 sen - dx. 

Ji * 

j\x(x 2 - If dx. 

18. 

Jsen x — 1 dx. 

f 1 2x + 3 


x sen x 2 cos x 2 dx. 

77-—-o dx. 

19. 

Jo (6x + If 


J 

I xH. 1 + x^f dx. 

20. 

fv 1+3 cos 2 x sen 


Demostrar que el valor de la integral 375jc 5 (jc 2 + 1) i dx es 2" para un cierto en- 
tero n. 

Determinar un par de numeros a y b para los cuales |’» ( ax + b)(x 2 + 3x + 2)~ 2 dx = 
= 3/2. 

Sea I n = JJ(1 — x 2 ) n dx. Demostrar que (2 n + 1 )/„ = 2 n 7„_i, y utilizar esta relacion 


h’ ^3) 7i> y h- 

24. Sea F(m, n) = J* t m { 1 -f t) n dt, m > 0, n > 0. Demostrar que 


{m + l)F(m, n ) + tiF(m + !,« — !)= x m+1 (l + x) n . 


Utilizar este resultado para calcular F(10, 2). 

25. Sea f(n) = J^ /4 tan n x dx donde n > 1. Demostrar que 

(a) fin + 1) </(«). 
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(b) fin) +f(n - 2 ) = j- si n > 2 . 
(e) < 2fin) < si n > 2 . 


26. Calcular /(O), sabiendo que finr) = 2 y que JJ[/(x) + /"(x)] sen x t/x = 5. 

27. Designar por A el valor de la integral 


I 


r cos x 


dx. 


Jo (x + If 

y calcular la siguiente integral en funcidn de A: 


r 


sen x cos x 
x + 1 


■ dx . 


Las formulas de los Ejercicios 28 al 33 aparecen en tablas de integrales. Comprobar cada 
una de ellas por cualquier ctro metodo. 


28 

29 

30 


V a + bx 


•J 

. I xW' 


dx = 2V a + bx + a 


dx 


+ C. 


ax + b dx = 

dx = 


a(2n + 3) 
2 


J xVa + bx 

|x n (ax + b) m — nb jx n ~ 1/ f r ax~+~b dxj + C(n A — 


+ bx 
dx 


(2 m + 1)6 

C dx \/qx + b (2n — 3 )a C dx 

31. - 7 , . = - YaX + ° - Jr-— - t= + C in A 1). 

J xW ax + b in — 1 )bx n 1 (2« — 2)6 J x n Wax + 6 


f a + bx — ma f _ rfx) + C im A — i). 

\ J V a + bx I 

dx 


Wax + 6 

f cos” 1 X cc 

32. -— dx = ;- 

J sen” x (w — 

fcos” 1 x cos m+1 x m — n + 2 f cos” 1 x 

33 . —-— dx = - ;---^-:— —dx + C in -A 1). 

J sen” x (n — l)sen" *x n — 1 Jsen" i x 


n) sen” Lc m 


1 fcos” 1-2 ; 
n J sen” x 


t/x + C im A n). 


34. a) Encontrar un polinomio P(x) tal que P\x) — 3P(x) = 4 — 5x + 3x 2 . Demostrar que 
existe una sola solucion. 

b) Si Q(x) es un polinomio dado, demostrar que existe uno y s61o un polinomio P(x) 
tal que P'(x) — 3 P(x) = Q(x). 

35. Una sucesion de polinomios (llamados polinomios de Bernoulli) se define por induccidn 
como sigue: 


W = i; KM = <-tW 


y JJi’nW dx = 0 si n ^ 1. 
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a) Determinar formulas exph'citas para P\(x), P 2 (x), . . . , P b (x). 

b) Demostrar, por induccion, que P„(x) es un polinomio en x de grado n, siendo el ter- 
mino de mayor grado x”. 

c) Demostrar que P„(0) = P„(l) si n > 2. 

d) Demostrar que P n (x + 1) - P„(x) = wx n_1 si n > 1. 

e) Demostrar que para n < 2 tenemos 




(x) dx = 


Pn+ i(*) - -Pr,+ l(0) 
n + 1 


f) Demostrar que P n (l — a) = ( — l)".P n (x) si n > 1. 

g) Demostrar que T^n+lCO) — 0 y Pin—lQt) — 0 si 7J > 1 . 

36. Suponiendo que |/"(a)| < m para cada a en el intervalo [0,a], y que / toma su mayor 
valor en un punto interior de este intervalo, demostrar que |/'(0)|+ /'(a)] < am. Puede su- 
ponerse que /"saa continua en [ 0 , a] . 
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FUNCI6N LOGARITMO, 

FUNCI6N EXPONENCIAL Y 
FUNCIONES TRIGONOMfiTRICAS INVERSAS 


6.1 Introduccion 

Quien fije su atencion en relaciones cuantitativas, o estudia propiedades 
de funciones conocidas, o trata de descubrir propiedades de una funcion des- 
conocida. El concepto de funcion es tan extenso y tan general que no es sor- 
prendente encontrar una inmensa variedad de funciones que se presentan en la 
naturaleza. Lo que si es sorprendente es que un corto numero de funciones espe- 
ciales rijan una multitud de fenomenos naturales totalmente diferentes. En este 
capitulo se estudiaran algunas de estas funciones, en primer lugar la funcion 
logaritmica y su inversa (la funcion exponencial) y luego las funciones inversas 
de las funciones trigonometricas. Todo aquel que estudie Matematica, ya sea 
como una disciplina abstracta, o como instrumento en otros dominios cientfficos, 
encontrara indispensable un conocimiento teorico y practico de estas funciones 
y sus propiedades. 

Probablemente el lector habra tenido ocasion de trabajar con logaritmos 
de base 10 en Algebra elemental 0 Trigonometria. La definicion dada corrien- 
temente en Algebra elemental es la siguiente. Si x > 0, el logaritmo de x en 
base 10, indicado por log 10 x es un un numero real u tal que 10“ = x. Si x — 10“ 
e y — 10“, se tiene: xy — 10 u+ “, igualdad que por medio de logaritmos se 
expresa de la forma siguiente: 

(6.1) log 10 (xy) = login X + login y • 

Esta propiedad fundamental, hace que los logaritmos sean particularmente aplica- 
bles a los calculos que contienen multiplicaciones. Es practico usar el numero 10 
como base ya que los numeros reales se escriben comodamente en el sistema de¬ 
cimal, y algunos numeros importantes tales como 0,01, 0,1, 1, 10, 100, 1000,... 
tienen por logaritmos los enteros — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, ..., respectivamente. 
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Sin embargo, no es preciso tomar como base el numero 10; cualquier otro 
entero y positivo b ¥= 1 tambien puede tomarse como base; asi: 

(^•2) u = log 6 x significa x = b u , 

y la propiedad fundamental (6.1) se expresa aqui: 

(6-3) logs (xy) = log* x + log b y. 

Examinando la definicion (6.2) desde un punto de vista critico, se le en- 
cuentran algunos fallos logicos. En primer lugar, para entender (6.2) es preciso 
saber que significa b u . Cuando u es un entero o un numero racional (cociente 
de dos enteros) es facil de definir, pero no ocurre lo mismo cuando u es irracional. 
Por ejemplo, icomo se definira 10^? Aunque se llegue a obtener una definicion 
satisfactoria para b u , se presentan otras dificultades hasta poder llegar a con- 
siderar (6.2) como una buena definicion de logaritmo: se habra de demostrar 
que para cada x > 0, existe un u tal que x = b u ; y ademas que la ley de los 
exponente b"b v — b u+v , se verifica para todos los exponentes reales u y v. 

Se pueden veneer todas estas dificultades y llegar a una definicion satis¬ 
factoria de logaritmo por este metodo pero el proceso es largo y pesado. Afor- 
tunadamente, el estudio de los logaritmos se puede llevar a cabo por un ca- 
mino completamente distinto que es mucho mas simple y muestra el poder y 
la elegancia de los metodos de calculo: primero se introduce el logaritmo, y 
luego se usan los logaritmos para definir b u . 


6.2 Definicion del logaritmo natural como integral 

El logaritmo es un ejemplo de un concepto matematico que puede ser defi- 
nido por muchos caminos distintos. Cuando un matematico intenta formular 
una definicion de un concepto, en general tiene en su pensamiento una serie 
de propiedades que el desea que tenga este concepto. Examinando estas pro- 
piedades es conducido frecuentemente a una formula o proceso simple que 
sirve como definicion y de la cual surgen estas propiedades como deducciones 
logicas. Se vera a continuacion como mediante este proceso se puede llegar a 
la definicion de logaritmo. 

Una de las propiedades que se desea que tenga el logaritmo es que el loga¬ 
ritmo de un producto sea igual a la suma de los logaritmos de cada uno de 
los factores. Esta propiedad se considerara en si misma y se vera a donde se 
puede llegar a partir de ella. Si se supone el logaritmo como una funcion /, 
se desea que esta funcion tenga la propiedad expresada por la formula 

(6.4) f(xy) = f(x) +f(y) 

donde x, y, xy pertenecen al dominio de la funcion /. 
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Una ecuacion tal como (6.4) que expresa una relation entre los valores de 
una funcion en dos o mas puntos, se denomina una ecuacion funcional. Muchos 
problemas matematicos se reducen a resolver una ecuacion funcional en la que 
una solution es una funcion que la satisfaga. Ordinariamente una ecuacion de 
esta clase tiene muchas soluciones distintas y en general es muy dificil encon- 
trarlas todas. Es mas facil buscar solo aquellas soluciones que tienen alguna otra 
propiedad, tal como continuidad o diferenciabilidad, y generalmente estas son 
las unicas soluciones que interesan. Este criterio es el que se adoptara en la 
resolution de (6.4) buscandose solamente las soluciones diferenciables. Sin em¬ 
bargo es interesante ver que consecuencias se pueden deducir de (6.4) sin im- 
poner a / ninguna otra restriccion. 

Una solucion de (6.4) es la funcion que es cero en todo el eje real; y ade- 
mas, es la unica solucion de (6.4) que esta definida para todos los numeros rea¬ 
les. En efecto: sea / una funcion que satisfaga (6.4), si 0 pertenece al dominio 
de / se puede poner y = 0 en (6.4) obteniendose /(0) = f(x) + /(0) lo que 
implica que /(x) = 0 para cada x en el dominio de /. Dicho de otra forma, si 0 
pertenece al dominio de /, / ha de ser identicamente nula. Por tanto, una solu¬ 
cion de (6.4) no identicamente nula no puede estar definida en 0. 

Si / es una solucion de (6.4) y el dominio de / contiene el punto 1, se puede 
poner x = y = 1 en (6.4) y se obtiene /(l) = 2/(1), de donde 


/(!) = 0 . 

Si ambos 1 y — 1 pertenecen al dominio de / se puede tomar x= — ley= — 1 
de donde se deduce /(1) = 2/( — 1) es decir /( —1) = 0. Si ahora, x, — x, 1 
y — 1 pertenecen al dominio de /, se puede poner y = — 1 en (6.4) obtenien¬ 
dose /( — x) = /( —1) 4- /(x), y puesto que /(— 1) = 0 se tiene 

/(-*)=/(*)• 

es decir, toda solucion de (6.4) es necesariamente una funcion par. 

Supongase ahora, que / tiene una derivada /'(x) en cada x ¥= 0. Dejando 
y fijo en (6.4) y derivando respecto a x (aplicando en el primer miembro la regia 
de la cadena) se tiene: 


yf'( x y) =/'(*) • 

Si x = 1, de esta ecuacion se deduce y/'(y) = /'(l) y, por tanto, se tiene: 


/'GO = 


/'(l) 


para cada y ^ 0 . 
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En esta ecuacion se ve que la derivada f es mondtona y por tanto inte¬ 
grate en cada intervalo cerrado que no contenga el origen. Ademas, /' es con- 
tinua en cada uno de estos intervalos y se puede aplicar el segundo teorema 
fundamental del Calculo escribiendo 

/(*) - m = fV(o dt = /'(i) f-- dt. 

J c Jet 

Si x > 0, esta ecuacion es valida para cada positivo c > 0, y si es x < 0 es 
valida para cada c negativo. Puesto que /(1) = 0, eligiendo c = 1 se tiene 

si x>0. 

Ji t 

Si x es negativa, — x es positiva y puesto que fix) = /(— x) se tiene: 

si x<0. 

J i t 

Estas dos fdrmulas para f(x) pueden reunirse en una que es valida tanto si x 
es positiva como negativa, a saber: 

(6.5) f{x) = /'(l) f ~dt si x/0. 

J i t 

En consecuencia, si existe una solucion de (6.4) que tiene una derivada en cada 
punto x ¥= 0 esta solucion ha de venir dada necesariamente por la formula integral 
de (6.5). Si /'(1) = 0, entonces (6.5) implica que fix) = 0 para cada r#0 y 
esta solucion coincide con la identicamente nula. Por tanto, si / no es identica- 
mente nula ha de ser /'(1) # 0, en cuyo caso se pueden dividir ambos miembros 
de (6.5) por /'(1) obteniendose 

f 1*1 i 

( 6 . 6 ) g(x) =J - dt si x 5 ^ 0, 

donde gix) = /(x)//'(l). La funcion g es tambien una solucion de (6.4), puesto 
que si / es solucion tambien lo es cf. Esto demuestra que si (6.4) tiene una 
solucion que no es la identicamente nula, y si esta funcion es derivable en todos 
los puntos, excepto en el origen, entonces la funcion g dada por (6.6) es una 
solucion, y todas las soluciones pueden obtenerse de esta multiplicando g por 
una constante conveniente. 
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Se ha de observar que este razonamiento no demuestra todavia que la funcion 
g de (6.6) sea una solucion, puesto que se ha deducido (6.6) en la hipotesis de 
que existia por lo menos una solucion no identicamente nula. La formula (6.6) 
sugiere un camino para construir una tal solucion, que se obtiene operando en 
sentido contrario. Es decir, mediante (6.6) se define la funcion g y luego se com- 
prueba que esta funcion satisface (6.4). Este razonamiento induciria a tomar como 
definicion de logaritmo, la funcion g dada en (6.6), y entonces dos numeros dis- 
tintos tendrian un mismo logaritmo, puesto que la funcion g tendrfa la propiedad: 
g(x) — g(— x). En atencion a consideraciones que posteriormente se haran, es 
preferible definir el logaritmo de manera que dos numeros distintos no tengan el 
mismo logaritmo, lo cual se logra definiendo el logaritmo solo para los numeros 
positivos. Por tanto, se tomara la siguiente definition. 


6.3 Definicion de logaritmo. Propiedades fundamentales 

definici6n. Si x es un numero real positivo, definimos el logaritmo natural 
de x, designado provisionalmente por L(x), como la integral 

(6.7) L(x) =1^ dt. 

Cuando x > 1, L(x) puede interpretarse geometricamente como el area de la re¬ 
gion sombreada de la figura 6.1. 

teorema 6.1. La funcion logaritmo tiene las propiedades siguientes: 

a) L( 1) = 0. 

b) L'(x) = - para todo x > 0. 

c) L(ab) = L(a) + L(b) para todo a > 0, b > 0. 

Demostracion. La parte a) se deduce inmediatamente de la definicion. Para 
demostrar b), observemos simplemente que L es una integral indefinida de una 
funcion continua y apliquemos el primer teorema fundamental del Calculo. La 
propiedad c) es consecuencia de la propiedad aditiva de la integral. Escribamos 



En la ultima integral hemos hecho la sustitucion u = t/a, du = dt/a, y encon- 
tramos que la integral se reduce a L{b), lo que demuestra c). 
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y 



Figura 6.1 lnterpretacidn del logaritmo 
como un drea. 


y 



Figura 6.2 Grdfica del logaritmo natural. 


6.4 Grafica del logaritmo natural 

La grdfica de la funcidn logaritmo tiene el aspecto que se aprecia en la figu¬ 
ra 6.2. Muchas propiedades de esta curva pueden obtenerse, sin efectuar ningun 
cdlculo, simplemente refiriendose a las propiedades del teorema 6.1. Por ejemplo, 
a partir de b) vemos que L tiene derivada positiva siempre de modo que es 
estrictamente creciente en todo intervalo. Puesto que L(l) = 0, la grafica esta 
situada por encima del eje x si x > 1 y por debajo si 0 < x < 1. La curva tiene 
pendiente 1 cuando x = 1. Para a: > 1, la pendiente decrece gradualmente hacia 
cero cuando x crece indefinidamente. Para valores pequenos de x, la pendiente 
es grande y, ademas, tiende hacia infinito cuando x decrece hacia cero. La deri¬ 
vada segunda es L"(x) = — l/x 2 que es negativa para todo x, por lo que L es 
una funcidn concava. 


6.5 Consecuencias de la ecuacion funcional L(ab) = L(a) + L(b) 

Como la grafica del logaritmo va ascendiendo cuando x tiende a infinito, se 
puede sospechar que los valores de L no tienen cota superior. En efecto, la fun¬ 
cidn no esta acotada superiormente; esto es, para todo numero positivo M (por 
grande que sea) existen valores de x tales que 


( 6 . 8 ) 


L(x) > M . 
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Esto podemos deducirlo de la ecuacion funcional. Cuando a = b, tenemos 
L(a 2 ) = 2 L(a). Utilizando la ecuacion funcional una vez mas poniendo b = a 2 , 
obtenemos L(a 3 ) = 3 L(a). Por induction encontramos la formula general 

L(a") = nL(a) 

para cualquier entero n > 1. Cuando a — 2, se obtiene L(2") = nL( 2), y por 
tanto resulta 

(6.9) L(2") > M cuando n > — 

L(2) 

Esto demuestra la afirmacion (6.8). Tomando b — 1 /a en la ecuacion funcional, 
encontramos L(l/a) = — L(a). En particular, cuando a = 2”, habiendo elegido 
n como en (6,9), se tiene 

l(^ = -H2-X -M , 

lo que indica que tampoco existe cota inferior para los valores de la funcion. 

Finalmente observamos que la grafica corta a cada recta horizontal solo una 
vez. Es decir, dado un numero real arbitrario b (positivo, negativo o nulo), existe 
uno y solo un a > 0 tal que 

(6.10) L(a) = b . 

Para demostrarlo se puede razonar como sigue: Si b > 0, elegimos un entero 
cualquiera n > b/L(2). Entonces, en virtud de (6.9), L( 2") > b. Seguidamente 
examinamos la funcion L en el intervalo cerrado [1,2”]. Su valor en el extremo 
izquierdo es L(l) = 0, y en el extremo derecho es L(2”). Puesto que 
0 < b < L( 2"), el teorema del valor intermedio para funciones continuas (teore- 
ma 3.8 de la Seccion 3.10) asegura la existencia por lo menos de un a tal que 
L(a) = b. No puede existir otro valor a' tal que L(a') = b porque esto significant 
L(a) = L(a') para a¥= a', y esto contradice la propiedad de crecimiento del lo- 
garitmo. Por consiguiente la proposicion (6.10) ha sido demostrada para b > 0. 
La demostracion para b negativo es consecuencia de esa si utilizamos la igualdad 
L{\/a) — — L(a). Es decir, hemos demostrado el siguiente 

teorema 6.2. Para cada numero real b existe exactamente un numero real 
positivo x cuyo logaritmo, L(a), es igual a b. 

En particular, existe un unico numero cuyo logaritmo natural es igual a 1. 
Este numero, al igual que n, se encuentra tan repetidamente en formulas mate- 
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maticas que es inevitable el adoptar para el un simbolo especial. Leonardo 
Euler (1707-1783), parece que fue el primero que reconocio la importancia de 
este numero y modestamente lo designo por e, notation que en seguida se hizo 
usual. 

definici6n. Designamos por e el numero para el que 
(6.11) L{e)= 1. 

En el capitulo 7 obtendremos formulas explicitas que permiten calcular la 
expresion decimal de e con el grado de aproximacion que se desee. Su valor correc- 
to con diez cifras decimales es 2,7182818285. Asimismo en el capitulo 7 se de- 
mostrara que e es irracional. 

Los logaritmos naturales se denominan tambien logaritmos neperianos en 
honor a su inventor, ]uan Neper (1550-1617). Es frecuente en la practica utilizar 
los simbolos In x o log x en vez de L(x) para designar el logaritmo de x. 


6.6 Logaritmos referidos a una base positiva b ^ 1 

En la Seccion 6.2 se ha visto que la funcion / mas general derivable en el 

eje real, que satisface la ecuacion funcional f(xy) = fix) + f(y) esta dada por la 
formula: 

(6.12) f(x) = c log*, 

donde c es una constante. Para cada c esta fix) se denominara el logaritmo de 
x asociado a c, y como es evidente, su valor no sera necesariamente el mismo que 
el logaritmo natural de x. Si c = 0, / es identicamente nulo y este caso carece de 
interes. Si c ¥= 0 se indicara de otra forma la dependencia de / y c introduciendo 
el concepto de base de logaritmos. 

De (6.12) se deduce que cuando c¥= 0 existe un numero real unico b > 0 
tal que f(b) = 1. Esta b esta relacionada con c por medio de la igualdad 

clog b = 1; como b ¥= 1 es c = 1/log b, y (6.12) se expresa en la forma 


/(*) = 


log x 
log b 


Para esta eleccion de c se dice que fix) es el logaritmo de x en base b y se es¬ 
cribe log* x en vez de fix). 
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definicion. Si b > 0, b ¥= 1, y si x > 0, el logaritmo de x en base b es 
el numero 


log 6 x = 


log x 
log b ’ 


donde los logaritmos del segundo miembro son logaritmos naturales. 

Observese que log/, b = 1. Si b = e se tiene log £ x = log x, es decir, los lo¬ 
garitmos naturales son los que tienen de base e. Puesto que los logaritmos de 
base e son los mas frecuentemente usados en Matematica, la palabra logaritmo 
indica casi siempre el logaritmo natural. Mas tarde, en la Section 6.15 se definira 
b w de tal manera que la ecuacion b u = x significara exactamente lo mismo que 
la u =log b x. 

Puesto que los logaritmos de base b se obtienen de los logaritmos natu¬ 
rales multiplicando por la constante 1/log b, la grafica de la ecuacion y = log/,x 
se puede obtener de la de y = log x multiplicando todas sus ordenadas por un 
mismo factor. Si b > 1 este factor es positivo y si b < 1 es negativo. En la 




Fjgura 6.3 Grafica de y = log b x para varios valores de b. 


figura 6.3(a) se ven ejemplos con b > 1. Si b < 1 se observa que 1/6 > 1 y 
log b — — log (1/6), de manera que la grafica de y = log/, x se puede obtener 
de la de y = log 1/b x por simetria respecto al eje x. Los ejemplos de la figura 6.3(b) 
se han obtenido de esta forma a partir de los de la figura 6.3(a). 
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6.7 Formulas de derivation e integration en las que intervienen logaritmos 

Puesto que la derivada del logaritmo viene dada por la formula D log x = \/x 
para x > 0, se tiene la formula de integracion 

J i dx = log x + C . 

Aun mas general, si u = f(x), siendo / una funcion con derivada continua, se 
tiene 


(6.13) j^ = logu + C o J dx == log/(x) + C . 

Hay que tener cuidado al utilizar (6.13) ya que el logaritmo no esta definido 
para numeros negativos. Por tanto, las formulas de integracion (6.13) son validas 
tan solo si u, o f(x) es positiva. 

Afortunadamente, es facil extender el campo de validez de estas formulas 
de manera que pueden aplicarse para funciones que sean positivas o negativas 
(pero no cero). Se introduce simplemente una nueva funcion L 0 definida para 
todos los numeros reales x ¥=■ 0 por la ecuacion: 

( 6 - 14 ) . L 0 (jc) = log |x| =j''jdt, 

definition sugerida por la ecuacion (6.6) de la Section 6.2. La grafica de L 0 es 
simetrica respecto al eje y tal como se ve en la figura 6.4. La parte a la derecha 
del eje y es exactamente la misma que la curva logaritmica de la figura 6.2. 

Puesto que log |xy| = log (|xj jy|) = log \x\ + log ]y|, la funcion L 0 satisface 
tambien la ecuacion funcional basica (6.4); es decir, se tiene: 

L 0 (xy) = L 0 (x) + L 0 (y) 

para x e y reales cualesquiera distintos de cero. Para x > 0 se tiene L 0 '(x) = 
= 1/x ya que L 0 (x) para x positivo es lo mismo que log x. La formula de la deri¬ 
vada vale tambien para x < 0 puesto que en este caso L 0 (x) — L(— x) y por 
tanto L 0 (x) = — L'(—x) = —1/(— x) = l/x. De aquf resulta 


L’ 0 (x) = - 
x 


para todo valor real x^O. 


(6.15) 
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Por tanto, si en las formulas de integracion precedentes se pone L 0 en vez de 
L, se puede extender su alcance a funciones que toman valores tanto negativos 
como posidvos. Por ejemplo (6.13) se puede generalizar como sigue: 

(6. 16) J^-logl-l + C, dx = log |/(x)| + C . 

Evidentemente, cuando se aplique (6.16) junto con el segundo teorema funda¬ 
mental del Calculo para calcular una integral indefinida no se pueden tomar 
intervalos que incluyan puntos en los que u o j(x) sean cero. 

ejemplo 1. Integrar J tan x dx. 

Solucion. La integral tiene la forma —fdu/u, siendo u — cos x, du = 
— — sen x dx. Por consiguiente se tiene 

Jtan x dx = — J — = —log |«| + C = —log |cos x\ + C , 

formula que es valida en cualquier intervalo en el que cos x ¥= 0. 

Los dos ejemplos que siguen son aplicacion del metodo de integracion por 
partes. 


ejemplo 2. Integrar J log x dx . 
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Solution. Sea u = log x, dv = dx. Entonces du = dx/x, v = x, y obte- 
nemos 


J log x dx = j* u dv = uv — J v du = x log x — J x - dx = x log x — x + C . 


ejemplo 3. Integrar / sen (log x) dx. 

Solution. Sea u = sen (log x), r = x. Entonces du = cos (log x)(l/x) dx, 
y encontramos 

[sen (log x) dx = J u dv = uv — \ v du = xsen(log x) — J cos (log x) dx . 

En la ultima integral integramos por partes una vez mas, obteniendo 
| cos (log x) dx = x cos (log x) + J sen (log x) dx . 

Combinando esta con la igualdad anterior, encontramos que 


y 


J sen (log x) dx = |x sen (log x) - \x cos (log x) + C , 
J cos (log x) dx = fx sen (log x) + \x cos (log x) + C . 


6.8 Derivacion logaritmica 

Ahora se expondra una tecnica conocida por derivacidn logaritmica que a 
menudo es un auxiliar poderoso en el calculo de derivadas. El metodo fue 
desarrollado en 1697 por Johann Bernoulli (1667-1748) y su fundamento es una 
habil aplicacion de la regia de la cadena. 

Supongase que se forma la funcion compuesta de L 0 con una funcion deriva¬ 
ble cualquiera /(x); es decir, 

g(x) = L 0 [f(x)] = log |/(jc) | 

para todo x tal que /(x) ^ 0. La regia de la cadena aplicada junto con (6.15) 
conduce a la formula 


(6.17) 


f Yx) 

g'w = a/(x)j -ax) 
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Si la derivada g'(x) se puede calcular de alguna otra forma, entonces se puede 
obtener f'(x) a partir de (6.17) sin mas que multiplicar g'(x) por f(x). Este 
metodo es util en la practica porque muchas veces g'(x) es mas facil de calcular 
que f'(x). En particular, esto es cierto cuando / es el producto o cociente de varias 
funciones simples. El ejemplo que sigue es ti'pico. 

eiemplo. Calcular j'(x) si /(x) = x 2 cosx(l + x 4 ) -7 . 

Solution. Se toma el logaritmo del valor absoluto de /(x) y luego se deriva. 
Sea pues 

g(x) = log |/(x)| = log x 2 + log )cos xj + log (1 + x 4 )- 7 = 

= 2 log |x| + log |cos x| —7 log (1 + x 4 ). 

Derivando se tiene: 

_ f'(x) _ 2 _ sen x _ 28x 3 
g f(x) x cos x 1 + x 4 

Multiplicando por /(x) se obtiene: 

,,, . _ 2x cos x x 2 sen x 28x 5 cos x 
; X ” (1 + x 4 ) 7 ” (1 + X 4 ) 7 ” (1 + x 4 ) 8 ■ 


6.9 Ejercicios 

1. a) Hallar todos los valores de c tales que log x =c + f'P dt para todo x > 0. 

b) Sea f(x) = log [(1 + x)/(l — x)] si x > 0. Si a y b son numeros dados, siendo 

ab 7* — 1 , hallar todos los x tales que j(x) = /(a) + /(b). 

2. En cada caso, hallar un x real que satisfaga la igualdad dada. 

(a) log (1 + x) = log (1 — x). (c) 2 log x = x log 2, x ^ 2. 

(b) log (1 + x) = 1 + log (1 - x). (d) log (Vx + Vx + 1) = 1. 

3. Sea /(x) = (logx)/x si x > 0. Describir los intervalos en los que / es creciente, decrecien- 
te, convexa y concava. Esbozar la grafica de /. 

En los Ejercicios 4 al 15, hallar la derivada f(x). En cada caso, la funcion / se supone 
definida para todo x teal para los que la formula dada para /(x) tiene sentido. 

7. /(x) = log (log x). 

8. f{x) = log(x 2 log x). 
x 2 — 1 

9. fix) = \ • 


4. fix ) = log (1 + x 2 ). 

5. fix ) = log Vi +x 2 . 

6. fix ) = log V4 — x 2 . 
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10. fix) = (x + v'l +x 2 )" ]3 __J_ ^ \ r a + xVb 

11. fix) = Vx + 1 - log (1 + V* + 1). iVab % ^ _ xs/l' 

12. f(x) — x log (x + Vl + x 2 ) ~ V 1 + x 1 . 14 . y"(x) = x[sen(log x) — cos (log jc)]. 

15. f(x) = log* e. 

En los Ejercicios 16 al 26, calcular las integrales. 


16. 


h 


17. J log 2 x dx. 

18. fx log x dx. 

19. J x log 2 x dx. 


p 3 - 1 dt 

20 . --. 

Jo 1 + { 

21. J cot xdx. 


22. log iax) dx. 

23. J x 2 log 2 x dx. 


24. 

25. 

26. 


J: 


dx 


x log x 

ri-e-> log(1 _ 

Jo 1 -t 
log 1*1 
xV 1 + log |x| 


-o 


I. 


dt. 

dx. 


27. Deducir la formula recurrente 


J 


_. _ . x m+1 log" X 

x m log” x dx — --- 

m + 1 m 


w 


x m log” 1 xdx 


y utilizarla para integrar Ja: 3 log 3 x dx. 


28. a) Si x > 0, sea f(x) — x — 1 — log x, g(x)= log x — 1 + \/x. Examinar los signos de 
/' y g' para demostrar que las desigualdades 

1 

1-< log X < AC — 1 

son validas para x > 0, x ^ 1. Cuando x = 1, se convierten en igualdades. 
b) Trazar las graficas de las funciones A y B definidas por las igualdades A(x) = x — 1 
y B(x) = 1 - l/x para x > 0, e interpretar geometricamente las desigualdades de la 
parte a). 

29. Demostrar que 


lim 

x—»Q 

con los dos metodos siguientes: a) utilizando la definicion de la derivada L'(l); b) usan- 
do el resultado del Ejercicio 28. 

30. Si a > 0, hacer uso de la ecuacion funcional para demostrar que log (o r ) = r log a para 
todo numero racional r. 


log (1 +x) 

X 
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31. Sea P — {a a , a u a 2 ,. . . , a„} una particion del intervalo [l,x] donde x > 1. 

(a) Integrando funciones escalonadas que son constantes en los subintervalos abiertos 
de P deducir las siguientes desigualdades: 





(b) Interpretar geometricamente mediante areas las desigualdades de (a). 

(c) Especializar la particion para demostrar que, para cada entero n > 1 es: 


n . n—1 

tk< l °z n< t 


1 

k’ 


32. Demostrar las siguientes formulas de cambios de base de logaritmos. 


(a) Iog„x = log & a log„ x ; 


(b) log„ x = 


logq* 
loga b ' 


33. Sabiendo que log. 10 = 2,302585, con seis cifras decimales exactas, calcular ]og, 0 e 
aplicando una de las formulas del Ejercicio 32. iCuantas cifras decimales exactas se 
puede asegurar que se han obtenido en el resultado? 

Nota: Una tabla calculada. con seis cifras decimales da el valor log ]0 e = 0,434294. 

34. Una funcion /, continua en el eje real positivo, tiene la propiedad de que cualesquiera 
que sean x > 0 e y > 0, la integral 


/;v<o* 

es independiente de x (y por tanto depende solo de y). Si /( 2) = 2, calcular el valor de 
la integral A ( x ) = jf/(t)dt para todo x > 0. 

35. Una funcion /, continua en el eje real positivo, tiene la propiedad de que 

/;V(o dt = dt + xj'/o) dt 

para todo x > 0 y todo y > 0. Si /(1) = 3, calcular /(x) para cada x > 0. 

36. La base de un solido es el conjunto de ordenadas de una funcion / continua en el inter¬ 
valo [1,a], Todas las secciones perpendiculares al intervalo [l.o] son cuadrados. El vo- 
lumen del solido es -ja 3 log 2 a — -§a 3 log a + -^fd 3 — ^ para todo a > 1. Calcular f(a). 


6.10 Polinomios de aproximacion para el logaritmo 

En esta Seccion demostraremos que la funcion logaritmo puede aproximarse 
por ciertos polinomios que pueden usarse para calcular logaritmos con el grado de 
aproximacion que se desee. 
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Para simplificar las formulas resultantes, primero reemplazamos x por 1 — x 
en la integral que define el logaritmo para obtener 

fi-* dt 

log(1 - x) = 

J i t 

valida si x < 1. El cambio de variable t = 1 — u transforma aquella igualdad en 
la siguiente 


f * du 

— log(l — x) = -, valida para x < 1 . 

Jo 1 — u 

Seguidamente aproximamos el integrando 1/(1 — u) para polinomios que luego 
integramos para obtener las correspondientes aproximaciones para el logaritmo. 
Como primer ejemplo mostramos una sencilla aproximacion lineal para el inte¬ 
grando. 

A partir de la identidad algebraica 1 — u 2 = (1 — «)(1 + «), obtenemos la 
formula 

1 M 2 

(6.18) —— = 1 + u + -, 

1 — u 1 — u 

valida para cualquier real u 1. Integrando esta entre 0 y x, siendo x < 1, te- 
nemos 

(6.19) —log (1 — x) = x + ^- + (* —^— du . 

La grafica del polinomio cuadratico P(x) = x +1 x 2 que aparece en el segundo 
miembro de (6.19) esta representada en la figura 6.5 junto con la curva 
y = — log (1 — x). Observese que para x proximo a cero el polinomio P(x) es 
una buena aproximacion de — log(l — x). En el teorema que sigue, utilizamos 
un polinomio de grado n — 1 para aproximar 1/(1 — u), y con ello obtener un 
polinomio de grado n que aproxime log (1 — x). 


teorema 6.3. Sea P„ el polinomio de grado n dado por 


y 2 v n 

P n (x) = x + ^ + - + -- - + - 
2 3 n 



Entonces, para todo x < 1 y todo n > 1, se tiene 


—log (1 - x) = P 



du . 


( 6 . 20 ) 
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y 



Figura 6.5 Polinomio cuadratico de aproximacion para la curva y = - log (1 - x). 


Demostracion. A partir de la identidad algebraica 

1 - m” = (1 - u)(l + u + u z +-1- w*- 1 ), 

obtenemos la formula 

— 1 — = 1 + u + u 2 + ■■■ + a"' 1 + , 

1 — u 1 — u 

valida para u¥= 1. Integrandola entre 0 y x, siendo x < 1, obtenemos (6.20). 
Podemos poner (6.20) en la forma 

(6.21) -log (1 - x) = P n (x) + EJx), 

siendo E n (x) la integral, 



du . 


El valor de E«(x) representa el error cometido al aproximar — log(l — x) con el 
polinomio P„{x). Para utilizar (6.21) en los calculos, necesitamos conocer si el 
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error es positivo o negativo y lo grande que puede ser. El proximo teorema nos 
dice que para valores de x pequenos y positivos el error E„{x) es positivo, pero 
para x negativa el error tiene el mismo signo que ( — l) n+1 , siendo n el grado del 
polinomio de aproximacion. El teorema tambien proporciona cotas superior e in¬ 
ferior del error. 


teorema 6.4. Si 0 < x < 1, tenemos las desigualdades 

Y n+1 1 v n+l 

(6-22) <C EJtx) < -i— ■ 

n + 1 1 — x n + 1 

Si x < 0, el error E„(x) tiene el mismo signo que (— l) n+ \y se tiene 


0 < (—l) n+l E n (x) <C 


n + 1 


Demostracion. Supongamos que 0 < x < 1. En la integral que define E„(x) 
tenemos 0 < u <, x, con lo que 1 — x < 1 — u <[ 1, y por tanto el integrando 
satisface las desigualdades 

u n u n 

1 — U 1 — X 

Integrando estas desigualdades, obtenemos (6.22). 

Para demostrar (6.23), supongamos x < 0 y sea t = — x = |x|. De este modo 
t > 0 y tenemos 

E n (x) = E n {—t) = Tf 1 - du = -\‘-^~- n dv = (-ir+ 1 J < -^- dv . 

Jo l — u Jol + i; Jo 1 t u 

Esto demuestra que E„(x) tiene el mismo signo que ( — l) n+1 . Asimismo, tenemos 

rt ,,n /*< t n+l | Y |n+l 

(-l)” +1 £ n (x) = dv<,\ v n dv = -d— = , 

Jo 1 + i; Jo n + 1 n+1 

lo cual completa la demostracion de (6.23). 

El teorema que sigue nos da una formula muy util para los calculos con 
logaritmos. 

teorema 6.5. Si 0 < x < 1 y si m ^ 1, se tiene 
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(6.24) 


„2m+l -) _ v Y 2m+1 

—-< RJx) < - -- --. 

2m + 1 ~ 1 - x 2m + 1 


Demostracion. La igualdad (6.21) es valida para cualquier x real tal que 
x < 1. Si reemplazamos x por — x en (6.21), manteniendo x > — 1, obtenemos 
la formula 

(6.25) -log (1 + x) = P n (-x) + E n (-x ). 

Si — 1 < x < 1, son validas (6.21) y (6.25). Restando (6.25) de (6.21), encon- 
tramos 


(6.26) log = P n (x) - P n (-x ) + E n (x) - E n ( — x). 

v 1 — x 

En la diferencia P„(x) — P n ( — x), las potencias pares de x desaparecen y las 
potencias impares se duplican. Por consiguiente, si n es par, por ejemplo n — 2m, 
tenemos 


^mW E im ( x) — 2 ^ 
y la igualdad (6.26) se transforma en 


x 3 

x 4-(- 

3 


+ 


2m 


-y 


log 


b»_ 2 ( 

l - * \ 


* + t + 


+ 


2 m 


~ ) + R m (x) , 


en donde Rm(x) = E 2m (x) — E 2m ( — x). Esta formula es valida si x esta en el 
intervalo abierto — 1 < x < 1. Mantengamos ahora x en el intervalo 0 < x < 1. 
Entonces la estimacion del teorema 6.4 nos da 


^2m+l 

2m + 1 


< ^2m(x) < 


1 x 2m+1 

1 — x 2m + 1 


y 


o < 




^2m+l 

2m + 1 


Sumando estas desigualdades, obtenemos las (6.24), ya que 1 + 1/(1 — x) = 
= (2 — x)/(l — x). 
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ejemplo. Tomando m = 2 y x = £, tenemos (1 + x)/(l — x) = 2, y re- 
sulta la formula 

log 2 = 2(-} + sV) + RS) , donde i(i) 5 < ^(i) ^ i(i) 5 = ■ 

De aqui resultan las desigualdades 0,6921 < log 2 < 0,6935 con muy pocos 
calculos. 


6.11 Ejercicios 

1. Utilizar el teorema 6.5 poniendo x = ^ y m = 5 para calcular aproximaciones de log 2. 

Conservar nueve cifras decimales enl los calculos y'obtener las desigualdades 0,6931460 < 

log 2 < 0,6931476. 

2. Si x =-g , sera (1 + x)/(l — x) =§. Asf pues, el teorema 6.5 nos permite calcular log 3 

en funcidn de log 2. Tomar x = |ym = 5en el teorema 6.5 y emplear los resultados 

del Ejercicio 1 para obtener las desigualdades 1,098611 < log 3 < 1,098617. 

Nota: Puesto que log 2 < log e < log 3, resulta que 2 < e < 3. 

3. Usar el teorema 6.5 con x = g para calcular log 5 en funcidn de log 2. Elegir el grado 

del polinomio de aproximacion lo bastante elevado para obtener las desigualdades 

1,609435 < log 5 < 1,609438. 

4. Aplicar el teorema 6.5 con x = J para calcular log 7 en funcidn de log 5. Elegir el grado 

del polinomio de aproximacion lo bastante elevado para obtener las desigualdades 

1,945907 < log 7 < 1,945911. 

5. Con los resultados de los Ejercicios 1 al 4 calcular una pequena tabla en la que aparez- 
can log n para n = 2, 3, ..., 10. Utilizar tantas cifras decimales correctas cuantas sea po- 
sible a partir de las desigualdades de los Ejercicios del 1 al 4. 


6.12 La funcion exponencial 

El teorema 6.2 demuestra que para todo x real existe uno y un solo y tal 
que L(y) = x. Por consiguiente podemos aplicar el proceso de inversion para de- 
finir y como funcidn de x. La funcidn inversa resultante se denomina funcidn 
exponencial, o antilogaritmo, y se representa por E. 


DEFiNicidN. Para cualquier x real, definimos E(x) como aquel numero y 
cuyo logaritmo es x. Esto es, y = E(x) significa L(y) = x. 


El dominio de E es todo el eje real; su recorrido es el conjunto de numeros 
reales positivo. La grafica de E, que se representa en la figura 6.6, se obtiene de 
la grafica del logaritmo mediante una simetrfa respecto a la recta y = x. Puesto 
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Figura 6.6 La grafica de la juncion exponencial se obtiene de la del logaritmo por una 

simetrla respecto a la recta y = x. 

que L y E son inversas una de otra, se tiene 

£[£(*)] = x para todo x y £[£(/)] = y para todo y > 0 . 

Cada propiedad del logaritmo puede traducirse en una propiedad de la expo¬ 
nencial. Por ejemplo, puesto que el logaritmo es estrictamente creciente y continuo 
en el eje real positivo, se deduce del teorema 3.10 que la exponencial es estricta¬ 
mente creciente y continua en todo el eje real. La replica del teorema 6.1 es el 
siguiente 

teorema 6.6. La juncion exponencial tiene las propiedades siguientes: 

a) £(0) = 1, £(1) = e. 

b) E'(x) = E{x) para todo x. 

c) E(a + b) — E(a)E(b) para todo a y todo b. 

Demostracion. La parte a) se deduce de las igualdades £(1) = 0 y 
£(e) = 1. Seguidamente demostramos c), que es la ecuacion funcional para la 
exponencial. Supongamos que a y b son dadas y pongamos 


x = E(a), y = E(b) , 


c = L{xy). 
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Tenemos entonces 

L{x) — a , L ( y ) = b, E(c ) = xy. 

Pero c = L(xy) = L(x) + L(y) = a + b. Esto es, c = a + b. Por tanto, 
E(c) = E(a + b). Por otra parte, E(c) = xy = E(a)E(b), de modo que 
E(a + b) = E(a)E(b), lo que demuestra c). 

La aplicacion de la ecuacion funcional nos ayuda a demostrar b). El cociente 
de diferencias para la derivada E'(x ) es 

E(x + h) - E(x) = E(x)E(h) - E(x) = E(h) - 1 
h h W h 

Por lo tanto, para probar b) hay que demostrar que 


(6.27) 


lim 

h -*0 


E(h) - 1 
h 


= 1 . 


Expresaremos el cociente (6.27) en funcion del logaritmo. Pongamos k=E(h)—l. 
Entonces k + 1 = E(h) con lo que L(k + 1) = h y el cociente es igual a 


(6.28) 


E(h) - 1 _ k 
h ~ L(k + 1) ' 


Cuando h -» 0 es E(h) -*■ 1, pues la funcidn exponencial es continua en 1. Puesto 
que k = E(h) — 1, tenemos k 0 cuando h 0. Pero 


L(k±_l) _ L(k + l j-Ml) ^ L{Y) = , cuando ]c-*0. 

k k 


Teniendo en cuenta (6.28), esto demuestra (6.27) lo cual, a su vez, demuestra b) 


6.13 Exponenciales expresadas como potencias de e 

La ecuacion funcional E(a + b) — E(a)E(b) tiene muchas consecuencias 
interesantes. Por ejemplo, podemos utilizarla para demostrar que 

(6.29) E(r) = e r 

para todo numero racional r. 

Tomamos primero b = — a en la ecuacion funcional obteniendo 

E(a)E(-a) = £(0) = 1, 
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y por tanto E( — a) = 1 /E(a) para todo a real. Tomando b = a, b = 2a,. .., 
b = na en la ecuacion funcional obtenemos, sucesivamente, E(2a) = E(a ) 2 , 
E(3 a) — E(a) 3 , y, en general, 

(6.30) E(na) = £(a) n 


para todo n entero positivo. En particular, cuando a = 1, obtenemos 

£(n) = «?», 

mientras que para a — 1 /«, se obtiene E(l) = £(l/n) n . Puesto que E(\/n) > 0, 
ello implica 


(6.31) 



Por consiguiente, si ponemos a — 1/m en (6.30) y aplicamos (6.31), encontramos 



e n/m 


para my n enteros positivos cualesquiera. Dicho de otro modo, hemos demostra- 
do (6.29) para cada numero r racional positivo. Como £( — r) = l/£(r) = e~ r , 
tambien es valida para todo r racional negativo. 


6.14 Definicion de e x para x real cualquiera 

En el apartado anterior se ha probado que e? = E(x) cuando x es un rational 
cualquiera. Ahora se definira e? para x irracional por 

(6-32) e x — E(x) para cada x real. 

La maxima justificacion que se puede dar de esta definicion es que con ella la 
ley de los exponentes 

(6.33) = £ a+b 

es valida para todos los numeros reales a y b. Cuando se toma la definicion 

(6.32), la demostracion de (6.33) es trivial puesto que (6.33) no es mas que la 
misma afirmacion de la ecuacion funcional. 

La notacion e x para E{x) es una de las comunmente usadas para la expo- 
nencial. En alguna ocasion se escribe exp(x) en vez de e? principalmente cuando 
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aparecen expresiones complicadas en el exponente. En este capitulo se seguira 

utilizando algunas veces E(x), pero mas tarde se usara siempre e x . 

Se ha definido la funcion exponencial de manera que las dos ecuaciones 

y = e x y x = log y 

signifiquen exactamente lo mismo. En el proximo apartado se definiran poten- 
cias mas generales de manera que las dos ecuaciones y = a x y x — log„ y sean 
equivalentes. 


6.15 Definicion de a* para a > 0 y x real 

Despues de haber definido e x para x real cualquiera, no hay ninguna difi- 
cultad para dar una definicion de a x para cada a > 0. Un metodo es definir 
a x como el numero y tal que log* y = x; claro que este metodo no sirve para 
a = 1 puesto. que el logaritmo de base 1 no esta definido. Otro modo es definir 
a x por la formula: 

(6.34) a* = e* 1080 . 

El segundo metodo es preferible, porque en primer lugar es valido para todo 
positivo a (incluido a = 1), y en segundo lugar porque con ello es mas facil 
probar las siguientes propiedades de exponenciales: 

log a x = x log a . {ab) x — cfb x . 
a x a y = cf+ v . (a*) v = ( a v ) x = a xv . 

Si a ¥= 1 , entonces y = a* si y solo si x = loga y. 

Las demostraciones de estas propiedades se dejan como ejercicio al lector. 

De la misma manera que la grafica de la funcion exponencial se obtiene 
de la del logaritmo por simetrfa respecto a la recta x = y, la grafica de y = a” 
se puede obtener de la de y = log a x por simetria respecto a la misma recta; 
en la figura 6.7 se dan ejemplos de ello. Las curvas en las figuras 6.7 (a) y (b) 
se han obtenido de las de 6.3 (a) y (b) respectivamente por simetria. La grafica 
correspondiente a a = 1 es naturalmente la horizontal y = 1. 


6.16 Formulas de derivacidn e integracion en las que intervienen exponenciales 


Una de las propiedades mas notables de la funcion exponencial es la formula 
(6.35) E'(x) = E(x) r 
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que nos dice que esta funcion es su propia derivada. Si la aplicamos junto con la 
regia de la cadena, podemos obtener formulas de derivacion para funciones expo¬ 
nenciales con base positiva a cualquiera. 

Supongamos f(x) = a x para * > 0. Segun la definition de a x , podemos es- 
cribir 

f(x ) = e x loga = E(x log a) ; 

luego, en virtud de la regia de la cadena, encontramos 

(6.36) f '( x ) — E'(x log a) ■ log a = E(x log a) • log a = a x log a. 

Dicho de otro modo, la derivacion de a* multiplica simplemente a x por el factor 
constante log a, siendo este factor 1 cuando a = e. 


y y 



0 | 0 


(a) a > 1 (b) 0 < a < 1 

Figura 6.7 Grafica de y — a 1 para varios valores de a. 

Evidentemente, estas formulas de derivacion conducen automaticamente a 
las formulas de integracion correspondientes. Por ejemplo (6.35) da como re- 
sultado 


( 6 . 37 ) 


J e x dx = e x + C , 
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en tanto que (6.36) conduce a la fdrmula mas general 


(6.38) 


f a‘dx = — + C (a>0,«*l). 
J log a 


Esta puede aun generalizarse por el metodo de sustitucion. Sustituimos x en (6.37) 
y (6.38) por u obteniendo 


(6.39). 


f e u du = e u + C, \a u du = ~^- + C (a > 0, a * 1), 
J J log a 


en donde u representa cualquier funcidn con derivada continua. Si escribimos 
u — f(x), y du = f\x) dx, las formulas (6.39) se convierten en 

J e*->/'(x) dx = e**' + C, | a M f\x) dx = ~ + C , 

siendo la segunda integral valida para a > 0, a ¥= 1, 
ejemplo 1. Integrar J 'x 2 e*‘dx. 

Solucidn. Sea u — x 3 . Entonces du = 3x 2 dx, y se obtiene 

J xV ’ dx = J | e* S (3x 2 dx) = £ J e u du = + C = + C . 

JS* 


ejemplo 2. Integrar 


Solucidn. Sea u - Vx = x' A . Entonces du = \x~' A dx = \ dxjVx. Luego 
tenemos 

f l^Zdx = 2 f 2 ^) = 2 [*2“ du = 2— + C = C. 

j v* ) J lo * 2 log2 

ejemplo 3. Integrar f cos xe 2 “° x dx. 

Solucidn. Si u — 2 sen x, sera du = 2 cos x dx, y se obtiene por tanto 


J cos x e 2 “* * dx = l J e 2 *“*(2 cos x dx) = \ J e“ du = £e u + C = Je 2 + C . 
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ejempi.o 4. Integrar / e x sen x dx. 

Solucidn. Pongamos u = e x , dv = sen x dx. Entonces du = (fdx, v = 
= — cos x, y encontramos 

(6.40) J e^senx dx = j u dv = uv — | v du — —e x cos x + j e x cos x dx + C . 

La integral J" e x cos x dx se trata del mismo modo. Tomamos u = e*, dv =cos x dx, 
du = e x dx, v = sen x, y obtenemos 

(6.41) J e x cos x dx = e x sen x — \ e^sen x dx + C . 

Sustituyendolo en (6.40), podemos despejar S^scnxdx y reuniendo las constan- 
tes arbitrarias se obtiene 


e x senx dx = — (senx — cos x) + C 


Observese que podemos aplicar este resultado en (6.41) para obtener tambien 


e x cos x dx = — (cos x + sen x) + C . 
2 
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El resultado puede ponerse de otra forma si modificamos el logaritmo. Por 
ejemplo, 

-log (1 + e~ x ) = log = log e 


1 + e~ x ~e“+l 
= log (e x ) - log (e x + 1) = x - log (1 + e x ) . 

Otro modo de resolver el ejemplo consiste en poner 

1 


1 + e x 


= 1 - 


1 + e* 


Entonces se tiene 


f dx f e x , fdu 

-= x — - dx = x — — , 

Jl + e x J 1 + e x Ju 


donde u — 1 + e x . Encontramos asi 

dx 


Jr 


+ e x 


= x — log (1 + e x ) + C, 


que es una de las formas obtenidas antes. 


6.17 Ejercicios 


En los Ejercicios 1 al 12, hallar la derivada f'(x). En cada caso la funcidn / se la supone 
definida para todo x real para el c}ue la expresidn que se da de /(x) tenga sentido. 


1. fix) = e 1 2 3 4 5 6 * -1 . 

2. f(x) = e ix \ 

3. f(x) = e~ x \ 

4. fix) = e Vx . 

5. fix) = 

6. fix) = 2 X . 

Calcular las integrales indefinidas de 

13. Jx^dx. 

14. j xe~ x dx. 

15 . jxte'dx. 


1- f( x ) = [que significa 2 (a[2) ]. 

8. fix) = e mX . 

9. fix) = e cos2 * 

10. fix) = e log *. 

11. fix) = e e * [que significa 

12. fix) = e e ’ [que significa exp (e ( * X) )]. 
Ejercicios 13 al 18. 

16. j^e-^dx. 

17. je^dx. 

18. jx s e~ x 'dx. 
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19. Determinar todas las constantes a y b tales que e* = b + J - * e* dt. 

20. Sean A = ( e ax cos bx dx y B = J c“sen bx dx, donde a y b son constantes, no simul- 
taneamente nulas. 

Integrando por partes demostrar que 

aA — bB = e ax cos bx + C x , aB + bA = e ax sen bx + C 2 , 

siendo C t y C 2 constantes arbitrarias. Despejar A y B para obtener las siguientes formulas 
de integration: 



cos bx dx 


sen bx dx 


e ax (a cos bx + b sen bx) 
a 2 + b 2 


+ C, 


e ax (a sen bx — b cos bx) 
a 2 + b 2 


+ C. 


En los Ejercicios del 21 al 34, hallar la derivada /'(*). En cada caso, la funcion / se su- 
pone defmida para valores reales de x para los que la formula dada de fix) tiene sentido. 
La derivada logaritmica puede simplificar el trabajo en algunos casos. 


21 . /(*) 

22. f{x) 

23. fix) 


= x x . 

= (1 + *X1 + e x \ 
_e x -e- x 
e x + e~ x ’ 


24. fix) = x a " + a x ° + a a *. 

25. fix) = log [log (log x)]. 


26. fix) = log (e x + V1 + e 2x ). 


27. fix) = x x \ 


28. fix) = (log x) x . 

29. fix) = x>°8 * 


30. fix) 


(log x) x 

x log X 


31. fix) = (sin x) ros x + (cos x) *“ I 

32. fix) = x 1,x . 

x 2 (3 - x) 1 / 3 

33 -^)°(T -x l(3 + x> - 3 - 


34. fix) = ft (x - a t f>. 

i=i 


35. Sea /(x) = x r , donde x > 0 y r es un numero real cualquiera. La formula fix) = rx r_1 
se demostro para r rational 

(a) Probar que esta f6rmula es valida tambien para r real cualquiera. [Indicacidn: Es- 
cribir x r = e rl0gx .] 

(b) Disciitase bajo que condiciones el resultado de (a) se aplica para x < 0. 

36. Aplicar la definicion a x = |0Ra para deducir las siguientes propiedades de la ex¬ 

ponential general: 

(a) log a x = x log a. 

(b) iabf = a x b x . 

(c) a x a y = a x+v . 

(d) ia x ) v = (a y ) x = a xy . 

(e) Si a 7*1, entonces y = o’ si y sdlo si x = log* y. 
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37. Sea fix) = \(a x + a~ x ) si a > 0. Probar que. 

fix + y) + f{x -y) = 2f(x)f(y) . 

38. Sea /(*) = e cx donde c es una constante. Probar que /'(0) = c y aplicar este resultado 
para demostrar la siguiente relacidn: 

e cx - 1 

lim- = c . 

39. Sea / una funcidn definida en todo el eje real, con derivada f' que satisface la ecuaci6n: 

fix) = cfix) para todo *, 

donde c es una constante. Probar que existe una constante K tal que fix) = Ke cx para ca- 
da x. 

[Indicacidn: Hagase g(x) = f(x)e~ cx y considerese g'(x).] 

40. Sea / una funcion definida en todo el eje real. Supdngase ademas que / satisface la ecua- 
cidn funcional: 

(i) fix + y) =fix)fiy) para todo x e y. 


(a) Aplicando sdlo la ecuacidn funcional demostrar que /(0) es 0 6 1. Demostrar tam- 
bi6n que si /(0) ^ 0 entonces f(x) i* 0 para todo x. Supongase, ademas de (i), que f(x) 
existe para todo x, y demudstrense las siguientes propiedades: 

(b) fix)fiy) = f iy)fix) para todo x e y. 

(c) Existe una constante c tal que /'(*) = cf(x) para todo x. 

(d) f(x) = e cx si /(0) 0. [ Indicacidn: Vease Ejercicio 39. 

41. (a) Sea fix) = e’ — 1 — x para todo x. Demostrar que fix) >0 si x > 0 y fix) < 0 
si x < 0. 

Haciendo uso de este hecho deducir las desigualdades 

e* > 1 + x , e~ x > 1 — x , 

validas para todo x > 0. (Cuando x = 0, se convierten en igualdades.) 

Integrar estas desigualdades para deducir las siguientes, todas validas para x > 0: 


ib) e*>l + x . 


eX <l-X+-. 


y2 y3 y2 y3 

(c) e* > 1 + x + - + - , e ~ x >l-x+---. 

(d) Enunciar la generalizacidn sugerida y demuestrese. 

42. Si n es un entero positivo y si x > 0, demostrar que 


(l+?)’<«-, 

y que 

e* < ( 

1 " 

si 

' «/ 


\ 

«/ 



Eligiendo n en forma adecuada, deducir que 2,5 < e < 2,99. 
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43. Sea f(x, y) = x v donde x > 0. Demostrar que 



v-i 


y 


3f 

— = x y log x. 


6.18 Funciones hiperbolicas 

Frecuentemente en Analisis se presentan ciertas combinaciones de funcio¬ 
nes exponenciales que merecen que se les de nombres especiales y que se estu- 
dien como ejemplos de nuevas funciones. Estas combinaciones se denominan 
seno hiperbolico (senh), coseno hiperbolico (cosh), tangente hiperbolica (tanh), 
etcetera, y se definen como sigue: 


senh x = 


csch x = 



1 

senh x ’ 


cosh x = 


sech x = 


e* + e~* 


1 


cosh x 


tanh x = 


coth x = 


senhx 
cosh x 

1 

tanh x 


e — e 
e x + e~ x : 





Figura 6.8 Graficas de las funciones hiperbolicas. 

El calificativo «hiperbolico» se debe a que estas funciones se pueden referir a 
una hiperbola de la misma manera que las funciones trigonometricas estan re- 
feridas a la circunferencia. Esta relacion se discutira con mas detalle en el 
capi'tulo 14 cuando se estudie la hiperbola. Las graficas de senh, cosh y tanh se 
dan en la figura 6.8. 

Las funciones hiperbolicas tienen muchas propiedades parecidas a las de 
las funciones trigonometricas, algunas de las cuales se proponen como ejercicios 
en el apartado que sigue. 
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6.19 Ejercicios 

Deducir las propiedades de las funciones hiperbdlicas escritas en los Ejercicios 1 al 15 
y compararlas, siempre que sea posible, con las propiedades correspondientes de las funcio¬ 
nes trigonometricas. 

1. cosh 2 x — senh 2 x = 1. 

2. senh ( — x) = — senh x. 

3. cosh ( — x) = cosh x. 

4. tanh ( — x) = — tanh x. 

5. senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y. 

6. cosh (x + y) = cosh x cosh y 4- senh x senh y. 

7. senh 2x = 2 senh x cosh x. 

8. cosh 2x = cosh 2 x + senh 2 x. 

9. cosh x + senh x = e*. 

10. cosh x — senh x = e z . 

11. (cosh x + senh x)" = cosh nx + senh nx (n entero). 

12. 2 senh 2 £x = cosh x — 1. 

13. 2 cosh 2 %x = cosh x — 1. 

14. tanh 2 x + sech 2 x = 1. 

15. coth 2 x — csch 2 x = 1. 

16. Siendo senh x = f hallar cosh x. 

17. Siendo cosh x = | y x > 0 calcular senh x. 

18. Siendo tanh x = , calcular senhx y cosh x. 

19. Siendo senh x - f y senh y = J hallar cosh (x + y). 

20. Siendo tanh x = f. hallar tanh 2x. 

En los Ejercicios del 21 al 26 demostrar las fdrmulas de derivacidn,. 

21. D senh x = cosh x. 24. D coth x = — csch 2 x. 

22. D cosh x = senh x. 25. D sech x = — sech x tanh x. 

23. D tanh x = sech 2 x. 26. D csch x = — csch x coth x. 


6.20 Derivadas de funciones inversas 

Hemos aplicado el proceso de inversi6n para construir la funcidn exponen¬ 
cial a partir del logaritmo. En la prdxima Seccidn, invertiremos las funciones tri- 
gonometricas. Al llegar a este punto conviene considerar un teorema general que 
demuestra que el proceso de inversion transmite la derivabilidad de una funcidn 
a su in versa. 

teorema 6.7. Supongamos f estrictamente creciente y continua en un in- 
tervalo [a, 6], y sea g la inversa de f. Si existe la derivada f(x) y no es nula en 
un punto x de (a, b), entonces la derivada g'(y) tambien existe y no es nula en el 
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correspondiente punto y, siendo y = j(x). Ademas, las dos derivadas son recl- 
procas una de otra; esto es, tenemos 

(6.42) S ' <,)= Juy 

Nota: Si usamos la notacion de Leibniz y escribimos y en lugar de fix), dy/dx en 
lugar de f(x), x en lugar de g(y) y cambiamos g'(y) por dx/dy, entonces la igualdad 
(6.42) se ccnvierte en 

dx 1 

que tiene la apariencia de una trivial identidad algebraica 

Demostracidn. Supongase que x es un punto de (a, b) en el que fix) 
existe y es distinta de cero, y sea y — fix). Se trata de demostrar que el cociente 
de diferencias 

g(y + fc) - g(y) 

k 

tiende al li'mite 1 /fix) cuando k 0. 

Sea h = g(y + k) - g(y), como x = g(y) es h = g(y + k) - x o x + 
+ h = giy + k). De aqui resulta y + k=f(x+h) y por tanto k=f(x+h)—J{x). 
Observese que h¥=0 si k¥= 0 ya que g es creciente en sentido estricto. Lue- 
go, si k¥^0 el cociente de diferencias en cuestion es: 

g(y + k) — g(y) h _1_ 

(6A ^ k f(x + h) -f(x) [fix + h ) f(x)]jh 

En virtud de la continuidad de g en y [propiedad (b) del teorema 3-10] cuando 
k -> 0 la diferencia g(y + k) — g(y) -> 0, o sea h -* 0 cuando k 0. Pero se 
sabe que el cociente de diferencias del denominador del ultimo miembro de 
(6.43) tiende a fix) cuando h 0 [puesto que fix) existe]. Por tanto, cuando 
k-* 0, el cociente del primer miembro de (6.43) tiende al limite l//'(x) lo cual 
prueba el teorema 6.7. 


6.21 Inversas de las funciones trigonometricas 

El proceso de inversion se puede aplicar a las funciones trigonometricas. 
Se empezara por la funcion seno. Para determinar una inversa unica se ha de 
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Figura 6.9 y => sen x. 



considerar un intervalo en el que el seno sea monotono. Hay, evidentemente, 
muchos de estos intervalos, por ejemplo [— \n], [\u, frr], [— |tt, —\u\, etc., y 
se puede escoger uno cualquiera de ellos. Se acostumbra tomar [—%u, \u\ y de- 
finir una nueva funcion / como sigue: 


f(x) = sen x si - ^ < x ^ . 

La funcion / asi definida es creciente en sentido estricto y toma todos los va- 
lores entre — 1 y 4- 1 exactamente una vez en el intervalo[—J tt, \u], (vcase figu¬ 
ra 6.9). Por tanto, hay una unica funcion g definida en [ — 1, 1] que asigna a 
cada numero y de [ — 1, 1] el numero x de [— \u, %n] para el cual y = sen x. 
Esta funcion se denomina inversa del seno o arco seno y su valor en y se designa 
por arc sen y. Asi 


u = arcsenu implica v =senu 


u u 

- <, M <, ~ . 

2 2 


La grafica de arco seno se ha dibujado en la figura 6.10. Observese que el arco 
seno no esta definido fuera del intervalo [ — 1, 1]. 

La derivada de arco seno se puede obtener mediante la formula (6.42) de la 
Seccion 6.20. En este caso se tiene f{x) = cos x que es distinto de cero en el 
intervalo abierto (— ^u) . En virtud de la formula (6.42) se tiene: 


g'(iO = 


si — 1 < y < 1. 


f\x) cos X Vi —sen 2 x Vl - y 2 
y con un cambio de notacion se puede escrmir este resultado como sigue: 


(6.44) 


D arcsenx = 


1 


si —1 < x < 1 . 
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Evidentemente, este resultado da lugar a una nueva formula de integration, 
que es 


(6.45) 


I 


vTT" 


dt 


arcsen x, 


valida para — 1 < x < 1. 

Nota: La integral en (6.45) se puede tomar como punto de partida para una teorfa 
completamente analitica de las funciones trigonometricas, sin ninguna referencia a la 
Geometria. La idea, expuesta brevemente consiste en empezar con la funcion arco seno 
defmida por la integral (6.45) igual como se define el logaritmo mediante una integral. 
Luego la funcion seno se define como inversa de arc sen y el coseno como la derivada 
del seno. Para llevar a cabo completamente este programa, se han de precisar muchos 
detalles, por lo que aqu( no se intentar@. En el caprtulo 11 se mencionara otro metodo 
para introducir analfticamente las funciones trigonometricas. 


Con la notacion de Leibniz para integrates indefinidas se puede escribir 


(6.46) 


f dx _ 

J Vt _ V* 


arcsen x + C 


'VT-x* 

Integrando por partes se obtiene otra nueva formula de integration 


f 


arcsenx dx = x arcsen x 


f x dx 

J Vi - x 2_ 


x arcsen x 


+ VI - x 2 + C. 


El coseno y la tangente se invierten de forma analoga. Para el coseno se 
acostumbra elegir el intervalo [0, tt] para hacer la inversion (vease fig. 6.11). 
La funcion inversa resultante, llamada arco coseno, se define como sigue: 

u = arccos v implica v = cos u y 0 < u < n. 

En la figura 6.12 esta representada la grafica de la funcion arccos. 

Para invertir la tangente se elige el intervalo abierto (—in, in) (vease figu¬ 
ra 6.13) y se define el arco tangente como sigue: 

7 r 7 j 

u = arctan v implica v = tan u y — — < u < — . 

2 2 

En la figura 6.14 se ha dibujado una parte de la grafica de la funcion arco 
tangente. 
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y 



Figura 6.11 y = cos x Figura 6.12 y = arccosx 


El razonamiento utilizado para deducir (6.44) se puede aplicar a las fun¬ 
ciones arco coseno y arco tangente con lo cual se obtienen las siguientes formulas 
de derivacion: 


(6.47) 


D arccos x = 



valida para — 1 < x < 1 y 


(6.48) D arctan x 

valida para todo el numero real x. 


1 

1 + x 2 ’ 



Figura 6.13 y = tan x 


Figura 6.14 y = arctan x 
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(6.47) se puede traducir en la siguiente formula de integration: 

f* i n 

(6.49) 7 = dt = —(arccos x — arccos 0) --arccos x 

Jo Vl _ t 2 2 

si — 1 < x < 1. Comparando (6.49) con (6.45) se deduce la relation Jit — 
— arccos x — arc sen x (lo que tambien se puede deducir de la conocida identidad 
sen (Jw — y) = cos y, escribiendo y = arccos x). Con la notation de Leibniz 
para integrales definidas se puede escribir (6.49) como sigue: 


(6.50) 



—arccos x + C . 


Analogamente, de (6.48) se obtiene: 


(6.51) I ^ = arctan x o ~ dX ~ = arctan x + C . 

v Jo 1 + t 2 J 1 + x 2 

Aplicando el metodo de integracidn por partes junto con (6.50) y (6.51) se 
pueden deducir las siguientes formulas de integracion 


f j , f x dx 

arccos x dx = x arccos x + ■ . = 

J J V l — X 2 


x arccos x 


- Vl - X 2 + C, 


/' 


arctan x dx = x arctan x 


f x d x „ 

l + x 2 ~ 


x arctan x — | log (1 + x 2 ) + C , 


Las inversas de la cotangente, secante y cosecante se pueden definir por 
medio de las siguientes formulas 


(6.52) 

(6.53) 

(6.54) 


arccot x —-arctan x 

2 


arcsec x = arccos - 
x 


arccsc x = arcsen - 
x 


para todo x real, 
si |x| > 1 , 
si |x| > 1 . 


Las formulas de derivacion e integracion para estas funciones se encuentran 
en los Ejercicios siguientes. 
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6.22 Ejercicios 

Deducir las formulas de derivackSn dadas en los Ejercicios 1 al 5. 


1. D arccos x = 

2. D arctan x = 

3. D arccot x = 

4. D arcsec x = 

5. D arccsc x = 


-1 

Vl - X 2 
1 

1 +x a 

-1 


1 +x 2 
1 


\x\Vx 2 - 1 
-1 


si -1 < x < 1. 

para todo * real, 
para todo x real. 

si \x\ > 1. 


M > 1 . 


\x\Vx 2 - 1 

Deducir las formulas de integracfon de los Ejercicios 6 al 10. 

6. J arccot x dx = x arccot x 4- |log (1 + x 2 ) + C. 

7. j arcsec xdx = x arcsec x — log \x + V'x 2 — 1| + C. 

8. J arccsc xdx = x arccsc x + — log |x + V x 2 — 11 + C. 


9. J" (arcsenx) 2 dx = x(arcsen x) 2 — 2x + 2\/1 — x 2 arcsen x + C. 

10 . 


C arcsen x 

0. J —j— dx = log 


1 — V1 — x 2 


arcsen x 


+ C. 


11. (a) Demostrar que D I arccot x — arctan 


D^a 


■3- 


para todo x ^ 0. 


(b) Probar que no existe ninguna constante C tal que arccot x - arctan (1 /x) = C para 
todo x 0. Explicar por que esto no contradice el teorema de la derivada nula (teo- 
rema 5.2). 

En los Ejercicios 12 al 25, encontrar la derivada fix). Se supone que en cada caso la 
funcidn / esta definida para todos los valores reales x para los cuales la formula f(x) tiene 
sentido. 


12. f(x) = arcsen- . 

, 1 — x 

13. f{x) = arccos —— , 


14. fix) = arccos - . 

x 


15. fix) = arcsen (sen x). 
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16. f(x) = \x — arctan \Tx. 


21. fix) = arcsen (sen x — cos x) 


17. f(x) = arctan x + J arctan (x 3 ). 

1 — x 2 

18. /(x) = arcsen . 

19. /(x) = arctan (tan 2 x). 

20. /(x) = arctan (x + \/T~ + x 2 ). 


22. /(x) 

23. /(x) 

24. /(x) 

25. /(x) 


= arccos Vl — x 2 . 
1 + x 

= arctan --. 

1 — x 


= [arccos (x 2 )] -2 . 



26. Probar que dy/dx - (x + y)/(x - y) si arct g (y/x) = log Vx 2 + y 2 . 

27. Calcular d 2 y/dx 2 si y = (arcsen x)f\ / 1 — x 2 para |x| < 1 

28. Sea f(x) = arctan x — x + Jx 3 . Examinar el signo de /'. para demostrar que 

x — y < arctan x si x > 0. 


En los Ejercicios 29 al 47, calcular las integrales indefinidas. 


dx 


29 

30 


a 9^ 0. 


r dx 
J V 1 — 2 x — x 2 

C dx 

31. 2 , i, a 0. 

J a 2 + x 2 

(i ab # 0). 


32 

33 


■h 


dx 

+ bJ 2 


r dx 
J x 2 - x + 2 ' 

34. J x arctan x <7x. 

35. J x 2 arccos x dx. 

36. j x(arctan x) 2 dx. 

37. f arctan V* dx. 

r dx 

J \/ (x — a)(6 - x) 

[ Indication : x — a = (b — «)sen 2 «.] 


47 


b ^ a. 


38 J 


arctan \/x 


rfx. 


Vx(l + *) 

39. jV 1 - x 2 dx. [Indication: x = sen «.] 

arctan x 


40 

41 
42, 

43 

44, 

45 


+ x 2 ) 3 ' 2 

,a retan x 


r ^aretai 

■ J (1 + X 

r x 2 

" J (1 + X 

It 


dx. 


; dx. 


dx. 


+ e 2x 
arccot e 


■I 

■K^f 


dx. 


dx. 


dx, a > 0. 


46. J V' (x — <j)( 7> — x) t/x, b ^ a. 
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6.23 Integration por fracciones simples 

El cociente de dos polinomios se denomina funcion racional. La derivation 
de una funcion racional conduce a una nueva funcion racional que puede obte- 
nerse por la regia de la derivada del cociente. Por otra parte, la integration de 
funciones rationales puede conducir a funciones que no sean racionales. Por 
ejemplo, se tiene: 

f— = log |x| + C y ( ~ dx — = arctan x + C . 

J x J 1 + x* 

Se dara a continuacion un metodo para calcular la integral de una funcion ra¬ 
cional cualquiera y se vera que el resultado puede expresarse siempre por medio 
de polinomios, funciones racionales, arcotangentes y logaritmos. 

La idea basica del metodo consiste en descomponer una fraction en suma 
de fracciones simples que pueden integrarse por las tecnicas dadas anteriormente. 
Se expondra la manera general de proceder por medio de un numero de ejem- 
plos sencillos que indican todos los pasos esenciales del metodo. 

ejemplo 1. En este ejemplo se empieza con dos fracciones simples 
l/(x — 1) y l/(x + 3) cuyas integrates se conocen, y se ve que ocurre cuando 
se forma una combination lineal de estas fracciones. Por ejemplo, si se toma 
dos veces la primera fraction, mas tres veces la segunda, se tiene 

2 3 = 2(x + 3) + 3(x - 1) = 5x +3 

x - 1 x + 3 (x- IX* + 3) x 2 + 2x - 3 ' 

Leyendo ahora esta formula de derecha a izquierda, dice que la funcion racio¬ 
nal r dada por r(x) = (5x + 3)/(x 2 + 2x — 3) se expresa como una combination 
lineal de l/(x — 1) y l/(x + 3). Por tanto, se puede escribir la integral de r 
escribiendo: 

f 5x + 3 — dx = 2 f-^- + 3 f-^L- = 2 log |x - 1| + 3 log |x + 3| + C. 

J x 2 + 2x — 3 Jx — 1 Jx + 3 

ejemplo 2. El ejemplo anterior sugiere un procedimiento para calcular 
integrales de la forma /(ax + b)/(x 2 + 2x — 3 )dx. Por ejemplo, para calcular 
/(2x + 5)/(x 2 + 2x — 3 )dx se trata de expresar el integrando como combina¬ 
tion lineal de l/(x— 1) y l/(x + 3) escribiendo 

2x + 5 _ A B 

x 2 + 2x — 3 x — 1 x + 3 


(6.55) 
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donde A y B son constantes que se han de determinar. Si se pueden encontrar A 
y B de manera que la ecuacion (6.55) sea una identidad, entonces la integral de 
la fraction del primer miembro es igual a la suma de las integrales de las fraccio¬ 
nes del segundo miembro. Para hallar A y B se multiplican ambos miem- 
bros de (6.55) por (x — l)(x + 3) para quitar los denominadores. Con lo cual 
se tiene 

(6.56) A(x + 3) + B(x - 1) = 2x + 5 . 

Para determinar A y B a partir de esta igualdad hay dos metodos comunmente 
usados. Uno consiste en igualar los coeficientes de las potencias iguales de x en 

(6.56) . Esto conduce a las ecuaciones A+B = 2y3A — 6 = 5. Resolviendo 
este par de ecuaciones simultaneas, se obtiene A , B = £. El otro metodo 
consiste en dar a x en (6.56) dos valores distintos con lo cual se obtiene otro 
par de ecuaciones en A y B. En este caso particular, la presencia de los factores 
x — 1 y x + 3 sugiere el tomar los valores x=lyx=—3. Poniendo x = 1 
en (6.56) el coeficiente de B se anula y se tiene 4A = 7, o sea A Analoga- 
mente se puede anular el coeficiente de A poniendo x = — 3, con lo cual — 4/i = 
= — 1, o sea B = J. En ambos casos se han hallado los valores que satisfa- 
cen (6.55), de manera que se tiene: 


2x + 5 - dx = - 
x 2 + 2 x — 3 4 J x - 1 


+ - f——— = ~ log |x — 11 + “ log |x + 3| + C . 
4 J x + 3 4 4 


Es claro, que el metodo expuesto en el ejemplo 2, se aplica tambien a inte¬ 
grales de la forma J 7 (x)/g(x) dx en las que / es un polinomio lineal y g un poli- 
nomio cuadratico que se puede descomponer en producto de factores lineales 
con coeficientes reales g(x) = (x — x,)(x — x.J. En este caso, el cociente se puede 
expresar como una combinacion lineal de l/(x — x,) y l/(x — x 2 ) y la inte- 
gracion de /(x)/g(x) conduce a la combinacion correspondiente de los terminos 
logaritmicos log \x — x,| y log lx — x 2 |. 

Los ejemplos precedentes se refieren a funciones racionales f/g en las que 
el grado del numerador es menor que el del denominador. Una funcion racional 
con esta propiedad se denomina una funcion racional propia. Si f/g es impropia, 
es decir, el grado de / no es menor que el grado de g, se puede expresar f/g como 
suma de un polinomio y una funcion racional propia. En efecto, basta simple- 
mente dividir / por g para obtener: 
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donde Q y R son polinomios (llamados cociente y resto, respectivamente) de ma- 
nera que el resto es de grado menor que g. Por ejemplo: 

x 3 + 3x . „ , lOx + 6 

—--- = x + 2 + —- . 

x 2 — 2x — 3 x 2 — 2x — 3 

Por tanto, al estudiar la tecnica de integration, no se quita generalidad limitandose 
a las funciones racionales propias y por tanto en lo sucesivo se considerara 
Sf(x)/g(x) dx donde / es de grado menor que g. 

Un teorema general de Algebra dice que toda funcion racional se puede 
expresar como suma finita de fracciones de la forma: 

A Bx -I - C 

(x + af y (x 2 + bx + c) m ’ 

donde k y m son enteros positivos y A, B, C, a, b, c constantes con la condicion 
b 2 — Ac < 0. Esta condicion indica que el polinomio x 2 + bx + c no se puede 
descomponer en factores lineales con coeficientes reales, que es lo mismo que 
decir que la ecuacion cuadratica x 2 + bx + c — 0 no tiene rafces reales. Un 
polinomio de esta forma se dice que es irreducible en el campo real. Cuando una 
funcidn racional se expresa de la manera indicada se dice que se ha descom- 
puesto en fracciones simples. Por tanto, el problema de integrar esta funcion ha 
quedado reducido al de integrar sus fraccciones simples, lo que se logra facil 
mente con las tecnicas que se exponen en los ejemplos que siguen. 

Aqui no se tratara de probar que la descomposicion en fracciones simples 
existe siempre, sino que se vera (por medio de ejemplos) como se obtienen las 
fracciones simples en problemas concretos. En cada caso, cuando surja, la des- 
composicidn en fracciones - parciales se podra efectuar directamente. 

Es conveniente discutir por separado los casos, segun sea la forma en que 
se descomponga el denominador del cociente /(x)/g(x) en producto de factores. 

CASO 1. El denominador es un producto de factores lineales distintos. Su- 
pdngase g(x) descompuesto en n factores lineales, es decir: 

g(x) = (x - x x )(x - x 2 ) • • • (x - x„). 

Se observa que una combinacion lineal de la forma 



se reduce a una unica fraccion con el comun denominador g(x) siendo el nume- 
rador de esta fraccion un polinomio de grado menor que n que contiene las A. 
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Por tanto, si se pueden encontrar las A de manera que este numerador sea igual 
a f(x) se tiene la descomposicion 

/(*) _ A i ..... An 

g(x) X - Xj * - X* ’ 

y la integral de /(x)/g(x) sera igual a2 t ” = i/4; log |x — x,|. En el ejemplo que sigue se 
resol vera un caso para n = 3. 

r 7x 2 4- 5 v — 1 

ejemplo 3. Integrar -7-— dx . 

J x 3 + x 2 — 2x 

Solution. Puesto que x 3 + x 2 — 2x = x(x — l)(x + 2) el denominador es 
el producto de factores lineales distintos y se trata de hallar A r , A 2 , A 3 , de manera 
que: 


2x 2 + 5x — 1 _ Ai + A 2 + A 3 
x 3 + x 2 — 2x x x — 1 x + 2 


Quitando denominadores se tiene 

2x 2 + 5x - 1 = A x (x - l)(x + 2) + /l 2 x(x + 2) + ^ 3 x(x - 1). 

Para x = 0 se tiene — 2A, = — 1, es decir, A x = |. Para x = 1 se obtiene: 
3 A 2 = 6, o sea, A 2 — 2, y para x = —2 resulta6y4 3 = —3,o sea, A 3 — — Por 


tanto se tiene: 


2x 2 + 5x — 1 
x 3 + x 2 - 2x 



I 


dx _ r dx 
X + Jx- 1 


1 dx 

2 J x + 2 


= \ log |x| + 2 log |x - 11 - \ log |x + 2| + C 


CASO 2. El denominador es un producto de factores lineales algunos de los 
cuales se repiten. Se ilustra este caso con un ejemplo. 


r _|_ 2 x “J - 3 

ejemplo 4. Integrar --— —— -dx. 

J (x — l)(x + l) 2 

Solution. Se han de encontrar A u A 2 , A 3 de manera que 

x 2 + 2x -f 3 _ A x A 2 A 3 

(x — l)(x + l) 2 X — 1 X + 1 (x + l) 2 


(6.57) 
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Son necesarias las dos fracciones A 2 /(x + 1) y A 3 /(x + l) 2 , asf como A^/(x — 1) 
a fin de conseguir un polinomio de grado dos en el numerador y tener tantas 
ecuaciones como constantes cuando se trate de determinar las A. Quitando deno- 
minadores se tiene: 


(6.58) x 2 + 2x + 3 = A x (: c + l) 2 + A 2 (x - l)(x + 1) + A 3 (x - 1). 

Sustituyendo x = 1 se tiene 4Ai = 6 o sea A t = f. Si x = — 1 se obtiene 
— 2 A 3 = 2 y A 3 = — 1. Se necesita otra ecuacion para determinar A 2 . Puesto 
que no es posible otra eleccion de x que anule algun factor, se procura tomar x 
de manera que los calculos sean lo mas sencillos posibles. Por ejemplo, haciendo 
x = 0 se llega a la ecuacion 3 = A,— A 2 — A 3 de lo que resulta A 2 = — £. 
Otro metodo es derivar ambos miembros de (6.58) y luego sustituir una x conve- 
niente. Derivando en (6.58) se obtiene la ecuacion 

2x + 2 = 2 A x (x + 1) + A 3 (x - 1) + A 2 (x + 1) + A s , 

y haciendo x = — 1, se encuentra: 0 = — 2^4 2 + A 3 es decir A 2 = J /4 3 = — 
como antes. Halladas las A que satisfacen (6.57) se tiene: 


f x 2 + 2x + 3 3 f dx 1 [ _dx_ f dx 

J (x - l)(x + l) 2 X_ 2 Jx-1~2Jx + 1 _ J(x+1) 2_ 

= - log |x - 1| - - log |x + 11 + -J— + C . 
2 2 x + 1 


Si, en el primer miembro de (6.57) hubiera habido el factor (x + l) 3 en 
vez de (x + l) 2 se hubiera tenido que anadir en el segundo miembro el termino 
A\j (x + l) 3 . Mas general, si un factor lineal aparece p veces en el denominador, 
para este factor se ha de tomar una suma de p terminos, es decir: 


(6.59) 


-O A k 
x—i(x + a) k 

k= 1 


donde las A son constantes. Para cada factor lineal repetido se ha de tomar una 
suma de este tipo. 


CASO 3. El denominador contiene factores cuadraticos irreducibles ningu- 
no de los cuales se repite. 


EfEMPLO 5. 


Integrar 


/ 


3x 2 + 2x - 2 


dx. 


x 3 - 1 
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Solution. El denominador se puede descomponer en el producto a 3 — ] = 
= (x — 1)(* 2 + x + 1), donde x 2 + x +1 es irreducible, y se tiene una descompo- 
sicion de la forma: 


3x 2 + 2x - 2 = A Bx + C 

x 3 — 1 x— 1 x 2 + x+ l 


En la fraccion de denominador x 2 + x + 1 se pone como numerador un polinomio 
de primer grado Bx + C a fin de tener tantas ecuaciones como constantes cuando 
se determinan A, B, C. Quitando denominadores y resolviendo respecto a A, B, 
y C se tiene: A = 1, B = 2, C = 3. Por tanto, se puede escribir: 


I 


3x 2 + 2x - 2 dx = f dx 

x 3 - 1 J x - 1 



2x + 3 
x 2 + X + 1 


dx . 


La primera integral del segundo miembro es log |x — 1|. Para calcular la segunda 
integral, se escribe: 


f_2i±!- dx _U*iL- <fa + f 

Jx 2 + X+1 j X 2 + X + 1 j 

= log(x 2 + X + 1) + 2 J 


X 2 + X + 1 


dx 


dx 


(x + if + | 


Haciendo u = x + i y« = V| la ultima integral es: 



- arctan - = -V3 arctan 
a a 3 


2x + 1 

V3 


Por tanto se tiene: 

3x 2 + 2x - 2 dx = j ]x _ j | + (x 2 + x + 1) + - V3 arctan + C 

x 3 - 1 3 V 3 

CASO 4. El denominador contiene factores cuadraticos irreducibles algunos 
de los cuales estan repetidos. La situacion aqui es analoga a la del caso 2. Admi- 
timos que es posible una descomposicion de f{x)/g(x) en fracciones simples, en 
primer lugar en una suma de la forma (6.59) por cada factor lineal, tal como 
se dijo anteriormente; y en segundo lugar, si un factor cuadratico irreducible 
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se repite m veces, se admite que se puede descomponer en una suma de m ter- 
minos, de la forma 


•sp* B k x + C k 
£ (x 2 + bx + c) k ’ 

jfc=l 


donde cada numerador es lineal. 

ejemplo 6. Integrar f * ~ A ~ x + 2 , 

J (x — l)(x 2 + 2) 2 

Solution. Se escribe 

x" — x 3 + 2x 2 — x + 2 _ A Bx + C Dx + E 
(x - l)(x 2 + 2) 2 ~ x - 1 + x 2 + 2 + (x 2 + 2) 2 ' 

Quitando denominadores y resolviendo respecto a A, B, C, D, y E se tiene. 

A = l B= f, C = -i D = -1, £ = 0. 


Por tanto, resulta, 


x 4 — x 3 4- 2x 2 — x + 2 j* _ 1 f dx f jx — | __ T x dx _ 

(x - l)(x 2 + 2) 2 X _ 3 J x - 1 + J x 2 + 2 dX (x 2 + 2) 2 

_ 1 f dx 1 r 2x dx 1 f dx 1 f_2xdx_ 
_ 3Jx — l'3Jx z + 2 _ 3 Jx 2 + 2 _ 2J(x 2 + 2) 2 


= - log |x — 11 + - log (x 2 + 2) — —- arctan -4=. + 
3 3 6 V2 


+ 


1 1 


2 x 2 + 2 


+ C. 


Los ejemplos precedentes son modelos tfpicos de los que se presentan en 
general. El problema de la integracion de funciones racionales propias se reduce 
al calculo de integrales de la forma 


r dx 

f x dx 


r dx 

i (x + a) n ’ 

J (x 2 + bx + c) m ’ 

y 

J (x 2 + bx + c) m 
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La primera integral es log |x + a\ si n = 1 y (x + aY~ n /(\ — n) si n > 1. 
Para calcular las otras dos se expresa la forma cuadratica como suma de dos 
cuadrados: 


x 2 + bx + c = |x + ^| + (c — j = u 2 + a 2 , 

donde u = x +b/2 y a = \V4c — b 2 . (Esto es posible puesto que 4 c — b 2 > 
> 0. La sustitucion u — x + b/2 reduce el problema al de calcular 


( 6 . 60 ) 


U dll f du 

(u 2 + a 2 ) m y J (u 2 + a 2 )” 1 ' 


La primera es i log (u 2 + a 2 ) si m = 1 y \ (u 2 + a 2 ) 1 m /(l — m) si m > 1. Si 
m = 1 la segunda integral en (6.60) viene dada por la formula: 


du l u „ 

-- - = - arctan - + C . 

u + a a a 


El caso m > 1 se reduce al caso m = 1 aplicando reiteradamente la formula 
de recurrencia: 


f du _ 1 _ u _ 2m — 3 f du 

J (u 2 + oc 2 ) m ~ 2oc 2 (m - 1) (u 2 + a 2 )” 1-1 + 2a \m - 1 ) J (u 2 + a 2 )” 1 - 1 ’ 

que se obtiene por integracion por partes. De lo dicho se deduce que toda funcion 
racional puede ser integrada por medio de polinomios, funciones racionales, 
arcostangentes y logaritmos'. 


6.24 Integrates que pueden transformarse en integrates de funciones racionales 

Una funcion de dos variables definida por una ecuacion de la forma 

P(.x,y) = i i 

m - 0 n=0 

se denomina polinomio de dos variables. El cociente de dos de estos polino¬ 
mios se denomina funcion racional de dos variables. Integrales de la forma: 
f R(sen x, cos x) dx donde R es una funcion racional de dos variables se puede 
reducir mediante la sustitucion u — tanfx a integrales de la forma JY(u) du 
donde r es una funcion racional de una variable. La ultima integral se puede 
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calcular mediante las tecnicas que se acaban de describir. Se ilustra el metodo 
con un ejemplo particular. 

ejemplo 1. Integrar j-1- dx. 

J sen x + cos x 

Solucidn. La sustitucion u = tan Jx da 


x = 2 arctan u , dx = 


1 + u 


du , 


„ x x 2 tan ix 2 u 

sen x = 2sen - cos - =-—— =-- 

sec 2 £x 1 + u 2 


2 2 

cos x = 2 cos 2 - — 1 = —\— 
2 sec \x 




1 + u 2 




1 - it 

1 4- w 2 


sen x + cos x = 


2u + 1 - u 2 

1 + u 2 


Por tanto se tiene: 


f_^_= -2 f- — -= -2 f- 

J senx + cos x J u 2 — 2« — 1 J (u — 


du 


(u - a)(u - b) 


donde a — 1 + a/ 2 y b = 1 — V2. El metodo de fracciones simples conduce a 

r_^ = -j_ [(—— _ -±-\ 

J (u — a)(u — b) a — b J \u — a u — b) 


du 


y puesto que, a — b — 2 a/ 2 se obtiene: 


(6.61) 


1 


dx X2 u — b 

-= — log - 

sen x + cos x 2 u — a 


V2 

+ C = — log 


tan Jx — 1 + Vl 
tan ^x — 1 — V2 


+ C. 


El ultimo resultado se puede simplificar utilizando identidades trigonometricas 
adecuadas. En primer lugar se observa que V2 — 1 = tan in de manera que el 
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numerador de la ultima fraction es tan £x + tan \tt. El denominador se puede 
escribir en la forma: 


tan - — 1 — V2 
2 


= (V2 + 1) 


(V2- 1) tan ^ — 1 


= (V2 + 1) 


1 — tan - tan - 
2 8 


Tomando logaritmos en la forma indicada en (6.61) y combinando el termino 
— \\fl log ( V2 + 1) con una constante arbitraria, se puede escribir (6.61) en 
la forma: 


/— 


dx V2, 

-- — log 

+ cos x 2 


tan 


(H 


+ C. 


En una Seccion anterior se dedujo la formula de integration 

dx 


I 


VT 


— arcsenx 


como consecuencia de la formula para derivar arosen x. La presencia del arcsen x 
sugiere que tambien podria calcularse esta integral mediante la sustitucion trigono- 
metrica t = arcsen x. Tenemos entonces 

x = sent, dx — cos t dt, V 1 — x 2 = V1 —sen 2 1 = cos t , 


y encontramos que 

f dx f cos t dt f . 

■ = - - \ dt = t = arcsenx . 

J V i _ x 2 J cos 1 J 

Esta es una buena sustitucion si el integrando contiene V l — x 2 . En general, 
cualquier integral de la forma JK(x, \ f - x 2 ) dx, en donde R representa una 
funcion de dos variables, se puede transformar mediante la sustitucion 

x = a sen t, dx = a cos t dt , 

en una integral de la forma fR(a sen t, a cos t)a cos t dt. Esta, a su vez, se pue¬ 
de siempre integrar por medio de uno de los metodos antes expuestos. 

ejemplo 2. Integrar (- - — — . 

J 4 — x 2 + V 4 — x 2 
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Solution. Sea x = 2 sen t, dx — 2 cos t dt, V'4 — x' z = 2 cos t, y encon- 
tramos que 


T x dx i 

|’ 4 sen t cos t dt 

f sen t dt 

* 4 — x 2 + ^ 4 — .x 2 " 

4 cos 2 1 + 2 cos t J 

' cos t + i 


= -log |£ + cos + C = -log (1 + v 4 - x 2 ) + C . 
El mismo metodo sirve para integrales de la forma 


J R(x, ^ a 2 — (cx + df) dx 1 

se utiliza la sustitucion trigonometrica cx 4- d = a sen t. 

En forma parecida se resuelven integrales del tipo 

j R(x, ^ a 2 + (cx + df) dx 

mediante la sustitucidn cx + d = a tan t, c dx = a sec 2 1 dt. Para integrales de la 
forma 


/ R(x, ^(cx + df — a 2 ) dx , 

se emplea la sustitucion cx + d = a sec t, c dx = a sec t tan t dt. En uno u otro 
caso, el nuevo integrando se convierte en una funcion racional de sen t y cos t. 

6.25 Ejercicios 


Calcular las siguientes integrales: 


1 . 

2 . 

3. 

4. 


2x + 3 


dx. 


(x — 2)(x + 5) 
x dx 

(x + \)(x + 2)(x + 3) 
x dx 


x 3 — 3x + 2 ‘ 
4 + 2x — 6 
x 3 + x* -2x 


dx. 


5. 

6 . 

7. 

8 . 


J 

I 

J 

/ 


8x 3 + 7 

(x + 1 )(2x + l) 3 
4x 2 + x + 1 
x 3 - 1 dX ' 
x*dx 

x* + 5x 2 + 4' 


x + 2 

X 2 + X 


dx. 


dx. 
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9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 


J 

I 

J: 

J 

J 

J 

J 

I 

J 

I 

J 

J 

J 

I 

I 

J 


dx 


x(x 2 + l) 2 


dx 


(x + l)(x + 2) 2 (x + 3) 3 ' 
x dx 

(x + l) 2 ' 
dx 


x 3 — x' 
x 2 dx 

x 2 + x - 6 ' 
(x + 2) dx 
x 2 — 4x + 4 


<7x 


(x 2 — 4x + 4)(x 2 — 4x + 5) 

(x — 3) dx 
x 3 + 3x 2 + 2x ‘ 

dx 


(x 2 - l) 2 ’ 

x + 1 . 

-5- -dx. 

x 3 - 1 

x 4 + 1 
x(x 2 + l) 2 
dx 

1 - x 3 
x(x 2 + 1) 
dx 


dx. 


dx. 


x 4 - 1 
dx 

x 4 + 1 ' 

x 2 dx 
(x 2 + 2x + 2) 2 ' 


25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 


J 

J 

Jr 

Jr 


4x5-1 

(X* +X + l ) 2 dX ' 

dx 

2 sen x — cos x + 5 ' 
dx 


4- a cos x 
dx 


+ a cos x 
C sen 2 x 

J 1 +sen 2 x dx ' 

f_ 

J a 2 sen 2 x 


(0 < a < 1 ). 
(a > 1 ). 


dx 


(i a sen x + b cos x) 2 
" l2 sen x dx 

4- cos x + senx ’ 

x 2 dx. 

: dx. 


dx. 


J 

p/2 

Jo 1 

Jttt 

J^ 

r Vx 2 + x 

J——*• 

J V a : 2 + 5 dx. 

[ - X 

J V x 2 + x + 1 

/* </x 

J Vx 2 + X ' 

r V2 - x - x 2 
J X 2 


+ b 2 cos 2 x 
dx 


(ab * 0). 
(a * 0). 


c/x. 


<ix. 


[ Indicacidn: En el Ejercicio 40, multiplicar numerador y denominador por 
V2 - x - x 2 .] 
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6.26 Ejercicios de repaso 

1. Sea f(x) = J* (log t)/(t + 1 )dt si x > 0. Calcular fix) + f (l/x). Como comprobaci 6 n se 
verificara: /( 2 ) + fii) = i log 2 2 . 

2. Encontrar una funcidn /, continua para todo x (y no constantemente nula), tal que 


f\x) = 



sen t 

- - dt. 

2 4- cos t 


3. Intdntese calcular JV/x dx aplicando el metodo de integracion por partes. 

4. Integrar JJ /2 log O coa x ) dx. 

5. Una funcidn f esta definida por la ecuacidn 


/<*) = 


4x + 2 


x(x + l)(x + 2 ) 


si x > 0 


(a) Encontrar la pendiente de la grafica de / en el punto en que x = 1. 

(b) La regidn del piano comprendida entre la grafica y el intervalo [1,4] se hace girar 
alrededor del eje x engendrando un sdlido de revolucion. Calcular esta integral y probar 
que su valor es it log (25/8). 

6 . Una funcidn F esta definida. por la siguiente integral indefinida: 


F(x) = 



si x > 0 . 


(a) iPara que valores de x es cierto que log x < F(x)7 

(b) Demostrar que e t /(t + a) dt = e~°[F(x + a) - F{ 1 + a)]. 

(c) De forma analoga, expresar las siguientes integrales en funcidn de F. 



7. En cada caso, dar un ejemplo de una funcidn continua / que satisfaga las condiciones 
fijadas para todo real x, o bien explicar por que una tal funcidn no existe: 


(a) jlf(t)dt=e-. 

(b) Jo/(f) dt = 1 — 2 xl . [ 2 * a significa 2 <xJ> .] 

(c) JS/CO dt = f\x) - 1. 

8 . Si f(x + y) = f(x) fiy ) para todo x e y y si fix ) = 1 + xg(x) donde g(x) ->■ 1 cuando 
x —» 0 demostrar que (a) fix) existe para cada x, y (b) fix) = e*. 

9. Dada una funcidn g que tiene una derivada g'(x) para cada real x y que satisface las 
siguientes ecuaciones: 


S\ 0 ) = 2 


y 


g(x + y) = e v g(x) + e*g(y) para todo x y todo y . 
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(a) Probar que g(2x) = 2e*g(x) y encontrar una formula analoga para g(3x). 

(b) Generalizar (a) para dar una formula que relacione g(nx) con g(x) valida para 
todo entero positivo n. Probar el resultado por induction. 

(c) Probar que g(0) = 0 y hallar el li'mite de g(h)/h cuando h —* 0 

(d) Existe una constante C tal que g'(x) = g(x) + Ce r para todo x. Demostrarlo y hallar 
el valor de C. [ Indication: Aplicar la definition de la derivada de g'(x).] 

10. Una funcion periodica de periodo a satisface fix + a) = fix) para todo x de su dominio. 
tQue se puede decir de una funcion que es derivable para todo valor de x y que satis¬ 
face una ecuacion de la forma: 


fix + a) = bf(x) 


para todo x, donde a y b son constantes positivasV 

11. Aplfquese la derivacion logaritmica para deducir las formulas de derivation de pro- 
ductos y cocientes, de las formulas correspondientes de sumas y diferencias. 

12. Sea A = e*/(t + 1 ) dt. Expresar los valores de las siguientes integrales, por medio 

de la integral A: 



13. Sea p(x) = c„ + c x x + c 2 x 2 y sea f(x) = e x p(x). 

(a) Probar que /"(0), derivada n-sima de / en el punto 0, es c 0 + nc 1 + n(n — l)c 2 . 

(b) Resolver el mismo problema cuando p es un polinomio de grado 3. 

(c) Generalizarlo a un polinomio de grado m. 

14. Sea f(x) = x sen ax. Probar que f ,2n] (x) = ( — 1 ) r ‘(a 2n x sen ax - 2na 2n ~ 1 cos ax). 

15. Demostrar que: 


k =0 



1 

k + m + 1 



1 

k + n + 1 ‘ 


[ Indicacion: 1 j{k + m + 1 ) = t k+m dt.] 

16. Sea F(x) = Jq/(0 dt. Determinar una formula (o formulas) para calcular F(x) para 
todo real x, si / esta definida como sigue: 

(a) f(t) = (t + |/|) 2 . (c) f(t) = erW. 

Qo) f{t) = |j _ | ? | sj [ ? j > j’ (d )/(0 = el maximo de 1 y t 2 . 

17. Un solido de revolucion esta engendrado por la rotacion de la grafica y=flx) para [0, a] 
alrededor del eje x. Si para cada a > 0 el volumen es a 2 + a, hallar la funcion /. 
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IS. Sea f(x) = e~ 2 “ para todo x. Se designa por S(t) el conjunto de ordenadas de / en el 
intervalo [0, f], siendo / > 0. Sea A(t) el area de S(t), V(t) el volumen del solido obte- 
nido por la rotation de S(t) en torno al eje x, y W(f) el volumen del solido obtenido por 

la rotaci 6 n de S(t ) en torno al eje y. Calcular: a) A(t); b) V(<); c) W(/); d) lim V(t)/A(t). 

t—o 

19. Sea c un numero tal que senhc=f.(No intentar el calculo de c.) En cada caso hallar 
todos aquellos x (si existen algunos) que satisfacen la ecuacidn dada. Expresar la res- 
puesta en funcidn de log 2 y log 3. 

(a) log (e* + Ve 2 * + 1 ) = c. (b) log(e* - Ve 2 * — 1 ) = c. 


20. Determinar si cada una de las proposiciones siguientes es cierta o falsa. Probar las ciertas. 


(a) 2 Iog 5 = 5 log 2 . 


(b) log 2 5 = 


logs 5 
log 2 3 ' 


n 

(c) 2 ^ 1/2 < 2 para todo n > 1 . 

k=l 

(d) 1 + senh x <, cosh x para todo x. 


En los Ejercicios 21 al 24, establecer cada desigualdad examinando el signo de la deri- 
vada de una funcion adecuada. 


2 rr 

21 . - x < sen x < x si 0 < x < — . 

IT 2. 

22. ? d r} < log(l+l)<l * *>». 

23. x —— < sen x < x si x > 0 . 

6 

24. (x fl + y b ) 1/b < (x° + y a ) l/a si x > 0 , y > 0 , y 0 < a < b. 

25. Demostrar que 

(a) Jg e~ l t dt = e~ x (e* - \ - x). 

(b) J* e H 2 dt = 2\e-'\e* - 1 - x - 

r* / x 2 x®\ 

(c) J e~H*dt = 3!e-^ ~ 1 ~ x ~ 2\ ~ V.)' 


(d) Enunciar la generalizacion sugerida y demostrarla por induccion. 

26. Si a, b, a v fe , son dados, y ab ^ 0, probar que existen constantes A, B, C tales que: 


/ 


<?! sen x + bi cos x 
a sen x + b cos x 


dx = Ax 4- B log |a sen x + b cos x\ + C. 


[ Indicacidn: Probar que existen A y B tales que: 

Oj sen x + b 1 cos x = A(a sen x + b cos x) + B(a cos x — b sen x).] 
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27. Encontrar en cada caso una funcion /, que satisfaga las condiciones dadas: 

(a) f'(x 2 ) = 1 lx para * > 0 , /( 1 ) = 1 . 

(b) /'(sen 2 x) = cos 2 x para todo *, /( 1 ) = 1 . 

(c) /'(sen x) = cos 2 x para todo x, /( 1 ) = 1 . 


(d) /'(log x) = |* 


para 0 < x <, 1 , 
para x > 1 , 


/(0) = 0. 


28. Una funcion, llamada el logaritmo integral y que se representa por Li, se define como 
sigue: 


Li(*) 


f* dt 
2 iogl 


si x >2. 


Esta funcion aparece en la Teona analftica de numeros, donde se demuestra que Li(x) 
es una aproximacion muy buena para el numero de primos < x. Deducir las siguientes 
propiedades de Li(je). 


(a) Li(x) = 


JC 

l°g x 



dt 

log 2 t 


2 

log 2 


n—i 

(WUW-i^+Si 


+ C n , 


donde C„ es una constante (dependiente de n). Hallar esta constante. 

(c) Probar que existe una constante b tal que j* og * e*lt dt = Li(x), y hallar el valor de b. 

(d) Expresar la integral J* e 2t /(t — 1) dt por medio del logaritmo integral donde 
c = 1 + i log 2 . 

(e) Sea f(x = e 4 Li(e 21-4 ) — e l Li(e 2l “ 2 ) si x > 3. Probar que: 


/'« 


x 2 - 3x + 2 • 


29. Sea f(x) — log|jc[ si x < 0. Demostrar que f tiene inversa, y designar esta inversa por g. 

iCual es el dominio de g? Hallar una formula para calcular g(y) para cada y en el do- 

minio de g. Dibujar la grafica de g. 

30. Sea /(*) —J"o(l + f 3 ) 12 dt si x > 0. (No intentar el calculo de esta integral.) 

a) Demostrar que / es estrictamente creciente en el eje real no negativo. 

b) Designar por g la inversa de /. Demostrar que la derivada segunda de g es propor- 

cional a g 2 [esto es, g''(y) = cg 2 (y) para cada y en el dominio de g] y hallar la constan¬ 

te de proporcionalidad. 




7 


APROXIMACI6N DE FUNCIONES 
POR POLINOMIOS 


7.1 Introduccion 

Los polinomios figuran entre las funciones mas sencillas que se estudian en 
Analisis. Son adecuadas para trabajar en calculos numericos porque sus valores 
se pueden obtener efectuando un numero finito de multiplicaciones y adiciones. 
En el capitulo 6 se vio que la funcion logaritmo puede aproximarse por poli¬ 
nomios lo que nos permite calcular logaritmos con la precision que se desee. 
En este capitulo demostraremos que muchas otras funciones, tales como la expo- 
nencial y las trigonometricas, pueden tambien aproximarse por polinomios. Si la 
diferencia entre una funcion y su aproximacion polinomica es suficientemente 
pequena, entonces podemos, a efectos practicos, calcular con el polinomio en 
lugar de hacerlo con la funcion original. 

Existen muchas maneras de aproximar una funcion dada / por polinomios, 
dependiendo del uso que se ha de hacer de la aproximacion. En este capitulo nos 
interesara obtener un polinomio que coincida con / y algunas de sus derivadas en 
un punto dado. Empezamos nuestro comentario con un ejemplo sencillo. 

Supongamos que / es la funcion exponencial, f(x) = e x . En el punto x = 0, 
la funcion / y todas sus derivadas valen 1. El polinomio de primer grado 

g(x) = \ + x 

tambien tiene g(0) = 1 y g'(0) = 1, de manera que coincide con / y su derivada 
primera en 0. Geometricamente, esto significa que la grafica de g es la recta tan- 
gente a / en el punto (0, 1), como se aprecia en la figura 7.1. 

Si aproximamos / por un polinomio de segnndo grado Q que coincida con / 
y sus dos primeras derivadas en 0, podemos esperar una mejor aproximacion de 
/ que con la funcion lineal g, por lo menos en las proximidades de (0, 1). El po¬ 
linomio 


Q(x) = 1 + x + |x 2 
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y 



Figura 7.1 Polinomios de aproximacidn de la curva y = e* cerca del punto (0,1). 


tiene Q (0) = Q'(0) = 1 y Q"(0) = /"(0) = 1. La figura 7.1 nos muestra que 
la grafica de Q aproxima la curva y = e* mejor que la recta y = 1 + x en las 
proximidades de (0, 1). Podemos intentar aun mejorar la aproximacion utilizando 
polinomios que coincidan con / y sus derivadas tercera y de ordenes superiores. 
Es facil comprobar que el polinomio 

n Y k y 2 Y n 

ai) P(x) = 2~=, + X + - + ■■ + - 


coincide con la funcion exponencial y sus n primeras derivadas en el punto 
x = 0. Naturalmente, antes de que podamos usar tales polinomios para el calculo 
de valores aproximados de la funcion exponencial, necesitamos alguna informa- 
cion acerca del error cometido en la aproximacidn. Mejor que discutir este ejem- 
plo particular con mas detalle, es preferible que volvamos a la teoria general. 
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7.2 Polinomios de Taylor engendrados por una funcion 

Supongamos que / tiene derivadas hasta el orden n en el punto x — 0, siendo 
n > 1, e intentemos encontrar un polinomio P que coincida con / y sus n primeras 
derivadas en 0. Deben satisfacerse n + 1 condiciones, a saber 

(7.2) P(0)=/(0), P'(0) = /'(0), .... P<">(0) = /<”,(0), 

asi que ensayamos un polinomio de grado n, por ejemplo 

(7.3) P(x) = c 0 + + c 2 x 2 + • • ■ + c n x n , 

con n + 1 coeficientes por determinar. Utilizaremos las condiciones (7.2) para 
determinar esas condiciones en forma sucesiva. 

Pondremos, primero, x — 0 en (7.3) y encontramos P(0) = c 0 , con lo que 
c 0 = /(0). Seguidamente, derivamos ambos miembros de (7.3) y sustituimos 
x = 0 una vez mas encontrando P'(0) = c,; luego c, = /'(0). Derivando otra 
vez (7.3) y poniendo x = 0, encontramos que P"(0) = 2 c 2 , de modo que 
c 2 = /"(0)/2. Tras dcrivar k veces, encontramos P (,) (0) = kl Ck, y esto nos da 
la formula 


(7.4) 


f k \ 0 ) 

Cfc_ kl 


para k = 0, 1,2 [Cuando fc = 0, se atribuye a / (0) (0) el valor /(0).] 
Este razonamiento demuestra que existe un polinomio de grado < n que satis- 
faga (7.2), sus coeficientes son necesariamente los dados por (7.4). (El grado de 
P sera igual a n si y solo si / (n) 0.) Recfprocamente, es facil comprobar que el 

polinomio P cuyos coeficientes son los dados por (7,4) satisface (7.2) y por con- 
siguiente se tiene el siguiente teorema. 

teorema 7.1. Sea f una funcion con derivadas de orden n en el punto 
x — 0- Existe un polinomio P y uno solo de grado < n que satisface las n + 1 
condiciones 

P(0)=/(0), P'(0)=/'(0), P (n) (0) =/ <n) (0). 

Tal polinomio viene dado por la formula 


PW -Z / -IT**' 

k=0 



336 


Aproximacion de funciones por polinomios 


En la misma forma, podemos demostrar que existe un polinomio y uno solo 
de grado < n que coincide con / y sus n primeras derivadas en el punto x = a. 
En efecto, en lugar de (7.3), podemos escribir P ordenado segun las potencias de 
x — a y proceder como antes. Si calculamos las derivadas en el punto a en lugar 
de 0, llegamos al polinomio 


n /(i:)/ \ 

(7.5) P(x) = (x - a) k . 

0 

Este es el unico polinomio de grado <, n que satisface las condiciones 

P(a)=f(a), P'(a)=f'(a), ..., />'">(«) =/ , ” ) («), 

y se le llama polinomio de Taylor en honor del matematico Brook Taylor (1685- 
1731). Con mayor precision, decimos que el polinomio (7.5) es el polinomio de 
Taylor de grado n generado por f en el punto a. 

Conviene tener una notacion que indique la dependencia del polinomio de 
Taylor P respecto de / y n. Indicaremos esa dependencia escribiendo P = T„f 
oP = T„(f). El simbolo T„ se denomina operador de Taylor de grado n. Cuando 
este operador se aplica a una funcion /, produce una nueva funcion T„f, el poli¬ 
nomio de Taylor de grado n. El valor de esta funcion en x se representa con 
T„f(x) o por 7\, [/(*)]. Si queremos indicar la dependencia respecto de a, escribi- 
mos T„f(x;a) en lugar de T n f{x). 

ejemplo 1. Cuando / es la funcidn exponencial, f(x) = E(x) = e ?, tenemos 
E m (x) = e x para todo k, asf que £ w (0) = e° = 1, y el polinomio de Taylor 
de grado n generado por £ en 0 es el dado por la formula 

x k X 2 v» 

T n E(x) = T n (e x ) = y^=l+x + ^ + -- -+ ^. 

x->k\ 2! n! 

fc=0 

Si queremos un polinomio que coincida con £ y sus derivadas en el punto a = 1, 
tenemos £ w (l) = e para todo k, por lo que (7.5) nos da 


T n £(x;l) = 2^(x- If. 

k=0 


ejemplo 2. Cuando f(x) — sen x, tenemos f(x) = cos x, f"(x) = — sen x, 
f"(x) = — cosx, f*\x) = senx, etc., asf que / (2n+1, (0) = (— l) n y / (2n, (0) = 0. 
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Asi pues tan solo aparecen potencias impares de x en los polinomios de Taylor 
generados por la funcion seno, en 0. El polinomio de Taylor de grado 2n + 1 
tiene la forma 


r 2 „ +l( senx) = x-^ + ^-^ + ••• + (-!)" 


+1 

(2 n + 1)1' 


ejemplo 3. Razonando como en el ejemplo 2, encontramos que ltfs polino¬ 
mios de Taylor generados por la funcion coseno en 0 solo contienen potencias 
impares de x. El polinomio de grado 2 n viene dado por 


x 2 x* x e 

T 2 „(cos x) = 1 — "—1--h 

2n 2! 4! 6! 


+ (-D" 


(2«j! 


Observese que cada polinomio de Taylor T 2M (cos x) es la derivada del poli¬ 
nomio de Taylor T 2n+l (sen x). Esto es debido al hecho de que el coseno es la 
derivada del seno. En la siguiente Seccion vemos que ciertas relaciones que son 
validas entre funciones se transmiten a sus polinomios de Taylor. 


7.3 Calculo con polinomios de Taylor 

Si una funcion / tiene derivadas de orden n en un punto a, podemos siempre 
formar su polinomio de Taylor T„f por medio de la formula 


n Ak)s \ 

TJ(x) = ^ f ~^(x-a) k . 


Algunas veces el calculo de las derivadas / <A) (fl) puede resultar laborioso, por lo 
que es deseable disponer de otros metodos para determinar polinomios de Taylor. 
El proximo teorema nos expone propiedades del operador de Taylor que a me- 
nudo nos permiten obtener nuevos polinomios de Taylor a partir de otros dados. 
En este teorema se sobrentiende que todos los polinomios de Taylor son obte- 
nidos en un mismo punto a. 


teorema 7.2. El operador de Taylor T„ tiene las propiedades siguientes: 
a) Linealidad. Si t\ y c 2 son constantes, 


T n (cJ+ c 2 g) = c x T n (f) + c 2 T n (g ). 


b) Derivacion. La derivada de un polinomio de Taylor de f es un polinomio 
de Taylor de f; es decir, se tiene 


(Tjy = T n _ x (f ’). 
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c) Integration. Una integral indefinida de un polinomio de Taylor de f es 
un polinomio de Taylor de una integral indefinida de f. Dicho con ma¬ 
yor precision, si g(x) = /* f(t) dt, se tiene entonces 

T n+1 g(x) = f* TJ(t) dt . 


Demostracion. Cada proposition a), b) o c) es una ecuacion que liga dos 
polinomios del mismo grado. Para demostrar cada una de ellas observemos sim- 
plemente que el polinomio que aparece en el primer miembro tiene el mismo 
valor y las mismas derivadas en el punto a que el que aparece en el segundo 
miembro. Entonces basta que recordemos la propiedad de unicidad del teore- 
ma 7.1. Observese que la derivation de un polinomio rebaja su grado, en tanto 
que la integration lo aumenta. 

El teorema siguiente nos dice lo que sucede cuando sustituimos x por cx en 
un polinomio de Taylor. 

TEOREMA 7.3. propiedad de sustituci6n. Sea g(x) — f(cx), siendo c 
una constante. Se tiene entonces 

T„g(x ; a) = T n f(cx; ca ). 

En particular, cuando a = 0, tenemos T n g(x) = T„f(cx). 

Demostracion. Ya que g(x) = f(cx), la regia de la cadena nos da 
g'(x) = cficx), g"(x) = c 2 f"(cx), g m {x) = c k f k) (cx). 

Por tanto obtenemos 


T n g(x; a) = \ (x - af = V - ■ (cx - caf = TJ(cx ; ca). 

< k\ J—ik\ 


ejemplos. Reemplazando x por — x en el polinomio de Taylor correspon- 
diente a ef, encontramos que 


r -(o = 1 - x + ft - f, + • • • + (-D B • 
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Puesto que cosh a: = %e x + \e x , podemos utilizar la propiedad de linealidad para 
obtener 


T 2 „(cosh x) = lT 2n (e x ) + $T in (e~ x ) = 1 + - + -+••• + — . 

2 ! 4 ! ( 2 m )! 

La derivacion nos da 

x 3 Y 5 Y *»-i 

Ta^senhx) = x H--j- '- !-••■ +---. 

3 ! 5 ! (2 n - 1 )! 

El teorema que sigue es tambien util en la simplificacion de calculos con polino¬ 
mios de Taylor. 

teorema 7 . 4 . Sea P„ un polinomio de grado n > 1 . Sean / y g dos funcio- 
nes con derivadas de or den n en 0 y supongamos que 

( 7 . 6 ) fix) = P n (x) + x n g(x), 

en donde g(x) -* 0 cuando x -* 0. El polinomio P„ es el polinomio de Taylor ge¬ 
ne r ado por f en 0 . 

Demostracion. Sea h(x) = f(x) — P„(x) = x"g(x). Derivando repetidamente 
el producto x"g(x), vemos que h y sus n primeras derivadas son 0 en x = 0. Por 
consiguiente, / coincide con P„ y sus n primeras derivadas en 0, de manera que 
Pn = T„f, como se afirmo.- 

ejemplos . Partiendo de la identidad algebraica 

( 7 - 7 ) = 1 + X + X 2 + • ■ • + X n + -2—, 

1 - X 1 - X 


valida para todo x# 1, vemos que (7.6) se satisface con fix) = 1/(1 — x) 
Pnix) = 1 + x + . .. + x n , y g(x) = x/(l — x). Puesto que g(x) 0 cuando 
x -*■ 0, el teorema 7.4 nos dice que 

= 1 + x + x 2 + • • • + x\ 

Integrando esta relacion conseguimos este otro polinomio de Taylor 

y2 3 W+l 

T n+1 [-log(l -x)] = x + ^ + t-+-’- + 2L -: • 

2 3 n + 1 
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En (7.7) podemos reemplazar x por — x 2 para conseguir 


1 * ^2 t -.4 . / 2 n t 4\*i X 


1 + x‘ 


= 1 - x z + x 4 - • • • + (-1)” X 2n - (-1) 


2n-t-l 


1 + X s 


Aplicando el teorema 7.4 una vez mas, encontramos que 


‘(r+T 1 ) - 1 


(-l)V*. 


Integrando esta relacion llegamos a la formula 


71 

T 2n +1 (arctan x) = ^ (— O'" 


0 


r 2k+l 


2k+\ 


7.4 Ejercicios 


1. Trazar las graficas de los polinomios de Taylor T 3 (sen x) = x — x 3 /3! y 7\(sen x) = 
= x — x 3 /3! + x 5 /5!. Poner especial atencion en los puntos en los que las curvas cor- 
tan al eje x. Comparar estas graficas con la de j(x) = sen x. 

2. Hacer lo mismo que en el Ejercicio 1 para los polinomios de Taylor T 2 (cos x), T t (cos x), 
y f(x) = cos x. 

En los Ejercicios 3 al 10, obtener los polinomios de Taylor T„f(x) que se indican. Los 
teoremas 7.2, 7.3 y 7.4 ayudaran para simplificar los calculos en varios casos. 


3. T n (a x ) 

V(l°g 
“Z k\ 

k =0 

v(-i) t+ v 
6. T n [log (1 +x)] -• 

1 

4 - r -(r 

7 fc=0 

/ fmc\ v x 2t+i 

7 -M log Vr^r22. + i 

3- T 2n +l | 

x 7 fc=0 

X 7 fc=0 

9. r n [(i 

+ x)*] donde 

Te—n ' ' 

a(a — 1) • • • (a — k + 1) 


" 2 2k-l 

10. T 2n (sen 2 x) = / ( -l) fc+1 x 2k . [ Indicacidn : cos 2x = 1 - 2sen 2 x.] 
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7.5 Formula de Taylor con resto 

Volvamos ahora a una discusion del error en la aproximacion de una fun- 
cion / mediante su polinomio de Taylor T„f en un punto a. El error se define como 
la diferencia E„(x) = fix) — T n f(x). Asi que, si / tiene derivada de orden n en a, 
podemos escribir 


n /•(*)/_\ 

(7.8) /(*) = 2^7“ (x - a)k + £ " (x) ‘ 

k =0 

Esta se denomina formula de Taylor con resto E„{x)-, es util cuando podemos esti- 
mar la magnitud de £„(x). Expresaremos el error como una integral y entonces 
se estima la magnitud de la integral. Consideremos primero el error que aparece 
con una aproximacion lineal. 


teorema 7.5. Supongamos que f tiene derivada segunda f" continua en un 
cierto entorno de a. Entonces, para todo x en ese entorno, se tiene 


fix) = f{a) +f'ia)ix - a) + Efx), 

en donde 

Efx) = j a (x - t)f”it) dt. 


Demostracion. Segun la definicion del error podemos escribir 
E,ix) =■ fix) — /(a) -/'(a)(x - a)=if f\t) dt - /'(a) f dt = f [/'(«) -/'(«)] dt. 

‘'a d a j a 

La ultima integral puede ponerse en la forma u dv, donde u = fit) — f'(a), 
y v = t — x. Asimismo du/dt = /"(t) y dv/dt — 1, con lo que la formula de 
integracion por partes nos da 

Efx) = / u dv = uv I - f it - x)f"it) dt = / (x - 0/"(0 dt, 

CL ICt * d “ (t 

puesto que u = 0 cuando t — a, y e. = 0 cuando t = x. Esto demuestra el teo¬ 
rema 

El resultado correspondiente para un polinomio de aproximacion de grado n 
viene dado por el siguiente 
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teorema 7.6. Supongamos que f tenga derivada continua de orden n + 1 
en un cierto intervalo que contenga a. Entonces, para todo x en este intervalo, te- 
nemos la formula de Taylor 

m = (x ~ a)k + En(x) ’ 

A;=0 

siendo 

E n (x) = - t f*(x - t) n f in+1 \t) dt. 
n\ Ja 

Demostracidn. El teorema se demuestra por induccidn respecto a n. Lo he* 
mos ya demostrado para n = 1 . Supongamos ahora que es cierto para un cierto n 
y lo vamos a demostrar para n + 1. Escribamos la formula de Taylor (7.8) con 
n -f 1 y con n y restando obtenemos 

£«kW = E n (pc) (x - fl)n+1 

Utilizamos la expresion integral de E n (x) y observando que (x — a) n+l /(n + 1) = 
= j*(x — t) n dt se obtiene 

E n+ i(x) = - f(x - t ) n / !n+1, (0 dt -^[‘(x - t) n dt = 
tl'.Ja n\ Ja 

= — f'(x - 0”[/ <B+l, (0 — f {n+1 \a)] dt. 
n! Ja 

La ultima integral puede escribirse en la forma J* udv, donde u =f (n+1) (/) — 
— / (n+1) (a) y v = — (x — t) nfI /(« + 1). Integrando por partes y teniendo en cuen- 
ta que u = 0 cuando t = a, y que v — 0 cuando t = x, encontramos que 

E n+i( x ) = -7 f udv = - - [ vdu = - 1 f (x - 0 B+1 / <n+2> (0 dt . 

Til J a Yl ! J a (tl -j - 1)! J a 

Esto completa el paso inductivo de n a n + 1, con lo que el teorema es valido 

para todo n ^ 1. 


7.6 Estimacion del error en la formula de Taylor 

Puesto que el error E„{x) en la fdrmula de Taylor ha sido expresado en 
forma de integral que afecta a la derivada de orden n + 1 de / necesitamos alguna 
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information mas acerca / (n+1) antes de poder estimar la magnitud de E„(x), como 
se explica en el teorema que sigue. 

teorema 7.7. Si la derivada (n -)- 1 )-esima de f satisface las desigualdades 
(7.9) m <,f' n+1) (t) < M 

para todo t en un cierto intervalo que contenga a, entonces para todo x en este 
intervalo tenemos la estimacidn siguiente 


(7.10) m ^- < £„(x) < M —-^ si x> a, 

K ’ (n + 1)! “ (n + 1)! 

y 

(7.11) m (a - r X ^-~ < (- l) n+1 £„(x) < M (a ~ - )n+1 si x <a. 

(n + 1)! “ (n + 1)! 

Demostracion. Supongamos que x > a. Entonces la integral para E„(x) se 
extiende al intervalo [a, x]. Para cada t en este intervalo tenemos \x — t) n > 0, 
con lo que las desigualdades (7.9) nos dan 

m i*-jr s M o^jr 

n ! n ! n ! 


Integrando entre a y x, encontramos que 

m f x M f x 

(7.12) (x - 0” dt < £„(x) <- \ (x - t) n dt . 

nlJa nlJa 

La sustitucion u = x — t, du = — dt nos da 


(\x-trdt = rv d u = ^?r\ 
Ja Jo n + 1 


con lo que (7.12) se reduce a (7.10). 

Si x < a, la integration se efectua en [x, a], Para cada t en este intervalo 
tenemos t > x, con lo que (— l) n (x — t) n = ( t — x) n > 0. Por consiguiente, po- 
demos multiplicar las desigualdades (7.9) por el factor no negativo (—l) n (x — t) jn\ 
e integramos entre x y a obteniendo (7.11). 
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ejemplo 1. Si f(x) = e x y a = 0, tenemos la formula 



k=0 


Puesto que / <n+1) (x) — e x , la derivada / (n+1) es monotona creciente en cualquier 
intervalo, y por tanto satisface las desigualdades e h < f n+1 \t) < e c en todo inter¬ 
val de la forma [fc,c]. En un tal intervalo, las desigualdades relativas a E„{x) 
del teorema 7.7 se satisfacen para m = e h y M = e c . En particular, cuando b = 0, 
tenemos 


x n+1 

(« + D! 


< £»(*) < 


- 

(» + 1 )! 


si 0 < x ^ c . 


Podemos utilizar estas estimaciones para calcular el numero e de Euler. Se 
toma b = 0, c=l,x=l,y teniendo en cuenta que e < 3 obtenemos 


c -|i + E.(D. 


donde 7 ! 

(n + 1)! (n + 1)! 


Esto permite el calculo de e con el grado de aproximacion que se desee. Por ejem¬ 
plo, si deseamos el valor de e con siete cifras decimales exactas, elegimos un 
n tal que 3/(n + 1)! < J 10 -8 . Pronto veremos que n = 12 es suficiente. Con 
bastante rapidez se puede calcular una tabla de valores de 1/n! debido a que 1/n! 
puede calcularse dividiendo l/(n — 1)! por n. La siguiente tabla para 3 < n < 12 
contiene esos numeros redondeados hasta nueve decimales. El «redondeo» esta 
en cada caso indicado por un mas o un menos lo que nos indica si la correccion 
es por exceso o por defecto. (En cualquier caso, el error es menor que media 
unidad del ultimo orden decimal considerado.) 


n 

1 

n! 

n 

1 

n\ 

3 

0,166 666 667 - 

8 

0,000 024 802 - 

4 

0,041 666 667 - 

9 

0,000 002 756 - 

5 

0,008 333 333 + 

10 

0,000 000 276 - 

6 

0,001 388 889 - 

11 

0,000 000 025 + 

7 

0,000 198 413 - 

12 

0,000 000 002 + 
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Los terminos correspondientes a n — 0, 1,2 tienen suma §. Sumando este 
numero a los valores de la tabla (para n <12), obtenemos un total de 2,718281830. 
Si tenemos en cuenta los redondeos, el valor efeciivo de esta suma puede ser 
menor que aquel valor, difiriendo a lo sumo en J de una unidad del ultimo orden 
decimal conservado (debido a los siete signos menos), o puede exceder a lo sumo 
en | de unidad del ultimo orden decimal (debido a los tres signos menos). Llame- 
mos a la suma s. Entonces todo lo que podemos asegurar mediante este calculo 
es la desigualdad 2,718281826 < s < 2,718281832. La estimacion del error 
E 12 (l) nos da 0,000000000 <| £ 12 (1) < 0,000000001. Puesto que e = s + £ 12 (1), 
este calculo nos lleva a las desigualdades siguientes para e: 

2,718281826 < e < 2,718281833. 

Esto nos dice que el valor de e, con siete cifras decimales, es e — 2,7182818, o que 
el valor de e redondeado a ocho decimales, es e — 2,71828183. 

ejemplo 2. Irracionalidad de e. Podemos utilizar la anterior estimacion del 
error £„(1) para demostrar que e es irracional. Empezamos escribiendo las des¬ 
igualdades (7.13) del modo siguiente: 

1 ^ 1 3 

(n + l)!~ Z,k\ (n + 1)! - 

k=0 

Multiplicando por «!, se obtiene 

1 - . ^»! „ 3 „ 3 

- < nl e — > — <-<- 

(714) n + 1 j—* k\ n + 1 4 

k-0 

si n !> 3. Para cada n la suma respecto a £ es un entero. Si e fuera racional, po- 
driamos elegir n lo bastante grande para que tambien n\e fuese entero. Pero en¬ 
tonces (7.14) nos diria que la diferencia de esos dos enteros seria un numero en 
tero no mayor que f, lo cual es imposible. Por tanto e no puede ser racional. 

Las aproximaciones por polinomios nos permiten con frecuencia obtener va¬ 
lores numericos aproximados de integrales que no se pueden calcular directa- 
mente mediante funciones elementales. Un ejemplo famoso es la integral 

/(*) = Jo ^ dt . 

que se presenta en la teoria de probabilidades y en muchos problemas de Fisica. 
Es sabido que la funcion / asi definida no es una funcion elemental. Es decir, 
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} no puede obtenerse a partir de polinomios, exponenciales, logaritmos, funciones 
trigonometricas o trigonometricas inversas mediante un numero finito de pasos en 
los que intervengan las operaciones de adicion, substraccion, multiplication, divi¬ 
sion, o composicion. Otros ejemplos que con frecuencia se presentan tanto en 
teorfa como en la practica son las integrales 

f dt , f sen(f 2 ) dt , f V 1 — k 2 sen 2 1 dt. 

Jo t Jo Jo 

(En la primera de estas, se sobrentiende que el cociente (sen<)/t se reemplaza 
por 1 cuando t = 0. En la tercera, k es una constante, 0<k<l.) Terminamos esta 
Section con un ejemplo que hace ver como la formula de Taylor puede usarse 
para obtener una buena estimation de la integral 


ejemplo 3. La formula de Taylor para e x con n — 4 nos da 

(7.15) e‘= \ +* + fj + ^ + ^ + £ 4 W- 

Supongamos ahora que x <. 0. En cualquier intervalo de la forma [ — c, 0] tene- 
mos e~ c < e* < 1, de modo que podemos utilizar las desigualdades (7.11) del 
teorema 7.7 como m = e~ c y M — 1 para escribir 

0 < (—1) 5 £ 4 (x) < ~~ si x < 0 . 

Dicho de otro modo, si x < 0, entonces £ 4 (x) es negativa y > x 5 /5!. Reempla- 
zando x por — t 2 en (7.15), tenemos 

(7.16) *-‘‘=1 -? + £-£ +I + 

en donde - t 10 / 5! < £ 4 ( - t 2 ) < 0. Si 0 ^ t < J, encontramos que t 10 / 5! < 
< (i) 10 / 5 ! < 0,000009. Asi que, si integramos (7.16) entre 0 y i obtenemos 

f 1/2 = l _1_ 1 _ 1 1 _ Q 

Jo ^ 2 3 .2 3 ' 5 • 2 5 • 2! 7 - 2 7- 3! 9'2 9, 4! ' 


donde 0 < 6 < 0,0000045. Redondeando hasta cuatro decimales, encontramos 
dt = 0,4613. 
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*7.7 Otras formas de la formula de Taylor con resto 

Hemos expresado el error en la formula de Taylor como una integral 

EJx) = - f *(x - t)V (n+1, 0) dt. 

n ! Ja 

Tambien puede expresarse en muchas otras formas. Puesto que el factor ( x — t) n 
del integrando nunca cambia de signo en el intervalo de integration, y que / (re+1) es 
continua en este intervalo, el teorema del valor medio ponderado para integrales 
(teorema 3.16) nos da 

|(x - t) n f in+1> (t) dt = f u+1 \c) |*(x - 0" dt = / ( " +ll (c)' g) — 1 , 

Ja Jn It + 1 

estando c en el intervalo cerrado que une a con x. Por consiguiente, el error 
puede escribirse en la forma 


EJx) 


f in+v (c) 
(n + D! 


(x - a) 7!+1 . 


Esta es la llamada forma de Lagrange del resto. Se parece a los anteriores termi- 
nos de la formula de Taylor, salvo que la derivada / <M+1) (c) esta calculada en un 
cierto punto c desconocido y no en el punto a. El punto c depende de x y de n, 
tanto como de f. 

Con un razonamiento de tipo distinto, podemos prescindir de la continuidad 
de / ( " +1) y deducir la formula de Lagrange y otras formas del resto bajo hipotesis 
mas debiles. Supongamos que / <n+1) existe en un cierto intervalo abierto (h, k) que 
contenga el punto a, y que / (n) sea continua en el intervalo cerrado Elija- 

mos cualquier x ¥= a q n [h,k]. Para simplificar, admitamos que x > a. Man- 
tengamos x fijo y definamos una nueva funcion F en el intervalo [a, x] del si- 
guiente modo: 


n 

F(t)=nt) + ^ J -^(x-t) k . 

A:=l 


Observemos que F(x) = f(x) y F(a) = T n f{x\ a ), con lo que F(x) — F(a) = EJx). 
La funcion F es continua en el intervalo cerrado [a, x] y es derivable en el 
intervalo abierto (a, x). Si calculamos F'(t), teniendo en cuenta que cada termino 
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de la suma que define F(/) es un producto, encontramos que todos los terminos 
se reducen excepto uno, y nos queda la igualdad 

F'(0 = (x — , f)n / u+1) (0 • 
n\ 

Sea ahora G cualquier funcion continua en [a, x] y derivable en (a, x). Podemos 
entonces aplicar la formula del valor medio de Cauchy (teorema 4.6) y escribir 

G\c)[F(x) - F(a)] = r(c)[G(x) - G(a)}. 

para un cierto c en el intervalo abierto (a, x). Si G' no es cero en (a, x), se obtiene 
la siguiente formula para el error E„(x): 

E n (x) = ^ [G(x) - G(a)]. 

G (c) 

Podemos expresar el error de varias maneras mediante elecciones distintas de la 
funcion G. Por ejemplo, tomando G(t) = (x — t) n+1 , obtenemos la forma de 
Lagrange 

E n (*) = ;- 77 : (x - a) n+1 , donde a < c < x . 

Of + 1)! 

Tomando G(t) = x — t, obtenemos otra formula, llamada forma de Cauchy del 
resto, 

E n (x) = J -— (x - c) n (x - a) , donde a <c <x . 

n! 

Si G(t) = (x — t) v , siendo p ^ 1, obtenemos la formula 

f(n+l)f \ 

E n (x) = - -— _ c ) n+1_s, (x — a) v , donde a < c < x . 

n! p 


7.8 Ejercicios 

En los Ejercicios 1, 2 y 3 se dan ejemplos de formulas de Taylor con resto. En cada caso 
demostrar que el error satisface las desigualdades que se dan. 


1 . 


sen x 


71 

-2 


( —1)* —x 
(2* - 1)! 


+ E in {x), l-EjnMI ^ 


| x |2n+l 
(2/t + 1)1 • 
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2. cos x 


=2 

fc =0 


(—1 ) fe Jtr 2 * 

( 2 *)! 


+ W x ). 


|*| 2n+2 

|£ 2n+ i(x)| ^ — + 2) ,. 


^(-1)*JC 2,: + 1 

3. arctan * 2fc + E in (x), 

k=Q 


x 2n+l 

l £a « (x)l - ^ 2nTl Si 


4. a) Obtener el numero r = \Zl5 — 3 como aproximacion de la raiz no nula de la ecua- 
cion x 2 — sen x utilizando el polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima sen x. 
b) Demostrar que la aproximacion de la parte a) satisface la desigualdad 


Isenr — r 2 < 


200 ’ 


dado que \^15 — 3 < 0,9- Decir si la diferencia (sen r — r 2 ) es positiva o negativa. Dar 
los detalles del razonamiento seguido. 

5. a) (Jtilizar el polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima arctan x para obtener 
el numero r = (\/2T — 3)/2 como aproximacion de la rafz no nula de la ecuacion 
arctan x = x 2 . 

b) Dado que V2I < 4,6 y que 2 16 = 65536, demostrar que la aproximacion de la par¬ 
te a) satisface la desigualdad 


I r 2 — arctan r\ < 


100 ' 


Decir si la diferencia (r 2 — arctan r) es positiva o negativa. Dar los detalles del razona¬ 
miento seguido. 


fr 


4- x 3 ' 


6. Demostrar que 


7. Demostrar que 0,493948 < 


, dx = 1 + — , donde 0 < c < 1. 
rt /2 i 


rv 2 

Jo f 


+ X 4 


dx < 0,493958. 


8 . a) Si 0 < x < demostrar que senx = x — x 3 /V. + r(x), donde |r(x)| <, (^) 5 /5!. 

b) Utilizar la estimacion de la parte a) para encontrar un valor aproximado de la inte¬ 
gral J 0 V 2/2 sen(x 2 )dx. Dar una estimacion del error. 

9. Utilizar los tres primeros terminos no nulos de la formula de Taylor de sen x para en¬ 
contrar un valor aproximado de la integral (sen x)/x dx y dar una estimacion del error. 
[Se sobrentiende que el cociente (sen x)/x es igual a 1 cuando x = 0.] 

10. En este Ejercicio se expone un metodo para calcular n, usando la formula de Taylor 
de arctan x dada en el Ejercicio 3. Se basa en que n es proximo a 3,2, de modo que 
\-n es proximo a 0,8 6 |, y este valor es proximo a 4 arctan J. Poner a = arctan 

A = 4a — ^7 t . 

a) Utilizar la identidad tan(/l + B) = (tan A + B)/( 1 —tan A tan B) poniendo A = B = a 
y luego A = B = 2a para hallar tan 2a = A y tan 4a = li £■ Utilizar entonces la iden¬ 
tidad una vez mas con A = 4a, B = — Jot obteniendo tan/? 2 J 9 . Esto origina la siguien- 
te identidad notable descubierta en 1706 por John Machin (1680-1751): 

77 = 16 arctan | — 4 arctan si 9 - 
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b) Utilizar el polinomio de Taylor T n (arctanx) con x = A para demostrar que 

3,158328934 < 16arctanJ < 3,158328972. 

c) Utilizar el polinomio de Taylor T a (arctanx) con x =- 33-9 para demostrar que 

-0,016736309 < -4arctanaiB < -0,016736300. 

d) Utilizar las partes a), b) y c) para demostrar que el valor de it, con siete decimales 
es 3,1415926. 


7.9 Otras observaciones sobre el error en la formula de Taylor. La notation 0 


Si f tiene derivada de orden (n + 1) continua en un cierto intervalo que con- 
tenga un punto a, podemos escribir la formula de Taylor en la forma 

(7.17) fix) = ( x - a f' + £ «(*) ■ 

k -0 


Supongamos que mantenemos x en un cierto intervalo cerrado [a — c, a + c] con 
centra en a, en el que / (n+1) es continua. Entonces / <n+1 > esta acotada en este in¬ 
tervalo y satisface por tanto una desigualdad de la forma 

i/ (n+1, (0l < M, 

siendo M > 0. Luego, segun el teorema 7.7, tenemos la estimacion de error 

\E n (x) | < M ix ~ ar+1 
in + 1)! 

para cada x en [a — c, a + c]. Si mantenemos x # a y dividimos esa desigual¬ 
dad por |x — a\ n , encontramos que 


0 < 


E n jx ) 

(x — a) ? * 


< 


M 


in + 1)! 


x — ci 


Si ahora hacemos que x -*■ a, vemos que E„(x)/(x — a) n -* 0. Esto lo expresamos 
diciendo que el error £ n (x) es de orden inferior a (x — a) n cuando x -» a 
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Es decir, en las condiciones establecidas, fix) puede aproximarse en un en- 
torno de a por un polinomio en (x — a) de grado n, y el error en esta aproxima- 
cion es de orden inferior a (x — a) n cuando x -» a. 

En 1909 E. Landau, (f) introdujo una notacion especial muy apropiada 
cuando se utiliza en conexion con la formula de Taylor. Esta es la notacion o (la 
notacion o minuscula) y se define como sigue. 

definicion. Suportgamos g(x) ^ 0 para todo x ^ a en un cierto intervalo 
que contenga a. La notacion 

/(x) = o(g(x)) cuando x -*■ a 

significa que 

g(x) 


El simbolo f(x) — o(g(x) se lee «/(x) es o-minuscula de /(x)» o «/(x) es de 
orden inferior a g(x)», y tiene por objeto dar a entender la idea de que para x 
proximo a a, f(x) es pequeno comparado con g(x). 

ejemplo 1 . fix) = o(l) cuando x -* a significa que fix) -> 0 cuando x a. 

ejemplo 2. fix) = o(x) cuando x -* 0 significa que /(x)/x ■*’ 0 cuando 
x -» 0. 

Una igualdad de la forma fix) = hix) + o(g(x)) significa que fix) - hix) = 
= o(g(x)) o, dicho de otro modo, [/(x) — fi(x)]/g(x) -* 0 cuando x a. 


sen x — x sen x 

ejemplo 3. Tenemos sen x = x + o(x) porque---= -- 1-^0 

cuando x — 0. 


Las observaciones precedentes relativas al error en la formula de Taylor 
pueden ahora expresarse con la notacion-o. Podemos escribir 


y( x ) = 2^7^ ( x _ _ “V"* cuando x 


(t) Edmundo Landau (1877-1938) fue un famoso matematico aleman que hizo importantes 
contribuciones a la Matematica. Es conocido por sus libros de Analisis y de Teori'a de nu- 
meros, llenos de claridad. 
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siempre que la derivada / (n+1) sea continua en un cierto intervalo que contenga el 
punto a. Esto expresa, brevemente, el hecho de que el termino de error es pequeno 
comparado con ( x — a) n cuando x es pr6ximo a a. En particular, de la discusion 
hecha en anteriores seccciones, tenemos los ejemplos siguientes de formula de 
Taylor expresadas con la notacion o: 

—-— = 1 + x + x 2 + • • • + x” + o(x n ) cuando x -*■ 0 . 

1 — x 


log (1 + x) = X - — + — - — + 1) M 1 — + o(x n ) cuando x -► 0. 

2 3 4 n 


e x = 1 + x + — + ••• + — + o(x n ) cuando x -> 0 . 
2! n! 


x 3 . x 5 x 7 


„2n—1 


senx = x — — + — — — + ••• + (-1)”- 1 —- 

3! 5! 7! (2n — 1)! 


+ o(x 2n ) cuando x -► 0 . 


2 4 6 2n 

cos X' — 1-1- (-•• + (— 1)”—— + o(x 2n+1 ) cuando x -»■ 0 . 

2! 4! 6! (2n)! 


^ 2 / 1—1 


arctan x = x — — + — — — + 1)" 1 —- \- o(x 2n ) cuando x -> 0 . 

3 5 7 2n — 1 


En los calculos relativos a aproximaciones de Taylor, con frecuencia se hace 
necesario combinar varios terminos que contienen el sfmbolo-o. En el teorema 
que sigue se dan unas pocas reglas sencillas para el manejo de los sfmbolos-o. 
La mayor parte de las situaciones que en la practica pueden surgir pueden re- 
solverse con esas reglas. 


teorema 7.8. algebra de simbolos- 0 . Cuando x -* a, tenemos : 


(a) o(g(x)) ± o(g(x)) = o(g(x)). 

(b) o(cg(x)) = o(g(x)) s i c/0. 

(c) f{x) ■ o(g(x)) = o(f(x)g(x)). 

(d) o(o(g(x))) = o(g(x)). 

(e) - —■ = 1 - g(x) + o(g(x)) si g(x) -> 0 cudndo x -> a . 

1 + g(x) 
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Demostracion. La proposition a) significa que si /dx) = o(g(x)) y si 
f 2 {x) = o(g(x)), entonces /,(*) ± / 2 (x) = o(g(x)). Pero puesto que se tiene 

fl ( x ) ± f 2 ( x ) _/i(x) / 2 (x) 
g(x) g(x) g(x) ’ 

cada termino del segundo miembro tiende a 0 cuando x -* a, con lo cual la parte 
a) queda demostrada. Las proposiciones b), c) y d) se demuestran en forma 
analoga. 

Para demostrar e), partimos de la identidad algebraica 


y reemplazamos u por g(x) observando entonces que 


g(x) 


1 + g(x) 


-» 0 cuando x -» a. 


ejemplo 1. Demostrar que tanx = x + £ x 3 + o(x 3 ) cuando x -» 0. 

Solucidn. Utilizamos las aproximaciones de Taylor para el seno y el cose- 
no. De la parte a) del teorema 7.8, sustituyendo g(x) = — \ x 2 + o(x 2 ), tenemos 


cos x 1 — Jx 2 + o(x 3 ) 2 


= 1 4- - x 2 + o(x 2 ) cuando x -+ 0 . 


Por consiguiente, resulta 


tan x = 


senx 


cos x 




X + o(x 2 ) I = X + - X 3 + o(x 3 ) . 


ejemplo 2. Demostrar que (1 + x) 1 /* = e -|l — - + 11 — 2 _j_ n(x 2 )j 


cuando x 0. 


Solucidn. Puesto que (1 + xf! x = e a A t)log(1 + iC> ) comenzamos con un polino- 
mio de aproximacion para log (1 + x). Tomando una aproximacion cubica, te¬ 
nemos 


log (1 + x) = x - — + — + 0 (x 3 ), 
2 3 


log (1 + x) X X 2 

- = !--+— + o(x 2 ), 

x 2 3 


x 
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y as! se obtiene 

(7.18) (1 + x) 1 /* = exp (1 - xr/2 + x 2 /3 + o(x 2 )) = e ■ e u , 


en donde u = — x/2 + x 2 /3 + o(x 2 ). Pero cuando u -> 0, tenemos e" = 
= 1 + u + + o(« 2 ), con lo que obtenemos 




\(~2 + ^ + ° (x2) ^ + ° (x2) = 1 “ 2 + ^24 + ° (x2) ' 


Si aplicamos esta igualdad a (7.18), obtenemos la formula deseada. 


7.10 Aplicaciones a las formas indeterminadas 

Ya hemos explicado como se utilizan las aproximaciones por polinomios en 
el calculo de valores de funciones. Tambien se pueden utilizar en el calculo de 
llmites. Lo vamos a explicar con algunos ejemplos. 

ejemplo 1. Si a y b son numeros positivos, determinar el limite 



x -0 x 


Solution. No podemos resolver este problema calculando el lfmite del nu- 
merador y el del denominador separadamente, porque el denominador tiende a 0 
y el teorema del cociente de llmites no es aplicable. El numerador en este caso 
tambien tiende a 0 y se dice que el cociente adopta la «forma indeterminada 0/0» 
cuando x 0. La formula de Taylor y la notacion-o nos permiten frecuentemente 
calcular el limite de una forma indeterminada parecida a esa pero mas sencilla. 
La idea es aproximar el numerador <f — b x por un polinomio en x, dividir 
luego por x y hacer que x -> 0. Podrla aplicarse la formula de Taylor directa- 
mente a /(x) = a x — b J pero, como a x — e x Iog “ y b J = e x Iog b , es mas sencillo en 
este caso usar las aproximaciones por polinomios ya deducidas para la funcion 
exponencial. Si comenzamos con la aproximacion lineal 

e* = 1 + t + o(t) cuando t -*■ 0 

y reemplazamos t por x log a y x log b, obtenemos respectivamente 


a x = 1 + x log a + o(x) y 


b x = 1 + x log b + o(x) cuando x -» 0 . 
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Aqui hemos utilizado el hecho de que o(x log a) = o(x) y o(x log b) = o(x). 
Si ahora restamos y observamos que o(x) — o(x) — o(x), encontramos a x — b x = 
= x(loga—log b) + o(x). Dividiendo por a; y teniendo en cuenta que o(x)/x=o( 1), 
obtenemos 


EJEMPLO 

Solucion. 
para escribir 


— -— = log - + o(l) -> log - cuando x -*• 0 . 

x b b 

If 1 \ 1 

2. Demostrar que lim^^o -I cot x-I = — - . 

^ \ X / J 


Utilizamos el ejemplo 1 de la Seccion 7.9, y el teorema 7.8 


e) 


cot x = 


1 


1 


tan x x + -Jx 3 + o(x 3 ) x 1 + Jx 2 + o(x 2 ) 


= ^ (l - i x 2 + o(x 2 )j = i - i x + o(x). 


Luego, tenemos 


ifcot x + o(l) cuando x -► 0 . 

x\ x/ 3 3 


^ log (1 + ax) , , 

ejemplo 3. Demostrar que lim^.,,, —————— = a para todo real a. 


Solucion. Si a = 0, el resultado es trivial. Si a -r= 0, usamos la aproxima- 
cion lineal log (1 + x) = x + o(x). Reemplazando x por ax, obtenemos 
log (1 + ax) — ax + o(ax) — ax + o(x). Dividiendo por x y haciendo que x 0, 
obtenemos el li'mite a. 

ejemplo 4. Probar que para todo numero real a, tenemos 
(7.19) lim (1 + ax) 1/x = e“. 

x ~*0 

Solucion. Observemos simplemente que (1 + ax) 1/x = e n / x)[ °b(i+<w) y apli- 
camos el resultado del ejemplo 3 junto con la continuidad de la funcion expo- 
nencial.. 
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Reemplazando ax por y en (7.19), encontramos otro lfmite importante: 


lim (1 + y) a ' v = e?. 

1/—o 

Algunas veces esos limites se toman como punto de partida para la teoria de 
la funcion exponencial. 


7.11 Ejercicios 

1. Hallar un polinomio cuadratico P(x) tal que 2* = P(x) -f o(x 2 ) cuando x —> 0. 

2. Hallar un polinomio cubico P(x) tal que x cos x = P(x) + o((x — l) 3 ) cuando x—* 1. 

3. Hallar el polinomio P(x) de menor grado tal que sen (x — x 2 ) = P(x) 4- ofx 6 ) cuan¬ 
do x— > 0. 

4. Hallar las constantes a, b, c tal que log* = a + b (x — 1) + c (x — l) 2 + o((x — l) 2 ) 
cuando x —> 1. 

5. Recuerdese que cos x = 1 — |x 2 + ofx 3 ) cuando x —> 0. Utilizar este resultado para de- 
mostrar que x~ 2 (l — cos x) —> i cuando x —> 0. En forma parecida, hallar el lfmite de 
x _4 (l — cos 2x — 2x 2 ) cuando x —> 0. 

Calcular los lfmites de los Ejercicios 6 al 29. 


6. lim 


7. lim 

*-*■0 

8. lim 


sen ax 
sen bx 
tan 2x 


i-o sen3x’ 
sen x — x 


x 3 


„ log (1 +x) 
9 - 1,m e 2, _ 7 • 

x — -0 e 1 

1 — COS 2 X 

10. lim--. 

x -o x tan x 

senx 


11. lim- 


arctan x 

a x — 1 

12. lim —-r, b 1. 


13. lim 

*-*•1 

14. lim 


h x — V 
*—0 ° 1 

logx 


!X 2 + x - 2 
1 — COS X 2 


x(e* + 1) - 2(e x - 1) 
15. lim--r—- 

at —►n X* 


log (1 + x) - X 


16. lim 

z-o 1 - cos X 


17. lim 


cos x 


X 2 77 
[sen(7r/2x)](Iogx) 

' (x 3 + 5)(x - 1) ’ 

cosh x — cos x 


19. lim 


aj—O 


20. lim 

x —o 

21. lim 


3 tan 4x — 12 tan x 
*_o 3 sen 4x — 12 sen x ’ 
a x - a" 1 


22. lim 
®‘—*-0 


cos (sen x) — cos x 


23. lim x 1,,(1_x) . 

x-*-l 

24. lim (x + e 2x ) ltx . 

X —< r0 

„ ,. (1 + x ) Ux ~ e 

25. lim-. 
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26. lim| 

X—o 

27. lim 

: z—“0 


|(1 + x) Ux J x 
|'arcsen.x j 1 ^ 2 


28 :™( i -^ r )- 

“•isfe-drr)- 


30. iPara que valor de a la expresion x \e ax — e 1 — x) tiende a un li'mite finito cuando 
x —* 0? iCual es el valor de ese h'mitc? 

31. Dadas dos funciones f y g derivables en un cierto intervalo que contenga 0, en el que 
g es positiva. Supongamos tambien f(x) = o(g(x)) cuando x —> 0. Decir si son o no 
ciertas las proposiciones: 


a) f(t) dt = ^ g(t) dt)j cuando x —*■ 0 , 


(b) f'(x) = o(g'(x)) cuando x —*■ 0 . 


32. a) Si g(x) = o(l) cuando x -» 0, demostrar que 


1 

1 +g(x) 


— g(x) + g\x) + o(g\x)) cuando x 


0. 


2x 5 

b) Utilizar la parte a) para demostrar que tan x — x + — + — + o(x 5 ) cuando —► 0 . 
33. Una funcion / tiene derivada tercera continua para todo x y satisface la relacion 

lim(l +x + —\ ' X =e 3 . 

*-o\ / 

Calcular /(0), /'(0), /"(0) y lim (l +— j ; 

»—-o \ X / 


\l/x 


[ Indication: Si lim^glx) = A, g(x) = A + o(l) cuando x -> 0.] 


7.12 Regia de L’Hopital para la forma indeterminada 0/0 

En muchos ejemplos de las Secciones anteriores hemos calculado el li'mite de 
un cociente f(x)/g(x) en el que el numerador f(x) y el denominador g{x) tienden 
a 0. En ejemplos de este tipo se dice que el cociente f(x)/g(x) adopta «la forma 
indeterminada 0/0». 

Un modo de resolver los problemas de las formas indeterminadas es obte- 
ner polinomios de aproximacion a f(x) y a g(x) como se hizo al tratar los ejem¬ 
plos de antes. Algunas veces el trabajo puede abreviarse con el uso de una tec- 



358 


Aproximacion de funciones por polinomios 


nica de derivation llamada regia de L’Hopital. (f) La idea bdsica del metodo es 
estudiar el cociente de derivadas f(x)/g'(x) y deducir de el information relativa 
a f(x)/g(x). 

Antes de establecer la regia de L’Hopital, demostramos una relation entre el 
cociente f(x)/g(x) y el cociente de derivadas /'(x)/g'(x). Supongamos que / y g 
son dos funciones para las que f(a) = g(a) = 0. Entonces, para x ¥= a, tenemos 

f(x) _ f(x) — f(a) _ f(x) -m j gjx) - g(a) 
g(x) g(x) - g(a ) x - a / x - a 

Si'las derivadas /'(a) y g'(a) existen, y si g'(a ) ¥= 0, entonces cuando x -* a el co¬ 
ciente del tercer miembro tiende a f'(a)/g'(a) y por tanto f(x)/g(x) }'(a)/g'(a). 

1 — e 2x 

ejemplo. Calcular lim^^o-. 

x 

Solution. Aqui (/(x)= i—e 2z y g(x) = x con lo que /'(x)= —2e 2x , g'(x)= 1 . 
Por tanto /'(0)/g'(0) = — 2, de manera que el limite en cuestion es — 2. 

En la regia de L’Hopital, no se hacen hipotesis sobre /, g ni sus derivadas en el 
punto x = a. En su lugar, suponemos que /(x) y g(x) tiende a 0 cuando x->0y 
que el cociente /'(x)/g'(x) tiende a un limite finito cuando x a. La regia de 
L’Hopital nos dice entonces que /(x)/g(x) tiende al mismo limite. Con mas pre- 
cision, tenemos el siguiente teorema. 

teorema 7.9. regla de l’h6pital para 0/0. Supongamos que f y g ad- 
miten derivadas f'(x) y g'(x) en cada punto x de un intervalo abierto (a, b) y su¬ 
pongamos que 

(7.20) lim/(x) = 0 y Iim g(x) = 0. 

x-*a+ x-*a+ 

Supongamos tambien que g'(x) 0 para cada x en ( a , b). Si el limite 

(7.21) lim XW 

*-a+ g'(x) 


(t) En 1696, Guillermo Francisco Antonio de L’H6pital (1661-1704) escribi6 el primer libro 
de Cdlculo diferencial. Este trabajo aparecio en muchas ediciones y desempend un papel 
importante en la divulgacidn del Cfilculo. Gran parte del contenido del libro, incluyendo el 
mdtodo conocido como «regla de L’Hopital*, se basd en el trabajo anterior de fuan Bernoulli, 
uno de los maestros de L’Hopital. 
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existe y tiene el valor tal como L, entonces el Umite 

(7.22) lim ^ 

*-«+ g(x) 

tambien existe y tiene el valor L. 

Observese que los limites (7.20), (7.21) y (7.22) son «por la derecha». 
Existe, naturalmente, un teorema similar en el que las hipotesis se satisfacen en 
un cierto intervalo abierto de la forma (b, a) y todos los limites son «por la iz- 
quierda». Asimismo, combinando los dos teoremas «por un lado», se obtiene un 
resultado por «ambos lados» del mismo tipo, en el que x a de cualquier manera. 

Antes de demostrar el teorema 7.9, expondremos el uso de este teorema en 
unos ejemplos. 

ejemplo 1. Usaremos la regia de L’Hopital para obtener la formula fa¬ 
miliar 


.. sen x 
lim-= 1 


En este caso f(x) = sen x y g(x) = x. El cociente de derivadas es /'(x)/g'(x) = 
= (cos x)/l y tiende a 1 cuando x 0. Segun el teorema 7.9 el limite (7.23) tam¬ 
bien existe y es igual a 1. 


ejemplo 2. Para determinar el limite 


,. x — tan.x 

lim- 

*->0 x — senx 


mediante la regia de L’Hopital, ponemos /(x) = x — tan x, g(x) = x — sen x, y 
encontramos que 


(7.24) 


/'(x) _ 1 — sec 2 x 
g'(x) 1 — cos x 


Si bien este cociente tambien adopta la forma 0/0 cuando x 0, podemos evitar 
la indeterminacion por medio de transformaciones trigonometricas y algebraicas. 
Si escribimos 

{ — sec 2 x _ | _ 1 _ cos 2 x — 1 _ ^ (1 + cos x)(l — cos x) 

cos 2 x cos 2 x cos 2 x 
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el cociente (7.24) se transforma en 

f'(x) _ _ 1 + cos x 
g'(x) cos 2 x 

y este tiende a —2 cuando x -> 0. Observese que la indeterminacion desaparece 
cuando simplificamos el factor 1 — cos x. La supresion de factores comunes suele 
simplificar el trabajo en problemas de este tipo. 

Si el cociente de las derivadas /'(x)/g'(x) toma a su vez la forma 0/0 se 
puede aplicar de nuevo la regia de L’Hopital. En el ejemplo que sigue la inde- 
terminacion desaparece despues de dos aplicaciones de la regia. 


ejemplo 3. Para cuaiquier numero real c se tiene: 


,. x c - cx + c - l ,. cx c 1 - r, c(c - l)x c 2 c(c - 1) 

hm--- = lim- — lim--- = —-— 

x ^i (x — 1) x-i 2(x — 1) 2 2 


En esta sucesion de igualdades se entiende que la existencia de cada h'mite implica 
el del precedente y su igualdad. 

El ejemplo que se da a continuation muestra que la regia de L’Hopital no es 
inf alible. 


ejemplo 4. Sea /(x) = e~ 1/x si x^O y g(x) = x. El cociente /(x)/g(x) 
toma la forma indeterminada 0/0 cuando x 0+ y la aplicacion una vez de la 
regia de L’Hopital conduce al cociente: 

f'(x) _ (1 /x z )e~ l,x = e^_ 
g’(x) ~ 1 x 2 

Este, a su vez, es indeterminado cuando x 0+ y derivando numerador y deno- 
minador se obtiene: (l/x 2 )e~ Uj '/(2x) = e _1/j: /(2x' ! ). Despues de n pasos se llega 
al cociente e~ 1/x /(n\x n+1 ) de manera que por este metodo no desaparecera nunca 
la indeterminacion. 

ejemplo 5. Cuando se aplica reiteradamente la regia de L’Hopital, se ha 
de tener cuidado en cerciorarse que el cociente que se considera toma efectiva- 
mente la forma indeterminada. Un error frecuente se pone de manifiesto en este 
calculo: 


lim 

1 



1 


,. 6x — 2 ,.6 , 

lim - = lim - = 3 . 

x - *! 2x — 1 x-*i 2 
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El primer paso es correcto pero el segundo no. El cociente (6x — 2)/(2x — 1) no 
es indeterminado cuando x ^ 1. El limite correcto, 4, se obtiene sustituyendo x 
por 1 en (6x — 2)(2x — 1). 

ejemplo 6. Algunas veces se puede reducir el trabajo haciendo un cambio 
de variable. Por ejemplo, se podria aplicar directamente la regia de L’Hopital para 
calcular el limite 


lim - 
1 


Vx 

_ e *V5 ’ 


pero se puede evitar la derivacion de la raiz cuadrada escribiendo 
servando que: 


Vx y ob- 


Vx 


lim -—= = lim — 

cc-»o+ 1 — e yX <-o+ 1 


f 


„2t 


■ lim 


e“ <-o+ — 2e u 
Se trata ahora de demostrar el teorema 7.9. 


1 

2 ’ 


Demostracidn. Se hace uso de la formula del valor medio de Cauchy (teo¬ 
rema 4.6 de laSeccion4.14)aplicada al intervalo cerrado que tiene a como extremo 
izquierdo. Puesto que las funciones / y g pueden no estar defmidas en a, se intro- 
ducen dos nuevas funciones que esten defmidas en a. Sea: 

F(x) — fix) si x ^ a, F(a) = 0 , 

G(x) = g(x) si x a , G(a) = 0 . 

F y G son ambas continuas en a. En efecto, si a < x < b, las dos funciones F 
y G son continuas en el intervalo cerrado [a, x:] y tienen derivada en todos los 
puntos del intervalo abierto ( a, x). Por tanto la formula de Cauchy se puede 
aplicar al intervalo [a, x] y se obtiene: 

[F(x) - F(a)]G'(c) = (C(x) - G(a))F'(c ), 

donde c es un punto que satisface: a < c < x. Teniendo en cuenta que F(a) = 
= G(a ) — 0 se tiene: 


f(x)g'(c) = g{x)f\c) . 

g'(c) es distinto de cero [puesto que, por hipotesis, g' no se anula en ningun 
punto de (a, 6)] y g(x) es tambien distinto de cero. En efecto, si fuera g(x) = 0 
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tendri'a que ser G(x) = G(a ) = 0 y en virtud del teorema de Rolle, existirfa 
un punto .v, entre a y x donde G'(x t ) = 0, en contradiction con la hipotesis de 
que g' no se anula nunca en (a, b). Por tanto, se puede dividir por g'(c) y g (x) 
obteniendose: 


/(*) _ f\c) 

gOO g'(0 

Cuando x a, e 1 punto c -> a (puesto que a < c < x) y el cociente a la izquierda 
tiende a L [en virtud de (7.21)]. Por tanto, f(x)/g(x) tiende tambien a L y el 
teorema esta demostrado. 

7.13 Ejercicios 


Calcular los limites en los Ejercicios 1 al 12. 


1. lim- 


3x 2 + 2x - 16 
x 2 - x - 2 ‘ 

x 2 - 4x + 3 
2x 2 - 13x + 21 ‘ 
senh x — sen x 


2. lim 

3. lim- 

** 

(2 — x)e* — x — 2 

4. lim-^-. 

log (cos ax) 

5. lim -—;- — . 

x-o lo g ( cos bx ) 

x — sen x 
6 'J^ f (xsenx) 3/2 ' 


7. lim 


Vx — \/fl + \'x — a 


8. lim 


■a+ Vx 2 - a 2 

X* — X 


9. lim 

x *-0 

10. lim - 


1+ 1 - x + log X ' 
arcsen 2x — 2 arcsen x 


11. lim 


x 3 

X cot X — 1 

3? • 

1L 1- » 

x - 1 


1 / Vx 

12. lim —-=| a arctan —- 

x-mh-xVxV 


Vx 


6 arctan , 
a b 


> 


13. Determinar el limite del cociente 


(sen4x)(sen 3x) 
xsen2x 

cuando x —> 0 y tambien cuando x— 

14. Para que valores de las constantes a y b es 


lim (x _3 sen 3x + ax -2 + 6) = 0? 

x - *0 
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1 f x t 2 dt 

t5, Hallar las constantes a y b tales que lim__ n -- — = = 1 . 

bx - sen x J 0 \/ a + t 

16. Un arco de circunferencia de radio 1 subtiende un angulo de x radianes, 0 < x < \-n, 
como se ve en la figura 7.2. El punto C es la interseccion de las dos tangentes en A y 
B. Sea T(x) el area del triangulo ABC y Six) el area de la region sombreada. Calcular: 



Figura 7.2 tjercicio lb. 


a) T(x); b) Six); c) el h'mite de T(x)|S(x) cuando x->0+. 

17. La corriente lit) que circula en un cierto circuito electrico en el tiempo t viene dada por 

lit) = j (1 - e- Rt ' L ), 

en donde E, R, y L son numeros positivos. Determinar el valor limite de lit) cuando 

«^°+. 

18. Un peso esta suspendido por una cuerda y se le causa una vibracion mediante una fuer 
za sinusoidal. Su desplazamiento fit) en el tiempo t viene dado por una ecuacion de 
la forma 


fit) = c 2 _ k 2 (sen kt - sen ct) , 

donde A, c, y k son constantes positivas, siendo c ^ k. Determinar el valor limite del 
desplazamiento cuando c —» k. 


7.14 Los simbolos +co y —oo. Extension de la regia de L’Hopital 

La regia de L’Hopital se puede extender en varias direcciones. En primer 
lugar se considera el cociente /(x)/g(x) cuando x crece indefinidamente. Es con- 
veniente tener un simbolo para expresar brevemente que x crece indefinidamente. 
Para ello los matematicos utilizan el simbolo +oo, llamado «mas infinito». Sin 
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embargo, al si'mbolo + oo no se le debe atribuir ningun significado por el mismo, 
y se daran definiciones precisas de varias proposiciones que contienen este si'mbolo. 
Una de ellas es la siguiente: 


lim f{x) = A , 

X + CO 

que se lee «el h'mite de f(x), cuando x tiende a mas infinito, es +>. La idea que 
se quiere expresar con ello es que los valores de la funcion f(x) pueden ser tan 
proximos a A como se quiera tomando x suficientemente grande. Para que esta 
proposicion tenga un sentido matematico preciso se ha de explicar que significa 
«tan proximo como se quiera» y «suficientemente grande», lo cual se logra con 
la siguiente definicion: 

definicion. El simbolismo: 


lim fix) = A 

X~*+ao 


significa que para cada numero e > 0, existe otro numero M > 0 (que depende 
de t) tal que: 


|/(x) — A\ < e siempre que x > M . 

En la practica, el calculo de limites cuando x -+ + oo se puede reducir a 
un caso mas conocido. Basta sustituir x por \/t (es decir, x = 1/0 y observar 
que t 0 tomando valores positivos, cuando x—>-+oo. Con mas precision, se 
introduce una nueva funcidn F donde: 

(7.25) F(O=/0 si t 0 

y se observa que las dos igualdades: 

lim f{x) = A y lim F(t) = A 

*“►+■00 f -»0+ 

significan exactamente lo mismo. La demostracion de esta equivalencia requiere 
simplemente la definicion de los dos simbolos limite, y se deja al lector como 
ejercicio. 

Cuando interesa conocer el comportamiento de fix) para valores de x ne¬ 
gatives grandes, se introduce el si'mbolo — oo (menos infinito) y se escribe: 


lim fix) = A 
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que significa: Para cada « > 0 existe un M > 0 tal que 
|/(x) — A\ < e siempre que x < —M. 

Si F esta definida por (7.25) es facil comprobar que las dos igualdades 
lim f(x) = A y limF(r) = A 

X~* — OO t~*0— 


son equivalentes. 

En vista de las observaciones hechas, no es sorprendente encontrar que 
todas las reglas usuales para el calculo con li'mites (que se dieron en el teorema 
3.1 de la Seccion 3.4) se aplican tambien a li'mites cuando x->- ±oo. La regia 
de L’Hopital es tambien valida y se puede extender en la forma siguiente: 

teorema 7.10. Supongamos que j y g iienen derivadas f(x) y g'(x) para 
todo x mayor que un cierto numero fijo M > 0. Supongamos tambien que 

lim /(x) = 0 y lim g(x) = 0 , 

*“♦ + 00 *“* + 00 


y que g'(x) ¥= 0 para x > M. Si f'(x)/g'(x) tiende a un limite cuando x -* + oo, 
entonces f(x)/g(x) tiene tambien limite y ambos son iguales. Es decir, 

(7.26) lim = L implica lim = L. 

X- + CO gX-’*') x-» + ® g(x) 

Demostracion. Sea F(t) = /(I/O y G(t) — g(\/t). Entonces f(x)/g(x) = 
= F(t)/G(t) si t — 1/x, y t -> 0+ cuando +oo. Puesto que F(t)/G(t) to- 
ma la forma indeterminada 0/0 cuando t 0+ se considera el cociente de las 
derivadas F\t)/G\t). Aplicando la regia de la cadena, se tiene: 



G'(0 # 0, si 0 < t < 1/M. Si x = l/t y x > M, se tiene F\t)/G’{t) = f\x)/g’(x ) 
puesto que el factor comun — 1/0 se simplifica. Por tanto, si f'(x)/g'(x) tiende 
a L cuando x — +oo, entonces F'(t)/G'(t) -♦ L cuando t 0+ y por tanto, en 
virtud del teorema 7.9, F(t)/G{t) -* L. Y puesto que F(t)/G(t) = /(x)/g(x), esto 
demuestra (7.26). 

Hay evidentemente un teorema analogo al 7.10 cuando se considera el 
limite para x —► — oo. 
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7.15 Limites infinites 

En la Section anterior se utilizo la notation * -► + oo para indicar que x 
toma valores positivos tan grandes como se quiera. Tambien escribimos 

(7.27) lim/(x)=+co 

x-*a 

o, tambien, 

(7.28) fix) —► + oo cuando x -*■ a 

para indicar que fix) se puede hacer tan grande como se quiera tomando x 
suficientemente proximo a a. El significado preciso de este simbolo esta dado 
por la siguiente definition: 

definici6n. Los simbolos en (7.27) y (7.28) significan que a cada numero 
positivo M (tan grande como se quiera) corresponde otro numero positivo 6 
(que depende de M) tal que 

f(x) > M siempre que 0 < \x — a\ < 6 . 

Si f(x) > M siempre que 0 < x — a < d, se escribe 

lim f(x) = + oo , 
x-*a+ 


y se dice que f(x) tiende a + oo cuando x tiende a a por la derecha. Si f(x) > M 
siempre que 0 < a — x < (5, se escribe 

lim f{x) = +co , 

x-*a— 

y se dice que fix) tiende a + oo cuando x tiende a a por la izquierda. 


Los simbolos 

lim/(x) = — co, lim/(x)=—oo, y lim/(x) = — oo 

x-*a+ x-*a— 

se definen analogamente, con la unica diferencia de sustituir fix) > M por 
fix) < — M. En la figura 7.3 se dan ejemplos. 
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Figura 7.3 Limites infinitos. 


Es conveniente extender tambien la definition de estos si'mbolos al caso 
en que x-»-±oo. Asi, por ejemplo, se escribe: 

lim /(x) = +oo 


si para cada numero positivo M existe otro numero positivo X tal que f(x) > M 
siempre que x > X. 

El lector no tendra dificultad para formular definiciones analogas para los 
si'mbolos 

lim f{x) = + oo , lim f(x) = - oo , y lim f(x) = - co . 

x~>—co a :-*+00 x-*~ oo 


ejemplos. En el capi'tulo 6 se probo que la funcion logaritmo no esta aco- 
tada en el eje real positivo. Este hecho se puede expresar brevemente escribiendo: 

(7.29) lim log x = +oo . 

a:-» + oo 


Tambien se probo en el capi'tulo 6 que log x < 0 si 0< x < 1 y que el logaritmo 
no tiene cota inferior en el intervalo (0, 1). Por tanto, se puede tambien escribir 
lim x -.o+ log x = — oo . 
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De la relacion que existe entre la funcion logarftmica y la exponencial es facil 
probar que: 

(7.30) lim e* = + oo y lim e x = 0 (o lim e~ x = 0). 

£C“* + QO X~*—O0 X-* + <X) 

Aplicando estos resultados no es dificil demostrar que para a > 0 se tiene: 
lim x“ = + oo y lim = 0 . 

®-»+oo x -*-\-co X 

La idea es escribir x* = e“ loex y aplicar (7.30) junto con (7.29). Las formulas 
en (7.30) dan las relaciones: 

lim e~ Vx = + oo y lim e~ 1/x = 0 . 

*-*0- !E-»0+ 

La demostracion de estas igualdades es un buen ejercicio para que el lector com- 
pruebe si ha entendido los limites que contienen simbolos ± oo. 


7.16 Comportamiento de log x y e x para valores grandes de x 

Los limites infinites nos conducen a nuevos tipos de formas indeterminadas. 
Por ejemplo, se puede tener un cociente f(x)/g(x) en el que /(*) -*+coy g(x) 
+oo en ambos casos cuando x-*a (o *-*■ ± oo). En este caso, decimos que 
el cociente f(x)/g(x) adopta la forma indeterminada co/co. Existen varias exten- 
siones de la regia de L’Hopital que a menudo nos ayudan para determinar el 
comportamiento de un cociente cuando adopta la forma indeterminada oo/co. 
No obstante, no expondremos esas extensiones porque muchos de los ejemplos 
que se presentan en la practica pueden tratarse aplicando el teorema que sigue 
y que describe el comportamiento del logaritmo y de la exponencial para valo¬ 
res grandes de x. 


teorema 7.11. Si a > 0 y b > 0, se tiene 


(7.31) 

y 


lim 


= 0 


lim — = 0 

*-.+<» e ax 


(7.32) 
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Demostracidn. Primero demostramos (7.31) y luego utilizamos el resultado 
para deducir (7.32). Puede hacerse una demostracion sencilla de (7.31) partiendo 
de la definicion de logaritmo como integral. Si c > 0 y t >1, tenemos t -1 < /«-i. 
Luego, si x > 1, podemos escribir 



~ t dt< jV‘ 


dt 



Por consiguiente, se tiene 


0 (log xf x^ 
x a c b 


para todo c > 0 . 


Si elegimos c = la/b, entonces x bc ~ a = x~ a/2 que tiende a 0 cuando x—» + oo. 
Esto demuestra (7.31). Para demostrar (7.32), hacemos el cambio de variable 
t = e'\ Entonces x — log t, y por tanto x h /e aI = (log t) b /t a . Pero t + oo cuan- 
do x—*► +oo, con lo cual (7.32) es consecuencia de (7.31). 


Con una natural extension de la notacion-o, podemos escribir las proposicio- 
nes sobre limites que acabamos de demostrar en la forma 


y 


(log x) 6 = o(x“) cuando x -*• + <x>, 
x b = o(e ax ) cuando x -> + oo . 


Dicho de otro modo, por grande que sea b y por pequeno que sea a (ambos po¬ 
sitives), (log x) b tiende a infinito mas lentamente que x“. Asimismo, x b tiende a 
infinito mas lentamente que e ax . 


ejemplo 1. En el ejemplo 4 de la Seccion 7.12 se demostro que el compor¬ 
tamiento de e~ 1/x /x para x proximo a 0 no podia ser decidido mediante un nu- 
mero cualquiera de aplicaciones de la regia de L’Hopital para el caso 0/0. No 
obstante, si escribimos t = 1/x, este cociente se transforma en t/e l y adopta la 
forma indeterminada oo/oo cuando /—>- +oo. El teorema 7.11 nos dice que 

lim — = 0 . 

f-*+co € 


Por tanto, e~ 1/x /x 0 cuando x -* 0+ o, en otras palabras, e~ i/x = o(x) cuan¬ 

do x -* 0 +. 

Ademas de 0/0 e oo/oo existen otras formas indeterminadas. Algunas de 
esas, representadas con los simbolos 0 • oo, 0°, e oo°, se ilustran con los ejemplos 
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que se dan a continuacion. En ejemplos parecidos a esos, transformaciones alge- 
braicas nos permiten a menudo reducir a una forma indeterminada del tipo 0/0 o 
oo/oo que puede ser resuelta con la regia de L’Hopital, por polinomios de aproxi¬ 
macion, o por medio del teorema 7.11. 

ejemplo 2. (0- oo). Demostrar que lim^,^ j^log x = 0 para cada valor 

fijo de a > 0. 

Solution. Poniendo t = \/x, encontramos que x"logx = — (log t)/1* y, en 
virtud de (7.31), tiende a 0 cuando f—► +co. 

ejemplo 3. (0°). Demostrar que lim *- 0 + x* = 1- 

Solution. Puesto que x T = e xlosx , por la continuidad de la funcion expo- 
nencial tenemos 


lim x x = exp (lim x log x), 

S-*0+ Z->0+ 

si existe el ultimo limite. Pero segun el ejemplo 2 sabemos que x log x 0 cuando 
x -> 0 + , y por tanto x* -» e" = 1. 

ejemplo 4. (oo°). Demostrar que limx-*+* x 1/x = 1. 

Solution. Poner t — 1/x y aplicar el resultado del ejemplo 3. 

En la Seccion 7.10 se demostro que 
(7.33) lim (1 + ax) 1/x = e n y lim (1 + x) n ’ x = e n . 

x~*0 x-*0 

Cada una de estas relaciones es una forma indeterminada del tipo 1®. Podemos 
sustituir x por 1/x en esas formulas y obtener, respectivamente 

lim (l + -T= e a y lim (l + e a , 

£-» + oo \ X< a?-+-j-oo \ X/ 


validas las dos para todo a real. 

Las relaciones (7.33) y las de los ejemplos 2, 3 y 4 son todas de la forma 
f(xy (J> . Ordinariamente se resuelven poniendolas del modo siguiente 

/(*)#<*, = g5(x)lo K/(J) 

y tratando luego el exponente g(x) log /(x) por uno de los metodos discutidos antes. 
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7.17 Ejercicios 


Calcular los limites de los Ejercicios 1 al 25. Las letras a y b representan constantes 
positivas. 


O-I/X 2 


1 . lim ■ 


sen ( 1 /x) 


2 . lim . 

,*_ +0 o arctan (1 /x) 


3. lim • 

a:—*4 jt 


tan 3x 
tan x 


log(s + be*) 


4. lim ,- 

Va + bx l 

1 


5. lim x 4 | cos-1 + —5 

2x l 


6 . lim 


7. lim 

£C—— 

8 . lim 

3.-.+ C0 


log |senx| 

‘ log |sen 2 x|' 
log (1 — 2x) 


tan ttx 


cosh (x + 1 ) 


13. lim (x 2 — Vx 4 — x 2 + 1). 

log x lx 

-3 - log 


14. lim 

a;—►OH- 


(1 + x ) 2 


+ X 


15. lim (log x) log (1 — x). 

*— 1 - 

16. lim x la;I_1) 
a;-*•()+ 

17. lim [x ( *' r) — 1]. 

0 + 

18. lim (1 - 2 X ) 

a;— 0 - 

19. lim x 1 '' 08 *. 

X-+Q+ 

20 . lim (cot x) ‘" x . 

£->0+ 


9. lim -r, a > 1. 


10 . lim 


tan x — 5 
sec x +4 


1/1 1 \ 

11 . lim —=[ -I 

it-o+\/x\senx x] 

12 . lim x 1/4 sen ( 1 /y^). 

x --+co 

25. lim/ 


21 . lim (tan x) tan 2x . 

x-*in 


22. lim ( log 
a;-*•()+ 


;)• 


23. lim x e/(1+lo 8 *>. 

x-*0+ 

24. lim (2 - x) tan{ * x/2) . 


0 \ log (x + V 1 + X 2 ) log 1 ( + x) 


)■ 


26. Hallar c de modo que 
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27. Demostrar que (1 + x) c = 1 + cx + o(x) cuando x —> 0. Aplicar este resultado para 
calcular el li'mite de 


{( pc 4 + x 2 ) 1/2 — x 2 } cuando x ->■ + oo. 


28. Para un cierto valor de c, el llmite 


lim {(a: 5 + 7x* + 2) c — ac} 

x-*+ CO 

es finito y no nulo. Determinar ese c y calcular el valor del li'mite. 

29. Sean g(x) = xe* 2 y f(x) = J* g(t)(t + 1 /t)dt. Calcular el li'mite de f"(x)/g"(x) cuando 
x —*■ + co. 

30. Sean g(x) = x c e 2x y f(x) =Jo e 2 ‘(3t 2 + 1) 1/2 dt. Para un cierto valor de c, el li'mite 
de f(x)/g'(x) cuando x -► + oo es finito y no nulo. Determinar c y calcular el valor del 
li'mite. 

31. Sea /(at) = e~ l/xt si x ^ 0, y /(0) = 0. 

a) Demostrar que para tcdo m > 0, f(x) /x M 0 cuando x —> 0. 

b) Demostrar que para x ^ 0 la derivada n-sima de / es de la forma /<“>(x) = f(x)P( 1 /x), 
siendo P(t) unpolinomio en t. 

c) Demostrar que /"(0) = 0 para todo n > 1. Esto demuestra que todo polinomio de 
Taylor engendrado por / en 0 es el polinomio nulo. 

32. Una cantidad de P pesetas se deposita en un banco a interes compuesto al r por uno 
anual, acumulandose los intereses m veces por ano; es decir se supone el aiio dividido 
en m partes iguales y cada m-simo de ano el interes producido se incorpora al capital, 
a) Demostrar que el capital total obtenido al cabo de n anos es P( 1 + r/m)"”. Si r y 
n se mantienen fijos, esa cantidad tiende a Pe r ’ cuando m -► + oo. Este hecho da origen 
a la siguiente definicidn: Decimos que una cantidad de dinero esta impuesta a interes 
continuo al r por uno anual si la cantidad j(t) despues de t anos es /( 0)e r ‘, siendo I 
cualquier numero real no negativo. Calcular aproximadamente el tiempo necesario para 
que una cantidad de dinero se duplique colocandola en su banco al 6 % anual a interes 
compuesto, acumulandose los intereses b) en forma continua, c) por trimestres. 
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INTRODUCCI6N 

A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 


8.1 Introduction 

Se presentan una gran variedad de problemas, en los cuales se desea deter- 
minar un elemento variable a partir de su coeficiente de variacion. Por ejemplo, 
se quiere determinar la position de una parti'cula movil conociendo su velocidad 
o aceleracion; o bien, dada una sustancia radiactiva que se desintegra, con 
coeficiente de variacion conocido, se trata de determinar la cantidad de sustancia 
remanente despues de un tiempo dado. En ejemplos como estos, se trata de de¬ 
terminar una funcion desconocida mediante datos relacionados por una ecuacion 
que contiene por lo menos una de las derivadas de la funcion desconocida. Estas 
ecuaciones se enominan ecuaciones diferenciales y su estudio constituye una de 
las ramas de la Matematica que tienen mas aplicaciones. 

Las ecuaciones diferenciales se clasifican en ordinarias y parciales segun que 
la incognita sea una funcion de una sola variable o de dos o mas variables. 
Un ejemplo sencillo de ecuacion diferencial ordinaria es la relation 

( 8 . 1 ) f{x) =f(x) 

que se satisface en particular para la funcion exponencial /(x) 
despues que toda solution de (8.1) ha de ser de la forma: /(x) - 
puede ser una constante cualquiera. 

Por otra parte, una ecuacion como: 

d 2 f(x, y) d 2 f{x, y ) _ Q 
3x 2 5/ 

es un ejemplo de una ecuacion en derivadas parciales. Esta ecuacion, llamada 
ecuacion de Laplace, se presenta en la Teoria de Electricidad y Magnetismo, en 


= e x . Se vera 
; Ce v , donde C 
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la Mecanica de fluidos, asf como en otros capftulos de la Ffsica matematica. 
Dicha ecuacion admite tipos distintos de soluciones entre las cuales estan/(x, y) = 
= x + 2y, f{x, y) = e x cos y, y f(x, y) = log (x 2 + /). 

El estudio de las ecuaciones diferenciales es una parte de la Matematica 
que, quiza mas que cualquier otra, ha sido directamente inspirada por la Meca¬ 
nica, la Astronomia y la Ffsica matematica. Su historia empezo en el siglo xvn 
cuando Newton, Leibniz y los Bernoulli resolvieron algunas ecuaciones diferen¬ 
ciales sencillas que se presentaron en problemas de Geometrfa y Mecanica. Esos 
primeros descubrimientos, que comenzaron alrededor de 1690, Uevaron gradual- 
mente al desarrollo de una especie de «bolsa de trucos» para resolver ciertos tipos 
particulares de ecuaciones diferenciales. Si bien esos trucos son aplicables relati- 
vamente en pocos casos, nos permiten resolver muchas ecuaciones diferenciales 
que se presentan en Mecanica y Geometrfa, de modo que su estudio es de impor- 
tancia practica. Algunos de esos metodos especiales y algunos de los problemas que 
con ellos podemos resolver seran expuestos hacia el final de este capftulo. 

La experiencia ha demostrado que es diffcil obtener teorfas matematicas de 
gran generalidad acerca de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, salvo 
para unos pocos tipos. Entre estas podemos citar las llamadas ecuaciones diferen¬ 
ciales lineales que se presentan en una gran variedad de problemas cientfficos. 
Los tipos mas sencillos de ecuaciones diferenciales lineales y algunas de sus apli- 
caciones se comentan en este capftulo de introduction. En el Volumen II se hace 
un estudio mas completo de las ecuaciones lineales. 


8.2 Terminologfa y notacion 

Cuando se trabaja con una ecuacion diferencial tal como (8.1) se acostum- 
bra escribir y en vez de f(x), y' en vez de f\x) y las derivadas de orden supe¬ 
rior se indican por y", y'", etc. Tambien se utilizan otras letras en lugar de y 
tales como u, v, z, etc. Se entiende por orden de una ecuacion diferencial el 
de la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacion. Asf (8.1) es una 
ecuacion de primer orden que puede escribirse / = y. La ecuacion diferencial 
y' = x*y + sen(xy") es de segundo orden. 

En este capftulo se consideraran, en primer lugar, las ecuaciones de primer 
orden en las que se puede despejarse la y', y que se escriben de la manera siguiente: 

(8.2) / =f(x,y ), 

en donde la expresion f(x, y) del segundo miembro tiene diversas formas particula¬ 
res. Una funcion derivable y — Y(x) es una solution de (8.2) en un intervalo / 
si la funcion Y y su derivada Y' satisface la relacion 

Y'(x) =f[x, 7(x)] 
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para todo x en /. El caso mas sencillo se presenta cuando f(x, y) es independien- 
te de y. En tal caso, (8.2) se convierte en 

(8-3) / = <2(x), 

en donde Q se supone que es una funcion dada definida en un cierto intervalo I. 
Resolver la ecuacion diferencial (8.3) significa encontrar una primitiva de Q. 
El segundo teorema fundamental del Calculo nos dice como hacerlo cuando Q es 
continua en una intervalo abierto I. Sencillamente, se integra Q y se agrega una 
constante cualquiera. Asi, toda solucion de (8.3) queda incluida en la formula 

(8.4) y = | £(x) dx + C , 

siendo C una constante cualquiera (llamada corrientemente constante arbitraria de 
integration). La ecuacion diferencial (8.3) posee una infmidad de soluciones, una 
para cada valor de C. 

Si no es posible calcular la integral (8.4) por medio de funciones elementales, 
tales como polinomios, funciones racionales, funciones trigonometricas y trigonome- 
tricas inversas, logaritmos, y exponenciales, se considera que la ecuacion diferencial 
ha sido resuelta si la solucion puede expresarse mediante integrales de funciones 
conocidas. En la practica, existen varios metodos para calcular aproximadamente 
integrales que nos llevan a una util informacion acerca de la solucion. Maquinas 
calculadoras automaticas de alta velocidad se han disenado pensando en este ti- 
po de problemas. 

ejemplo. Movimiento lineal determinado por la velocidad. Supongamos 
que una particula se mueve a lo largo de una recta de manera que su velocidad 
en el instante t es 2 sen t. Determinar su posicion en ese instante t. 

Solution. Si Y(f) representa la posicion en el instante t, medida a partir 
del punto inicial, la derivada Y'(t) representa la velocidad en el instante t. Tene- 
mos, pues, segun el enunciado 


Y\t) = 2 sen t. 

Integrando, encontramos que 

y(() = 2 j sen t dt + C = —2 cos t + C . 


Esto es todo cuanto podemos deducir acerca de Y(t) a partir unicamente del co- 
nocimiento de la velocidad; algo mas de informacion es necesaria para fijar la 
funcion de posicion. Podemos determinar C si conocemos el valor de Y en un 
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cierto instante. Por ejemplo, si 7(0) = 0, entonces C = 2 y la funcion position es 
Y(t) = 2 — 2 cos t. Pero si 7(0) = 2, entonces C = 4 y la funcion position se¬ 
ra 7(f) = 4 — 2 cos t. 

En ciertos aspectos el ejemplo que acabamos de resolver es ti'pico de lo que 
en general ocurre. En algun momento del proceso de resolution de una ecuacion 
diferencial de primer orden, se requiere una. integration para eliminar la derivada 
y' y en ese momento aparece una constante arbitraria C. El modo por el cual la 
constante C entra en la solucion dependera de la naturaleza de la ecuacion dife¬ 
rencial dada. Puede aparecer como una constante aditiva, como en la ecuacion 
(8.4) pero es mas facil que aparezca en alguna otra forma. Por ejemplo, cuando 
resolvemos la ecuacion y' = y de la Section 8.3, encontramps que toda solucion 
tiene la forma y = Ce‘. 

En muchos problemas es necesario seleccionar entre todas las soluciones la 
que tiene un valor asignado en un cierto punto. El valor asignado se denomina 
condition initial, y el problema de determinar una tal solucion es un problema de 
valores iniciales. Esta terminologia se origino en la Mecanica, en donde, como en 
el ejemplo anterior, el valor asignado representa la position en un cierto instante 
inicial. 

Comenzaremos nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales con un caso 
particular importante. 


8.3 Ecuacion diferencial de primer orden para la funcion exponencial 

La funcion exponencial es igual a su propia derivada, y lo mismo es valido 
para cualquier producto de una funcion exponencial por una constante. Es facil 
demostrar que esas son las unicas funciones que satisfacen esa propiedad en todo 
el eje real. 

teorema 8.1. Si C es un numero real dado, existe una y solo una funcion f 
que satisface la ecuacion diferencial 

f\x) =/(*) 

para todo x real y que satisface tambien la condition inicial /(0) = C. Esta fun- 
cion viene dada por la formula 


f{x) = Ce*. 

Demostracion. Es facil comprobar que la funcion f(x) = Ce x satisface la 
ecuacion diferencial y la condition inicial dadas. Tenemos que demostrar ahora 
que esta es la unica solucion. 

Sea y = g(x) una solucion cualquiera de este problema de valores iniciales: 
g'(x) = g(x) para todo x g(0) = C. 
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Queremos demostrar que g(x) = Ce J o que g(x)e~ x = C. Consideremos la funcion 
h(x) = g(x)e~ x y demostremos que su derivada siempre es cero. La derivada de h 
viene dada por 

h'(x) = g'(x)e~ x - g(x)<r* = e~ x [g'(x) - g(x)] = 0. 

Luego, segun el teorema de la derivada nula, h es constante. Pero g(0) = C por lo 
que h{0) = g(0)e u = C. Por tanto, tenemos h(x) ~ C para todo x lo cual signifi- 
ca que g(x) = CV, como se deseaba demostrar. 

El teorema 8.1 es un ejemplo de teorema de existencia y unicidad. Nos dice 
que el problema de valores iniciales dado tiene una solucion (existencia) y que 
tiene una sola solucion (unicidad). El objeto de gran parte de la investigation en 
la teorfa de las ecuaciones diferenciales es descubrir teoremas de existencia y 
unicidad para clases amplias de ecuaciones. 

Seguidamente comentamos un tipo importante que incluye la ecuacion dife- 
rencial y' — Q(x) y la ecuacion y' = y como caso particular. 


8.4 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 

Una ecuacion diferencial de la forma 

(8.5) / + P(x)y = Q ( X ), 

en donde P y Q son funciones dadas, se denomina ecuacion diferencial lineal de 
primer orden. Los terminos que contienen la funcion incognita y y su derivada y' 
aparecen como una combinacion lineal de y e y'. Las funciones P y Q se suponen 
continuas en un cierto intervalo abierto I. Vamos a buscar todas las soluciones 
y definidas en /. 

Consideremos primero el caso particular en el que el segundo miembro, 
Q{x) es identicamente nulo. La ecuacion 

(8.6) / + P(x)y = 0 

se llama ecuacion homogenea o reducida correspondiente a la (8.5). Resolveremos 
la ecuacion homogenea y luego utilizaremos el resultado para resolver la ecuacion 
no homogenea (8.5). 

Si y no es nula en /, la ecuacion (8.6) es equivalente a la ecuacion 

(8.7) £ = ~P(x) 

Esto es, toda y no nula que satisfaga (8.6) satisface tambien (8.7) y reciprocamente. 
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Supongamos ahora que y es una funcion positiva que satisface (8.7). Puesto que el 
cociente y'/y es la derivada de log y, la ecuacion (8.7) se convierte en D log y = 
= —P(x), de la que resulta log y = —$P(x)dx + C, con lo cual tenemos 

y = e~ A(x) , donde A(x) = J P(x ) dx - C . 

Es decir, si existe una solucion positiva de (8.6), necesariamente debe tener la 
forma (8.8) para un cierto valor de C. Resulta ahora facil comprobar que toda 
funcion (8.8) es una solucion de la ecuacion homogenea (8.6). En efecto, tenemos 

y' = -e~ Mx) A\x) = -P(x)e~ Mx) = -P(x)y . 

Asi que, hemos encontrado todas las soluciones positivas de (8.6). Con ello, re¬ 
sulta sencillo expresar todas las soluciones. Establecemos el resultado como un 
teorema de existencia y unicidad. 

teorema 8.2. Supongamos P continua en un intervalo abierto I. Elijamos 
un punto cualquiera a en I y sea b un numero real cualquiera. Existe entonces 
una y solo una funcion y — f(x) que satisface el problema de valores iniciales 

(8.9) / + P(x)y = 0, con f{a) = b , 
en el intervalo /. Esta funcion viene dada por la formula 

(8.10) /(x) = be~ A(x) , donde A(x) = f Pit) dt. 

J a 

Demostracion. Sea / la funcion definida por (8.10). Entonces A(a) = 0 con 
lo que f(a) = be 0 = b. La derivacion nos hace ver que / satisface la ecuacion di- 
ferencial (8.9), por lo que / es una solucion del problema de valores iniciales. 
Tenemos ahora que probar que es la unica solucion. 

Sea g una solucion cualquiera. Queremos demostrar que g(x) = be~ AU) o que 
g(x)e A(jl > = b. Por tanto es natural introducir h(x) = g{x)e AU) . La derivada de h 
viene dada por 

(8.11) h'(x) = g'{x)e Mx) + g(x)e Mx) A'{x) = e- 4(T) [g'(x) + P(x)g(x)] . 

Puesto que g satisface la ecuacion diferencial (8,9), tenemos g’(x) + P(x)g(x) = 0 
en todo /, luego h\x) = 0 para todo x de /. Esto significa que h es constante en /. 
Se tiene pues, h(x) = h(a) = g(a)e' 1(a) = g{a) = b. Dicho de otra manera 
g(x)e A(x) = b, de manera que g(x) = be~ Mx) , lo cual demuestra que g = /. Esto 
completa la demostracion. 
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La ultima parte de la demostracion anterior sugiere un metodo para resolver 
la ecuacion diferencial no homogenea (8.5). Supongamos que g es una funcion 
que satisfaga (8.5) y pongamos h(x) = g(x)e A(x) en donde, como antes, 
A(x) =J’* P(t) dt. Entonces la ecuacion (8.11) tambien es valida, pero ya que g 
satisface (8.5), la formula nos da para h'(x), 

h'(x) = e Mx) Q(x). 

Recordando ahora el segundo teorema fundamental escribimos 

h(x) = h(a) + | a e AU) Q(t) dt. 

Por tanto, ya que h{a) — g(a), toda solucion g de (8.5) tiene la forma 
(8.12) g(x) = e~ Mx) h(x) = g(a)e~ Aix) + e^ (x) f Q(t)e AU) dt . 

‘'a 

Reciprocamente, por derivacion directa de (8.12), es facil comprobar que cada 
una de esas g es solucion de (8.5), con lo que hemos encontrado todas las solu- 
ciones. Obtenemos, pues, el resultado siguiente. 

teorema 8.3. Supongamos que P y Q son continuas en un intervalo abler- 
to I. Elijamos un punto a cualquiera en I y sea b cualquier numero real. Existe 
entonces una funcion y una sola y — fix) que satisface el problema de valores 
iniciales 


/ + P{x)y = Q(x), con f(a) = b 
en el intervalo /. Esta funcion viene dada por la formula 
f(x ) = be~ Aix) + e~ A(x) J X Q(t)e AU) dt , 
en donde A(x) = P(t) dt. 

Hasta ahora lapalabra «intervalo» significaba un intervalo acotado de la for¬ 
ma (a, b),[a, b ], [a, b) o (a, 6], siendo a < b. Es conveniente tambien considerar 
intervalos no acotados. Se representan mediante los slmbolos (a, +oo), (—go, a), 
[a, + oo) y (— oo, a], y se deftnen del siguiente modo: 

(a, + on) = { x | x > a}, (- oo, a) = {x | x < a} , 

[a, +'6ol — {x \ x> a), (— co, a] = {x \ x < a} . 
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Ademas, conviene referirse al con junto de todos los numeros reales citandolo como 
el intervalo (— 00 , + 00 ). Asi pues, cuando discutamos una ecuacion diferencial 
0 su solucidn en un intervalo /, se sobrentendera que / es uno de los nueve tipos 
descritos. 

ejemplo. Hallar todas las soluciones de la ecuacion diferencial de primer 
orden 4- (1 — x)y = e 2x en el intervalo (0, + 00 ). 

Solucidn. Primero se pone la ecuacion en la forma / + P(x)y = Q(x) di- 
vidiendo por x. Esto nos da 


y' + 



,2x 


con lo cual P(x ) = l/x — 1 y Q(x) = e 2x /x. Puesto que P y Q son continuas en 
el intervalo (0, + 00 ), existe una solucidn unica y = f(x) que satisface cualquier 
condicidn inicial dada de la forma f(a) = b. Expresaremos todas las soluciones en 
funcidn del valor inicial en el punto a = 1. Es decir, dado cualquier numero 
real b, determinaremos todas las soluciones para las que /(1) = b. 

Calculamos primero 



dt = log x — (x — 1). 


Tenemos por tanto e~ A{x) = e x ~ 1 ~ loex = e x 1 /x, y e Ait} = te 1 *, con lo que 
el teorema 8.3 nos dice que la solucidn viene dada por la formula 

a x-\ fx „ 2 ( x-1 „x rx 

/<*>=!.— + —/_ T•‘'-'‘ l ’= b — + xL e ‘ l •- 

= b e — + e - ( e * _ e) = b — + — - — . 

X x K . X X X 

Esto lo podemos tambien escribir en la forma 

e 2x + Ce x 


m = 


siendo C = be' 1 — e. Lo que nos da todas las soluciones en el intervalo (0, + 00 ). 

Puede ser interesante estudiar el comportamiento de las soluciones cuando 
x -* 0. Si aproximamos la exponencial mediante su polinomio lineal de Taylor, en- 
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contramos que e 2x = 1 + 2x + o(x) y e* — 1 + x + o(x) cuando x -> 0, con 
lo que tenemos 


m = 


(1 + C) + (2 + C)x + o(x) 
x 


-h (2 + C) + 0(1) ■ 

x 


Por consiguiente, solo la solucion correspondiente a C = — 1 tiende a un li'mite 
finito cuando x 0, siendo ese Hmite 1. 


8.5 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 5, resolver el problema de valores iniciales en el 
intervalo que se indica. 

1. y — 3y = e 2x en ( — co, + °°), con y = 0 cuando x = 0. 

2. xy' — 2y = x 5 en (0, + co), con y = 1 cuando x = 1. 

3. y' + y tan x = sen 2x en (— |^), con y = 2 cuando x = 0. 

4. y' + xy — x 3 e n ( — co, + oo), con y = 0 cuando x = 0. 

5. — + x = e 2 ‘ en (— oo, + co), con x = 1 cuando t = 0. 

dt 

6. Hallar todas las soluciones de y’ sen x -t- y cos x = 1 en el intervalo (0, ir). Demostrar 
que una exactamente de estas soluciones tiene Hmite finito cuando x —* 0, y otra lo tiene 
tambien finito cuando x—>vr. 

7. Hallar todas las soluciones de x(x + 1)/ + y = x(x + 1)V~* 2 en el intervalo (— 1, 0). 

Probar que todas las soluciones tienden a 0 cuando x —> 1, y que tan solo una de ellas 

tiene li'mite finito cuando x —> 0. 

8. Hallar todas las soluciones de y’ + y cot x = 2 cos x en el intervalo (0, tt). Probar que 
exactamente una de esas tambien es solucion en (— °o,+ co). 

9. Hallar todas las soluciones de (x — 2)(x — 3)/ + 2y = (x — l)(x — 2) en cada uno de 
los intervalos siguientes: a) (— oo,2); b) (2,3); c (3, + co). Demostrar que todas las 
soluciones tienden a un li'mite finito cuando x —> 2, y ninguna tiene li'mite finito cuando 
x —> 3. 

10. Pongamos s(x) = (sen x)/x si x ^ 0, y s(0) = 1. Defmamos T(x) = Jo s(t) dt. Demos¬ 
trar que la funcion /(x) = xT(x) satisface la ecuacion diferencial xy'— y = xsenx en 
el intervalo (— oo, + oo) y hallar todas las soluciones en ese intervalo. Demostrar que 
la ecuacion diferencial no tiene solucidn que satisfaga la condicion inicial /(0) = 1, y 
explicar por que esto no contradice el teorema 8.3. 

11. Probar que existe una sola funcion /, continua en el eje real positiva, tal que 

1 f* 

/(x) = 1 + - f(t) dt 

x J l 

para todo x > 0 y hallar esta funcion. 

12. La funcion f definida por la ecuacidn 

f(x) = xe (1 -* 2 > /2 - xe~ xi l 3 j* rV 2/2 dt 
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para x > 0 tiene las propiedades de que 1) es continua en el eje real positivo, y 2) sa- 
tisface la ecuacidn 

f(x) = l ~ x dt 

para todo x > 0. Hallar todas funciones con esas dos propiedades. 

Ecuacidn de Bernouilli. Una ecuacidn diferencial de la forma y'+P(x)y = Q(x)y n , 
donde n no es 0 ni 1, se llama ecuacidn de Bernoulli. Esta ecuacidn no es lineal debido 
a la presencia de y\ El ejercicio siguiente muestra que siempre puede transformarse en 
una ecuacidn lineal de primer orden con una nueva funcidn incdgnita v, donde v = y k , 
k= 1 - n. 

13. Sea k una constante no nula. Supongamos que P y Q son continuas en un intervalo I. 
Si a e I y si b es un numero real cualquiera, sea v = g(x) la unica solucidn del pro- 
blema de valores iniciales v 1 + kP(x)v = kQ(x) en I, con g(a) = 6. Si n ^ 1 y 
k = 1 — n, demostrar que una funcidn y = f(x) no identicamente nula en I, es una 
solucidn del problema de valores iniciales 

y' + P(x)y = Q(x)y n en I, con f(a) k = b 

si y sdlo si la potencia L-esima de f es igual a g en /. 

En cada uno de los Ejercicios 14 al 17, resolver el problema de valores iniciales en el 
intervalo que se cita. 

14. y' — 4y = 2e x y 1/ 2 en ( — oo, + oo), con y = 2 cuando x = 0. 

15. / - y = -y 2 (x 2 + x + 1) en (-oo, +' oo), con y = 1 cuando x = 0. 

16. xy' - 2y = 4 x 3 y 1/2 en (- oo, + oo), con y = 0 cuando x = 1. 

17. xy' + y = y 2 x 2 log x en (0, + oo), con y = % cuando x = 1. 

18. 2xyy' + (1 + x)y 2 = e x en (0, + oo), con (a) y - \fe cuando x = 1 ; (b) y = -V'7 
cuando x = l;(c) un lfmite finito cuando x —* 0. 

19. Una ecuacidn de la forma y' + P(x)y + Q(x)y 2 = R(x) se llama ecuacidn de Riccati. 
(No se conoce metodo para resolver la ecuacidn general de Riccati.) Demostrar que si 
u es una solucidn conocida de esa ecuacidn, existen entonces otras soluciones de la 
forma y = u + l/t>, siendo v una funcidn que satisface una ecuacidn lineal de primer 
orden. 

20. La ecuacidn de Riccati y' + y 4- y 2 = 2 tiene dos soluciones constantes. Partir de cada 
una de esas y utilizar el Ejercicio 19 para hallar otras soluciones del modo siguiente: 
a) Si — 2 < b < 1, hallar una solucidn en (— oo, + oo) para la que y—b cuando 
x = 0. b) Si b > 1 o b < — 2, hallar una solucidn en el intervalo (— oo, + °o) para la 
que y = b cuando x = 0. 


8.6 Algunos problemas flsicos que conducen a ecuaciones diferenciales de pri¬ 
mer orden 

En estaSeccion discutiremos varios problemas ffsicos que pueden ser formu- 
lados matematicamente como ecuaciones diferenciales. En cada caso, la ecuacion 
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diferencial representa una simplification idealizada del problema ffsico y se llama 
modelo matemdtico del problema. La ecuacion diferencial se presenta como una 
traduction de una cierta ley ffsica, tal como la segunda ley del movimiento de 
Newton, la ley de la «conservacion», etc. Nuestro proposito aquf no es justificar 
la election del modelo matematico sino mas bien deducir consecuencias logicas 
del mismo. Cada modelo es solamente una aproximacion de la realidad, y su 
justification pertenece propiamente a la ciencia a la que el problema corresponde. 
Si-la intuicion o la evidencia experimental concuerdan con los resultados dedu- 
cidos matematicamente, apreciamos que el modelo nos resulta util. Si no es asf, 
intentamos encontrar un modelo mas conveniente. 


ejemplo 1. Desintegracion radiactiva. Aunque los distintos elementos ra- 
diactivos presentan diferencias notables en sus coeficientes de desintegracion, todas 
las sustancias tienen la propiedad comun de que la velocidad de descomposicion 
de una determinada sustancia en cada instante es proporcional a la cantidad de 
sustancia existente en aquel instante. Si se designa por y = f(t) la cantidad de 
sustancia radiactiva existente en el instante t, la derivada / = j'(t) representa la 
velocidad de cambio de y en el instante t y la ley de descomposicion expresa: 

/ = - k y - 

donde k es una constante positiva (llamada constante de desintegracion ) cuyo valor 
depende del elemento particular que se esta descomponiendo. El signo menos es 
debido a que y decrece cuando t crece, y por tanto y' es siempre negativo. La ecua- 
cion diferencial y' = — ky es el modelo matematico utilizado para problemas re¬ 
latives a desintegracion radiactiva. Toda solution y = f(t) de esta ecuacion dife¬ 
rencial tiene la forma 

(8.13) f{t) =/( 0)e~ kt 

Por consiguiente, para determinar la cantidad presente en el instante t, necesitamos 
conocer la cantidad inicial /(0) y el valor de la constante de desintegracion k. 

Es interesante ver que information se puede deducir de (8.13), sin conocer 
exactamente el valor de /(0) o de k. En primer lugar se observa que para ningun 
valor finito del tiempo t se anula f(t) puesto que la exponencial e~ kt es siempre 
positiva; por tanto, no se puede hablar de «tiempo total de vida» de una sustancia 
radiactiva. Sin embargo, es posible determinar el tiempo necesario para que se 
desintegre una fraccion de la muestra. Frecuentemente se elige la fraction \, y el 
tiempo T en el cual f{T)/f( 0) — \ se denomina vida media de la sustancia, que es 
el tiempo necesario para que la masa de la sustancia radiactiva se reduzca a la 
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mitad. Este valor de T se puede determinar resolviendo la ecuacion e~ lT = § res- 
pecto T. Tomando logaritmos se tiene —kT = —log2 6 T = (log2 )/k. Puesto 
que es: 

fit + T) _ me~ M+T) _ ^ kT = 1 
fit) me- kt B 2 ’ 


y 



se ve que la vida media es la misma cualquiera que sea la muestra de un material 
radiactivo dado. La figura 8.1 da una idea general de la forma de una curva de 
desintegracion radiactiva. 

eiemplo 2. Caida de un cuerpo en un medio resistente. Un cuerpo en 
reposo de masa m es lanzado a gran altura en la atmosfera terrestre. Supuesto que 
cae en linea recta y que las unicas fuerzas que actuan sobre el son la de la gra- 
vedad terrestre (mg, donde g es la aceleracion de la gravedad, supuesta constante) 
y una fuerza resistente (debida a la resistencia del aire) que es proporcional a su 
velocidad, se trata de estudiar el movimiento resultante. 

Sea s = f(t) la distancia recorrida por el movil en el instante t y sea v = s' = 
= f(t) su velocidad. De la hipotesis de que parte del reposo se deduce /'(0) = 0. 

Hay dos fuerzas que actuan sobre el cuerpo, una descendente mg debida a su 
peso y otra ascendente — kv (debida a la resistencia del aire) donde k es una 
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constante positiva. La segunda ley de Newton dice que la suma de las fuerzas 
que actuan en un cuerpo en cada instante es igual al producto de su masa m 
por su aceleracion. Si se indica por a la aceleracion en el instante t, entonces 
a = xf = s" y la ley de Newton da la ecuacion 

ma = mg — kv . 

fista se puede considerar como una ecuacion diferencial de segundo orden si se 
considera la funcion de desplazamiento s o de primer orden si se considera la 
funcion velocidad v. Como ecuacion de primer orden en v, es lineal y puede es- 
cribirse en la forma 


/ , k 

v + - v = g . 
m 

Esta ecuacion es el modelo matematico del problema. Puesto que v = 0 cuando 
t = 0, la unica solucion de la ecuacion diferencial viene dada por la formula 

(8.14) v = e~ kt/m I* ge fc “ /m du = ^ (1 - e~ kt/m ). 

Jo k 

Observese que v mg/k cuando t-+ +oo. Si derivamos la ecuacion (8.14), en- 
contramos que la aceleracion en todo instante es a — ge Asimismo a 0 
cuando t -*■ + oo. Interpretado fisicamente, esto significa que la resistencia del 
aire tiende a equilibrar la fuerza de la gravedad. 

Puesto que v — s', la ecuacion (8.14) es a su vez una ecuacion diferencial en 
la funcion de desplazamiento s, que puede integrarse directamente resultando: 

s = rn_ t + s^- Mlm + c 

k 

Puesto que s = 0 cuando t = 0 se tiene C = —gm 2 /k 2 resultando la ecuacion 
del movimiento: 


s = ^ + ^-(e^-l). 
k k 2 

Si la velocidad inicial es i? 0 cuando / = 0, la formula (8.14) para la velocidad 
en el tiempo t se ha de sustituir por 


<\ 4- I! p~ ktlm 

v - -j— (1 — e ) + v 0 e 
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Es interesante notar que para toda velocidad inicial (positiva, negativa o cero) la 
velocidad limite cuando t crece indefinidamente es mg/k, numero independiente 
de v 0 . El lector debe buscar la explication de este hecho en razones de caracter 
fisico. 

ejemplo 3. Un problema sobre enfriamiento. El coeficiente de variation 
de la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre su tempera- 
tura y la del medio ambiente. (Ley de enfriamiento de Newton.) Si y = fit) es 
la temperatura (desconocida) del cuerpo en el instante t y M(i)designa la tempera¬ 
tura (conocida) del medio ambiente, la ley de Newton conduce a la ecuacion di- 
ferencial 

(8.15) _y' = —k[y — M{t)] o y' + ky = kM(t ), 

siendo k una constante positiva. Esta ecuacion lineal de primer orden es el mo- 
delo matematico que usamos para los problemas de enfriamiento. La unica solution 
de la ecuacion que satisface la condition inicial f(a) = b viene dada por la 
formula 


(8.16) 


fit) = be- kt + e~ k< /‘ kM(u)e ku du . 


Consideremos ahora un caso particular en el que el cuerpo pasa de 200° a 100° 
en 40 minutos al ser sumergido en un medio cuya temperatura se mantiene cons¬ 
tante, sea por ejemplo M(t) = 10°. Si medimos t en minutos y fit) en grados, tene- 
mos /(0) = 200 y la ecuacion (8.16) nos da 

(8.17) j\t) = 200<T i ' + 10A:e-*‘ f e ku du = 

J 0 

= 200e-*' + 10(1 - e~ kt ) = 10 + 190^**. 


Podemos calcular k a partir de la informacion de que /(40) = 100. Poniendo en 
(8.17) t = 40, encontramos 90 = 190e _40( , con lo que —40 k = log (90/190), 
k = iV (log 19 - log 9). 

Seguidamente, calculamos el tiempo que necesita este mismo material para 
enfriarse de 200° a 100° si la temperatura del medio se mantiene a 5°. Entonces 
la ecuacion (8.16) es valida con la misma constante k pero con M(u) = 5. En lu- 
gar de (8.17), ponemos la formula 


fit) = 5 + 1 95e~ kt . 
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Para encontrar el instante t para el cual fit) = 100, ponemos 95 = 195e - **, con 
lo que -kt = log (95/195) = log (19/39), y por tanto 


t = ±(log 39 - log 19) = 40 


log 39 — log 19 
log 19 — log 9 


En una tabla de logaritmos con cuatro cifras decimales, encontramos log 39 = 
= 3,6636, log 19 = 2,9444, y log 9 = 2,1972 con lo que, aproximando, encontra¬ 
mos t = 40(0,719)/(0,747) = 38,5 minutos. 

La ecuacion diferencial (8.15) expresa que la velocidad de enfriamiento 
decrece considerablemente cuando la temperatura del cuerpo tiende a acercarse a 
la temperatura del medio. Como ejemplo, se puede buscar el tiempo necesario 
para enfriar la misma sustancia de 100° a 10° con el medio constantemente 
a 5°. El calculo conduce a log (5/95) = — kt, o 


t = - log 19 = 40 

k log 19 - log 9 0.747 


158 minutos. 


Observese que el descenso de temperatura de 100° a 10° necesita un tiempo que 
excede a cuatro veces el tiempo necesario para pasar de 200° a 100°. 


ejemplo 4. Un problema de disolucion. Un deposito contiene 100 1 de 
una disolucion salina cuya concentracion es 2,5 g de sal por litro. Una disolucion 
conteniendo 2 g de sal por litro entra en el deposito a razon de 5 1 por minuto 
y la mezcla (que se hace uniforme por el movimiento) sale a la misma velocidad. 
Encontrar la cantidad de sal que hay en cada instante en el deposito. 

Sea y = f(t) el numero de gramos de sal que hay en el deposito t minutos 
despues de haber comenzado la mezcla. Hay dos factores que producen la varia¬ 
tion de y, la disolucion que agrega sal a razon de 10 g por minuto y la mezcla 
que sale que disminuye la cantidad de sal a razon de 5(y/100) gramos por minuto. 
(La fraccion y/100 representa la concentracion en el tiempo t.) Por tanto la ecua¬ 
cion diferencial es: 


}•' = 10 — 7/5 y o /+ 2Vy = 10 . 

Esta ecuacion lineal es el modelo matematico para nuestro problema. Ya que 
y = 250 cuando t = 0, la unica solucion viene dada por la formula 

(8.18) y = 250e~ t,2 ° + e~ l/2 ° f 10 e u/20 du — 200 + 50e -,/20 

Esta ecuacion muestra que y > 200 para todo t y que y -* 200 cuando t crece 
indefmidamente. Luego el minimo de contenido de sal es 200 g, lo que tambien 
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hubiera podido deducirse del enunciado del problema. En la ecuacion (8.18) se 
puede despejar t en funcion de y obteniendose: 

t = 20 log (———) . 

\y — 200/ 

Esta ecuacion permite encontrar el tiempo en el que la sal contenida sea una 
determinada cantidad y, siempre que 200 < y < 250. 

ejemplo 5. Circuitos electricos. En la figura 8.2(a), aparece una fuer- 
za electromotriz, una resistencia, y una autoinduccion conectadas en serie. 
La fuerza electromotriz produce un voltaje que origina una corriente electrica 
que recorre el circuito. Si el lector no esta familiarizado con los circuitos electricos, 
no debe preocuparse. Para nuestro objeto, todo lo que precisamos conocer acerca 
del circuito es que el voltaje, designado por V(/), y la intensidad de la corriente, 
designada por I(t), son funciones del tiempo t ligadas por una ecuacion diferencial 
de la forma 

(8.19) LI'(t) + RI(t) = V(t ). 

Aqm L y R se suponen constantes positivas. Se llaman respectivamente, la 
inductancia y la resistencia del circuito. La ecuacion diferencial es una formula- 
cion matematica de una ley de conservation, llamada ley del voltaje de Kirchhofj, 
y sirve como modelo matematico para el circuito. 

Aquellos lectores no versados en circuitos pueden encontrar util imaginar 
que la corriente es como el agua que circula por un tubo. La fuerza electromotriz 
(ordinariamente bateria o generador) es analoga a una bomba que hace fluir el 
agua; la resistencia se parece a la friction en el tubo, que tiende a oponerse al 
flujo de corriente; y la inductancia es una influencia estabilizadora que tiende a 
impedir cambios bruscos en la corriente debidos a variaciones subitas en el voltaje. 

El tipo corriente de pregunt'as relativas a tales circuitos es este: Si se aplica 
en el circuito un cierto voltaje V(t), icual es la intensidad resultante /(/)? La so¬ 
lution se consigue mediante una ecuacion diferencial lineal de primer orden. 
Si 7(0) representa la intensidad inicial en el instante t — 0, la ecuacion tiene la 
solution 


/(r) = /( 0)e~ ntlL + e RtlL f e Rst/i dx . 

Jo L 

Un caso particular importante se presenta cuando el voltaje aplicado es cons- 
tante, por ejemplo V(t) = E para todo t. En este caso, la integracion resulta facil 
y nos conduce a la formula 

m = | + (m - j)e~ Rt,L 
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Figura 8.2 a) Diagrama para un circuito simple en serie. b) Intensidad resultante al aplicar 

un voltaje constanle E. 


Esto demuestra que la naturaleza de la solucion depende de la relation entre la 
intensidad inicial 1(0) y el cociente E/R. Si 1(0) — E/R, el termino exponencial 
no aparece y la intensidad es constante, I(t) = E/R. Si /(0) > E/R, el coeficiente 
del termino exponencial es positivo y la intensidad decrece hacia el valor limite 
E/R cuando r->- +oo. Si 1(0) < E/R, la intensidad crece hacia el valor limi- 
te E/R. La constante E/R es la componente estacionaria de la intensidad, y el 
termino exponencial [/(0) — E/R~\e~ Rt/L es la componente variable de la misma. 
Veanse ejemplos en la figura 8.2(b). 

Los ejemplos precedentes hacen ver el poder unificador y la utilidad practica 
de las ecuaciones diferenciales. Muestran como diversos tipos de problemas fisicos 
pueden conducir exactamente al mismo tipo de ecuacion diferencial. 

La ecuacion diferencial (8.19) es de especial interes debido a que sugiere la 
posibilidad de acometer la solucion de una amplia variedad de problemas fisicos 
usando medios electricos. Por ejemplo, supongamos un problema fisico que nos 
conduzca a una ecuacion diferencial de la forma 


/ + ay = Q , 

siendo a una constante positiva y Q una funcion conocida. Podemos intentar la 
construction de un circuito electrico con una inductancia L y una resistencia R 
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de manera que sea R/L = a y entonces aplicar un voltaje LQ en el circuito. 
Tendri'amos entonces un circuito electrico con el mismo modelo matematico que 
el problema fisico. Asi se podrian obtener datos numericos de la solution del 
problema fisico con mediciones de la intensidad en el circuito electrico. Esta idea 
se ha puesto en practica y ha conducido al desarrollo de los calculadores analo¬ 
gies. 


8.7 Ejercicios 

En los Ejercicios que siguen, utilizar una ecuaci6n diferencial de primer orden adecuada 
como modelo matematico del problema. 

1. La vida media del radio es aproximadamente 1600 atios. Encontrar que porcentaje de 
una cantidad dada de radio se ha desintegrado en 100 anos. 

2. Si una cepa de bacterias aumenta en forma proporcional a la cantidad presente y si la 
poblacion se duplica en una hora, £en cuanto aumentara al cabo de 2 horas? 

3. Sea y = f(t) la cantidad de una sustancia que existe en el instante t. Supongamos que 
se desintegra en forma proporcional a la cantidad presente. Si n es un entero positivo, el 
numero T para el cual /(T) = /(0)/n es la vida n-esima de la sustancia. 

a) Demostrar que dicho valor T es el mismo para toda muestra de un material deter- 
minado, y calcular T en funcidn de n y de la constante de desintegracion k. 

b) Si a y b son dados, probar que / puede expresarse en la forma 

fit) =/(a)"’«>/(Z>) 1 -»«» 

y determinar iv(f). Esto prueba que la cantidad presente en el instante t es una media 
geometrica ponderada de las cantidades existentes en dos instantes / = a y t = b. 

4. Un hombre provisto de un paracaidas se lanza desde gran altura. El peso conjunto del 
hombre y el paracaidas es 98 kg. Sea vit) la velocidad (en metros por segundo) t segundos 
despu6s del lanzamiento. Durante los 10 primeros segundos antes de abrirse el paracai¬ 
das se supone que la resistencia del aire es 0,1 v(t) kg. Despues, una vez abierto el para¬ 
caidas, la resistencia del aire es 2 vit) kg. Se supone que la aceleracidn de la gravedad es 
9,8 m/sg 2 y se trata de hallar formulas explicitas para la velocidad vit) y el tiempo t. 
(Puede utilizarse la aproximacidn e~ 5 / 4 = 37/128 en los calculos.) 

5. Teniendo en cuenta el ejemplo 2 de la Seccion 8.6, y utilizando la regia de la cadena 
para escribir 


do ds dv dv 
dt dt ds V ds 

demostrar que la ecuacidn diferencial del ejemplo puede expresarse del modo siguiente: 


ds bv 
dv c — v ’ 


en donde b = m/k y c — gm/k. Integrar esa ecuacion para expresar s en funcion de v. 
Comparar el resultado con las fdmulas para v y s deducidas en el ejemplo. 
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6. Modificar el ejemplo 2 de la Seccion 8.6 suponiendo que la resistencia del aire es pro- 
porcional a v 2 . Demostrar que la ecuacion diferencial puede ponerse en cada una de las 
formas siguientes: 


ds m v dt m 1 

dv k c 2 — v 2 ’ dv k c 2 — v 2 ’ 

en donde c = Vmg\k. Integrar cada una de ellas y obtener las siguientes formulas para r: 


mg 

v 2 = -r- (1 - <r 
k 


gbt 


V = c 


e bt + e 


= c tanh bt , 


en donde b = V kg\m. Determinar los valores limite de v cuando f —» + oo. 

7. Un cuerpo en una habitacion a 60° F se enfria de 200° F a 120° F en media hora. 

(a) Probar que su temperatura despues de t minutos es 60 + 140e w donde 
k = (log 7 — log 3)/30. 

(b) Probar que el tiempo necesario para alcanzar la temperatura T°F esta dado por la 
formula t = [log 140 — log (T — 60)]/fc donde 60 < T < 200. 

(c) Hallar el instante en que la temperatura es 90° F. 

(d) Hallar una formula que exprese en funcion de t la temperatura del cuerpo cuando 
la temperatura de la habitacion no se mantenga constante, sino que disminuya a razon 
de 1°F cada 10 minutos. Se supondra que la temperatura de la habitacion es 60° F 
cuando la del cuerpo es 200° F. 

8. Un termometro se mantenia guardado en una habitacion cuya temperatura era 75° F. 
Cinco minutos despues de haberlo sacado de la habitacion el termometro marca 65° F. 
Otros cinco minutos despues marca 60° F. Calcular la temperatura exterior. 

9. Un tanque contiene 378,53 1 de una disolucion salina obtenida al disolver 22,68 kg de 
sal. Por una entrada fluye agua al tanque a razon de 11,36 1 por minuto manteniendose 
la concentracion uniforme por medio de agitadores. cCuanta sal habra en el tanque al 
cabo de una hora si por un desague sale disolucion a razon de 7,57 1 por minuto? 

10. Las condiciones son las del Ejercicio anterior. El fondo del tanque esta cubierto con 
una mezcla de sal y material insoluble, y se supone que la sal se disuelve con una velo- 
cidad proporcional a la diferencia entre la concentracion de la solucion y la de una 
disolucion saturada (362 gramos por litro) y que si el agua fuera pura se disolverfa 
453,6 g de sal por minuto. iCuanta sal habra en la solucion cuando haya transcurrido 
la hora? 

11. Consideremos un circuito electrico parecido al del Ejercicio 5 de la Seccion 8.6. Supon- 
gamos que la fuerza electromotriz es un generador de corriente alterna que produce un 
voltaje V(0 = E sen cut, donde E y w son constantes positivas. Si 1(0) = 0, demostrar que 
la intensidad tiene la expresion 


m = 


VR 2 + w 2 L 2 


sen(cof — a) + 


EcaL 


R 2 + co 2 L 2 ' 


p—Rt/L 


en donde a solo depende de w, L y R. Demostrar que a = 0 cuando L = 0. 

12. En el ejemplo 5 de la Seccion 8.6, suponer que el voltaje es una funcion escalonada de- 
finida asf: E(t) = E si a < t < b, siendo a > 0; E(t) = 0 para cualquier otro valor de t. 
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Si 1(0) = 0 demostrar que la intensidad viene dada por las formulas siguientes: 

I(t) = 0 si t < a; 

E E 

I(t ) = — (1 — e -Mt-a)iL ) si a < t < b ; l(t) = — e~ Rt/L ( e RblL — e RalL ) si t > b . 

R R 

Hacer un esquema indicando la naturaleza de la grafica de I. 

Crecimiento de la poblacidn. En el estudio del crecimiento de una poblacidn (que puede 
ser humano, animal o bacteriano), la funcion que cuenta el numero x de individuos pre- 
sentes en el instante t es necesariamente una funcidn escalonada que solamente toma valores 
enteros. Por consiguiente el verdadero coeficiente de crecimiento dx/dt es cero (si t esta 
contenido en un intervalo abierto donde x es constante), o bien la derivada dx/dt no existe 
(cuando x salta de un entero a otro). No obstante, se pueden obtener informaciones utiles si 
se supone que la poblacidn x es una funcion continua de t con derivada continua dx/dt en 
cada instante. En la hipotesis anterior, se postulan las «leyes de crecimiento de la pobla¬ 
cidn*, que dependen de factores del medio ambiente que pueden estimular o retardar el creci¬ 
miento. 

Por ejemplo, si el medio ambiente tiene un efecto pequeno o nulo, parece natural suponer 
que la velocidad de crecimiento es proporcional al total de la poblacidn, y entonces la ley 
de crecimiento tomara la forma: 


( 8 . 20 ) 


dx 

di 


= kx , 


donde k es una constante que depende de la naturaleza de la poblacidn. Puede ocurrir en 
determinadas condiciones que el factor k varfe con el tiempo, y la ley de crecimiento (8.20) 
puede generalizarse como sigue: 


(8.21) di =k ^ x - 

Si, por alguna razon, la poblacidn no puede exceder a cierto maximo M (por ejemplo, 
por agotarse los alimentos), parece natural suponer la velocidad de crecimiento proporcional 
a ambos x y M — x simultaneamente. Se tiene pues un segundo tipo de ley de crecimiento. 

dx 

( 8 . 22 ) -Jt = kx ^ M ~ X ’ ’ 

donde, como en (8.21), k puede ser constante, o mas generalmente k puede variar con el 
tiempo. Mejoras tecnologicas pueden hacer que el valor de M crezca o decrezca paulatina- 
mente y por tanto se puede generalizar (8.22) suponiendo que M varia con el tiempo. 


13. Expresar x en funcion de t para cada una de las «leyes de crecimiento* en (8.20) y 
(8.22) (con k y M ambas constantes). Probar que el resultado de (8.22) se puede expre¬ 
sar como sigue: 


(8.23) 


M 

1 + e -*U-<o>’ 


donde a es una constante y t n es el tiempo en el que x = M/2. 
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14. Considerese la ley de crecimiento en la formula (8.23) del Ejercicio 13 y supongase que 
haciendo el censo en tres intervalos de tiempo iguales t lt t 2 , t 3 , los numeros han sido 
x x x 3 . Demostrar que se tienen datos suficientes para determinar M y que en efecto 
se tiene: 


(8.24) 


M = 


x 3 (x 2 - Xj) - X 3 (X 3 
x\ - x 3 x 3 


X 2 ) 


15. Deducir la formula que generaliza (8.23) del Ejercicio 13 para la ley de crecimiento (8.22) 
cuando k no es necesariamente constante. Expresar el resultado con relacion al tiempo 
t n para el cual x = M/2. 

16. El Census Bureau da los siguientes datos (en millones) de poblacion en los Estados 
Unidos en intervalos de 10 anos desde 1790 a 1950; 3,9, 5,3, 7,2, 9,6, 12,9, 17, 23, 31, 
39, 50, 63, 76, 92, 108, 122, 135, 150. 

(a) Aplicando la ecuacion (8.24) determinar el valor de M a base de los datos del censo 
para 1790, 1850 y 1910. 

(b) Lo mismo que en (a) para los anos 1910, 1930 y 1950. 

(c) Partiendo de los calculos hechos en (a) y (b) 7,se puede considerar como acepta- 
ble o no la ley de crecimiento (8.23) para la poblacion de los Estados Unidos? 

17. (a) Dibujese la grafica de log* como funcion de t, donde * representa los datos del 
censo dados en el Ejercicio 16. Utilizar esta grafica para demostrar que la ley de creci¬ 
miento (8.20) se satisfacia con mucha aproximacion desde 1790 a 1910. Determinar un 
valor medio razonable de k para este periodo. 

(b) Determinese un valor medio razonable de k para el periodo desde 1920 a 1950; su- 
pongase que la ley de crecimiento (8.20) es valida para esta k, y predecir la poblacion de 
los Estados Unidos para los anos 2000 y 2050. 

18. La presencia de toxinas en un cierto medio destruye un cultivo de bacterias, siendo el 
cociente diferencial de destruccion proporcional al numero de bacterias y a la cantidad 
de toxinas presentes en el cultivo. Si no hubiera toxinas las bacterias crecerian con 


xx x 








Figura 8.3 Ejercicio 18. 
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una velocidad proporcional a la cantidad total de bacterias existente. Sea x el numero 
de bacterias vivientes en el instante t. Supongase que la cantidad de toxinas crece con 
velocidad constante y que la produccidn de toxinas empieza en el instante t = 0. Esta- 
blecer una ecuacion diferencial para x. Resolver la ecuacion diferencial. Una de las 
curvas de la figura 8.3 es la que representa mejor el comportamiento general de x 
como funcion de t. Decir cual es la elegida y explicar el porque. 


8.8 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes constantes 

Una ecuacion diferencial de la forma 

y" + Px(x)y' + P 2 (x)y = R(x) 

se denomina ecuacion lineal de segundo orden. Las funciones P, y P 2 que multi- 
plican la funcion incognita y y su derivada / son los coeficientes de la ecuacion. 

Para las ecuaciones lineales de primer orden, dimos un teorema de existencia 
y unicidad y determinamos todas las soluciones mediante una formula. Si bien 
existe un teorema de existencia y unicidad para la ecuacion general lineal de se¬ 
gundo orden, no hay una formula que nos de todas las soluciones, salvo en algunos 
casos particulares. En el Volumen II se expone un estudio de la ecuacion lineal 
general de segundo orden. Aqui solo tratamos el caso en el que los coeficientes 
P x y P 2 son constantes. Cuando el segundo miembro R(x) es identicamente nulo, la 
ecuacion se llama homogenea. 

La ecuacion lineal homogenea con coeficientes constantes fue la primera ecua¬ 
cion diferencial de un tipo general que se resolvio completamente. En 1743, Euler 
publico una primera solucion. Aparte de su interes historico, esta ecuacion se pre- 
senta en una gran variedad de problemas de aplicacion, de manera que su estudio 
es de importancia practica. Ademas, podemos dar formulas para todas las solu¬ 
ciones. 

Consideremos una ecuacion lineal homogenea con coeficientes constantes que 
escribimos asi: 


y" + ay' + by = 0 . 


Buscamos soluciones en todo el eje real (— oo, +oo). Una solucion es la funcion 
constante y — 0. Esta se llama la solucion trivial. Nos interesa hallar soluciones 
no triviales, y comenzamos nuestro estudio con algunos casos particulares para los 
que pueden encontrarse soluciones no triviales, por simple inspection. En todos 
esos casos, el coeficiente de y' es nulo, y la ecuacion tiene la forma y" + by = 0. 
Veremos que resolver esta ecuacion particular equivale a resolver el caso general. 
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8.9 Existencia de soluciones de la ecuacion y” + by = 0 

ejemplo 1. La ecuacion y" = 0. En este caso son nulos los dos coeficien- 
tes a y b, y podemos determinar todas las soluciones con facilidad. Supongamos 
que y es una funcion cualquiera que satisfaga y" — 0 en ( — oo, +oo). Entonces 
su derivada / es constante, pongamos / = <:,. Integrando esta relation, encontra- 
mos que y es necesariamente de la forma 

y = + c 2 , 

en donde c, y c 2 son constantes. Reci'procamente, para cualquier par de constantes 
c x y c 2 , el polinomio de primer grado y = c x x + c 2 satisface y" = 0, con lo que 
hemos hallado todas las soluciones para este caso. 

Seguidamente suponemos que b ¥= 0 y tratamos por separado los casos b < 0 
y b > 0. 

Ejemplo 2. Ecuacion y" + by = 0, siendo b < 0. Ya que b < 0, pode¬ 
mos escribir b = — k 2 , siendo k > 0, y la ecuacion diferencial toma la forma 

/' — k 2 y . 

Una solucion inmediata es y = e kx , y otra y = e~ kx . A partir de ellas podemos 
obtener otras soluciones construyendo combinaciones lineales de la forma 

y - i\e kr + c 2 e~ kx , 

siendo c x y c 2 constantes arbitrarias. En el teorema 8.6 se demostrara que todas 
las soluciones quedan incluidas en esta formula. 

ejemplo 3. Ecuacion y" + by — 0, siendo b > 0. Aqui podemos escribir 
b = k 2 , donde k > 0, y la ecuacion diferencial toma la forma 

y" = —k 2 v . 

Otra vez obtenemos soluciones de modo inmediato. Una solucion es y — cos kx, y 
otra y = sen kx. A partir de ellas logramos otras soluciones formando combina¬ 
ciones lineales, 


y = c x cos kx + c 2 sen kx , 


en donde c, y c 2 son constantes cualesquiera. El teorema 8.6 demostrara que esta 
formula incluye todas las soluciones. 
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8.10 Reduccion de la ecuacion general al caso particular y" -l- by =0. 

El problems de resolver una ecuacion lineal de segundo orden con coeficien- 
tes constantes puede reducirse al de resolver los casos particulars que acabamos 
de ver. Existe un metodo para hacer lo que se aplica tambien a ecuaciones mas 
generates. La idea es considerar tres funciones y, u, y v tales que y = uv. Deri- 
vando obtenemos / = uv' + u'v, e y" = uv" + 2u'v' + u”v. Expresemos ahora 
la combinacion y" + ay' + by en funcion de u y t. Obtenemos 


(8.25) 


y" + ay' + by = uv" + 2 u'v' + u"v + a(uv' + u'v) + buv = 
= (v" + av' + bv)u + (2v‘ + av)u’ + vu”. 


Elijamos seguidamente v para que el coeficiente de u' sea cero. Esto exige que 
xf — — av/2, con lo cual podemos elegir v = e~ ax/2 . Para esta v tenemos 
v" — — av'/2 = a 2 v/ 4, y el coeficiente de u en (8.25) se convierte en 


a 2 v 

v" + av + bv = — 
4 


a 2 v , , 4 b — a 2 

— + bv = - v . 

2 4 


Asr pues, la ecuacion (8.25) se reduce a 


y" + ay' + by = 




■) 


v. 


Puesto que v — e~ ax/2 , la funcion v nunca es cero, con lo cual y satisface la ecua¬ 
cion diferencial y" + ay' + by — 0 si y solo si u satisface u” + |(4 b — a 2 )u = 0. 
Asf pues, hemos demostrado el siguiente teorema. 


teorema 8.4. Sean y y u dos funciones tales que y = ue ~ ax > 2 . Entonces, 
en el intervalo (— oo, + oo), y satisface la ecuacion diferencial y” + ay' + by = 0 
si y solo si u satisface la ecuacion diferencial 


u" + 


4 b - a 2 


u = 0. 


Este teorema reduce el estudio de la ecuacion y" + ay' + by — 0 al caso 
particular y" + by = 0. Hemos encontrado soluciones no triviales de esta ecua¬ 
cion pero, salvo para el caso b = 0, no hemos demostrado que se han hallado 
todas las soluciones. 
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8.11 Teorema de unicidad para la ecuacion y” + bv =0 

El problems de determinar todas las soluciones de la ecuacion y" + by = 0 
puede resolverse con el siguiente teorema de unicidad. 

teorema 8.5. Supongamos dos funciones f y g que satisfagan la ecuacion 
diferencial y" + by = 0 en (— oo, + oo). Supongamos tambien que satisfacen las 
condiciones iniciales 


/(0) = s(0), /'(0) = g'(l 0). 

Entonces es f(x) = g(x) para todo x. 

Demostracion. Sea h(x) = f(x) - g(x). Queremos probar que h(x) = 0 
para todo x. Haremos esto expresando h en funcion de sus aproximaciones por 
polinomios de Taylor. 

Observamos primero que h es tambien una solucion de la ecuacion diferen¬ 
cial y" + by — 0 y satisface las condiciones iniciales h{ 0) = 0, h'( 0) = 0. Toda 
funcion y que satisfaga la ecuacion diferencial tiene derivadas de cualquier orden 
en (—oo, +oo) y pueden calcularse por derivation reiterada de la ecuacion di¬ 
ferencial. Por ejemplo, puesto que y" = — by, tenemos y"' = — by', e 
y< 4 > = — by" = b 2 y. Por induccion encontramos que las derivadas de orden par 
vienen dadas por 


/ 2n > = (—1 ) n b n y, 

en tanto que las de orden impar son y <2 " -1 > = (— \) n , b n ^'y'. Puesto que h( 0) y 
h'( 0) son ambas 0, results que todas las derivadas h (n) (0) son nulas. Por consi- 
guiente, cada polinomio de Taylor engendrado por h en el pun to x = 0 tiene todos 
sus coeficientes nulos. 

Apliquemos ahora la formula de Taylor con resto (teorema 7.6), usando un 
polinomio de aproximacion de grado impar 2n — 1, y encontramos que 

h(x) = E 2 „ i(x), 

donde E 2 „~,(x) es el termino de error en la formula de Taylor. Para completar la 
demostracion, hacemos patente que el error puede hacerse tan pequeno como se 
quiera tomando n suficientemente grande. 

Utilizamos el teorema 7.7 para estimar la magnitud del termino de error. 
Para ello necesitamos estimar la magnitud de la derivada /i (2n) . Consideremos 
cualquier intervalo cerrado finito [— c,c], siendo c > 0. Ya que h es continua 
en ese intervalo, es acotada en el, sea por ejemplo )h(x)\ < M en [ — c, c]. Ya que 
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M 2n) (x) = ( — l) n b n h(x), tenemos la estimation |6 <2M) (x)| < M\b\ n en [ — c, c]. El 
teorema 7.7 nos da |£ 2 „_ 1 (x)| <C iVf|fo|”x 2 "/(2rt)! con lo que, en el intervalo 
[— c, c], tenemos la estimation 


(8.26) 


0 ^ |6(x)| < 


M\b\ n x 2n 

(2 it)! 


< 


M |b|" c 2n 

(2 n)\ 


MA 2n 
(2ii) ! ’ 


siendo A = |6| 1/2 c. Demostramos ahora que A m /ml tiende hacia 0 cuando 
m -* +oo. Esto es obvio si 0 < A <, 1. Si A > 1, podemos escribir 


m ! 12 k k + 1 m k\\k + \ ' 


siendo k < m. Si elegimos para k el mayor entero < A, entonces A < k + 1 y 
el ultimo factor tiende a 0 cuandom—>• +oo. Luego A m jm\ tiende a 0 cuando 
► oo, con lo que la desigualdad (8.26) prueba que h(x) = 0 para todo x en 
[— c, c]. Pero, ya que c es arbitrario, se deduce que h(x) = 0 para todo x real. 
Esto completa la demostracion. 


Nota: El teorema 8.5 nos dice que dos soluciones de la ecuacidn diferencial 
y" + by = 0 que tienen el mismo valor y la misma derivada en 0 deben coincidir para 
todo x. La eleccidn del punto 0 no es esencial. El mismo razonamiento muestra que el 
teorema tambien es cierto si el punto 0 se reemplaza por un punto c cualquiera. En la 
demostracidn anterior, basta utilizar aproximaciones polindmicas de Taylor en c en 
lugar de hacerlo en 0. 


8.12 Solution completa de la ecuacion y" + by = 0 

El teorema de unicidad nos permite caracterizar todas las soluciones de la 
ecuacion diferencial y" + by — 0. 

teorema 8.6. Sean b un numero real y dos funciones u x y u 2 en 
(—oo, +oo) definidas como sigue: 

a) Si 6 = 0, u-lIx) = 1, u 2 (x) = x. 

b) Si b < 0, ponemos b = — k 2 y definimos u^x) = e kx , u 2 (x) = e~ kx . 

c) Si b > 0, ponemos b =k 2 y definimos u x {x) = cos kx, u 2 (x) = sen kx. 
Entonces toda solucion de la ecuacidn diferencial y" + by = 0 en (— oo, +oo) 
tiene la forma 

(8.27) y = c 1 w 1 (x) + c 2 w 2 (x), 

siendo c x y c 2 constantes. 

Demostracion. En laSeccion 8.9 demostramos que para cada par c x y c 2 la 
funci6n y dada en (8.27) es una solucion de la ecuacion y" + by = 0. Probamos 
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ahora que todas las soluciones tienen esta forma. El caso b — 0 fue establecido en 
laSeccion 8.9, de modo que podemos suponer que b =£ 0. 

La idea de la demostracion es esta: Sea y = fix) una solucion cualquiera de 
y" + by = 0. Si podemos demostrar que existen constantes c, y c 2 que satisfacen 
el par de ecuaciones 

(8.28) q Wl (0) + c 2 u 2 ( 0) = /(0), c lM ;(0) + c 2 m'(0) =/'(0), 

entonces / y c,u, + c 2 it> son soluciones de la ecuacion diferencial y" + by — 0 
que tienen el mismo valor y la misma derivada en 0. Segun el teorema de unicidad, 
resulta que / = c 1 u 1 + c 2 u 2 . 

En el caso b), tenemos u 1 (x)=e kx , u 2 {x)—e~ kx , con lo que u 1 (0) = u 2 {0) = 1 
y U J(0) = k, 1 / 2 ( 0 ) = — k. Con ello las ecuaciones (8.28) se convierten en 
Cj + c 2 = /(0), y c x — c 2 = f\0)/k. Tienen la solucion c x = |/(0) + |/'(0)//c, 
c 2 = hf{ 0) - */'(<>)/*. 

En el caso c), tenemos u x (x) = cos kx, u, 2 (x) — sen kx, y asi es u,(0) = 1, 
u 2 (0) = 0, u'(0) = 0, u' 2 (0)= k, y las soluciones son = /(0), yc 2 = f'(0)/k. 
Puesto que siempre existen c, y c 2 que satisfacen (8.28), la demostracion es com¬ 
pleta. 


8.13 Solucion completa de la ecuacion y" + ay' + by =0 

El teorema 8.4 nos dice que y satisface la ecuacion diferencial /' +ay'+by = 0 
si y solo si u satisface u"+ i(4b — a 2 )u = 0, siendo y = e~ ax/2 u. Segun el teore¬ 
ma 8.6 sabemos que la naturaleza de cada solucion u depende del signo algebrai- 
co del coeficiente de u, esto es, del signo de 4b — a 2 o de a 2 — 4b. A1 numero 
a 2 — 4b le Uamamos discriminante de la ecuacion diferencial y" + a/ + by = 0 
y lo designamos por d. Cuando combinamos los resultados de los*teoremas 8.4 
y 8.6 obtenemos el siguiente. 

teorema 8.7. Sea d = a 2 — 4b el discriminante de la ecuacion diferencial 
lineal y" + ay' + by — 0. Toda solucion de esta ecuacion en (— 00 , + 00 ) tiene 
la forma 

(8.29) y = e-^I^CjU^x) + c 2 « 2 (x)], 

en donde c, y c :2 son constantes, y las funciones u, y u 2 se determinan segun el 
signo algebraico del discriminante del modo siguiente: 

a) Si d = 0, u x (x) = 1 y u 2 (x) = x. 

b) Si d > 0, u x (x) = e** y u 2 (x) = e~ kx , siendo k = i Vd. _ 

c) Si d < 0, u x (x) = cos kx,y,u 2 (x) = sen kx, siendo k = %V—d. 
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Nota: En el caso b), en el que el discriminants d es positivo, la solucidn y en 
(8.29) es una combinacion lineal de dos funciones exponenciales. 


en donde 




y = e~ axl \c l e kI + c^e kx ) = c 1 e r i x + c 2 e r * x , 
a —a+ \/d a —a — \^d 


Los dos numeros r, y r 2 tienen como suma r + r 2 = — a y como producto 
r \ r z =i(“ 2 — d) = b. Por consiguiente, son las raices de la ecuacion cuadratica 

r 2 +ar + b = 0 . 


Esta es la denominada ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial 


y" + ay' + by — 0 . 


El numero d = a 2 — 4b tambien se llama discriminante de esta ecuacion cuadratica 
su signo algebraico determina la naturaleza de las raices. Si d > 0, la ecuacion cuadra¬ 
tica tiene raices reales dadas por ( — a ± y/d)/2. Si d < 0, no tiene raices reales pero 
debe tenerlas complejas r 1 y r 2 . La definicion de la funcion exponencial puede ampliarse 
de manera que e r i x y e r i‘ tengan significado cuando r 1 y r 2 son numeros complejos. 
Esta ampliacion, expuesta en el capitulo 9, se hace de modo que la combinacion lineal 
(8.29) pueda tambien escribirse como una combinacion lineal de e r i x y e T * x , cuando 
r i y r 2 sean complejos. 


Concluimos esta Seccion haciendo varias observaciones. Puesto que todas las 
soluciones de la ecuacion diferencial y" + ay" + by — 0 estan contenidas en la 
formula (8.29), la combinacion lineal del segundo miembro se llama a menudo la 
solucidn general de la ecuacion diferencial. Una solucion cualquiera obtenida 
particularizando los valores de las constantes Cj y c 2 se denomina una solution 
particular. 

Por ejemplo, tomando c x = 1, c 2 = 0, y. luego c x = 0, c 2 = 1, obtenemos las 
dos soluciones particulares 

v x = e -“*/2 Ml (x) , v, — e _<w / 2 u 2 (x) . 

Estas dos soluciones son de especial importancia porque las combinaciones lineales 
construidas con ellas nos dan todas las soluciones. Un par de soluciones cuales- 
quiera con esta propiedad es una base del conjunto de todas las soluciones. 

Una ecuacion diferencial tiene siempre mas de una base. Por ejemplo, la 
ecuacion y" = 9y tiene la base v, = e^, v 2 = e~ Sx . Pero tambien tiene la base 
w x = cosh 3x , w 2 — senh 3x. En efecto, puesto que e? x = w x + w 2 y 
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e~ 3x — w, — w 2 , toda combination lineal de e 3r y e~ 3x es tambien una combina- 
cion lineal de w, y w 2 . Luego, el par , iv 2 es otra base. 

Puede demostrarse que todo par de soluciones vy y v 2 de una ecuacion dife- 
rencial y" + ay' + by = 0 sera una base si la razon v 2 /iy no es constante. 
Si bien aqui no vamos a necesitar esta propiedad, la mencionamos porque tiene 
importancia en la teoria de las ecuaciones lineales de segundo orden con coefi- 
cientes no constantes. En el Ejercicio 23 de la Section 8.14 se esboza una de- 
mostracion. 


8.14 Ejercicios 


Hallar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales en (— °o , + co). 


1. /' - 4y = 0. 

2. y" + 4_y = 0. 

3. y" — 4y' = 0. 

4. y" + 4_y' = 0. 

5. / - 2/ + 3.y = 0. 


6. y" + 2 y' — 3y = 0. 

7. y" - 2 y' + 2y = 0. 

8. y" — 2y' + 5y = 0. 

9. y" + 2y' + y = 0. 
10. y" — 2 y' + y = 0. 


En los Ejercicios 
iniciales dadas. 


11 al 14, hallar la solucion particular que satisfaga las condiciones 


11. 2 y" + 3 y' — 0, con y — 1 e y' = 1 cuando x = 0. 

12. y" + 25 y = 0, con y = — 1 e y' = 0 cuando x = 3. 

13. y" — 4 y‘ — y = 0, con y = 2 e y' = — 1 cuando x = 1. 

14. y" + 4/ + 5 y = 0, con y = 2 e y’ - y" cuando x = 0. 

15. La grafica de una solucion u de la ecuacion diferencial y" — 4y' + 29y = 0 corta la 

grafica de una solucion v de la ecuacion y" + 4y' + 13y = 0 en el origen. Las dos cur- 

vas tienen la misma pendiente en el origen. Determinar u y v si u'Qn) = 1. 

16. La grafica de una solucion u de la ecuacion diferencial y" — 3y' — 4y = 0 corta la grafica 

de una solucion v de la ecuacion y" + 4y' — 5y = 0 en el origen. Determinar u y v 
si las dos curvas tienen pendientes iguales en el origen y si 


v{xf 5 
lim TT = 7. ■ 

a;^ + oc «W 6 

17. Hallar todos los valores de la constante k tales que la ecuacion diferencial y" + ky = 0 
tenga una solucion no trivial y = f tt (x) para la cual f k ( 0) = f k ( 1) = 0. Para cada valor 
admisible de k, determinar la correspondiente solucion y = f k (x). Considerense los valo¬ 
res positivos y negativos de k. 

18. Si (a, b) es un punto dado del piano y si m es un numero real dado, demostrar que 
la ecuacion diferencial y" + k 2 y = 0 tiene exactamente una solucion cuya grafica pasa 
por (a, b) y tiene en el la pendiente m. Discutir tambien el caso k = 0. 

19. a) Sean ( a 1 .fq) y (a 2 ,b 2 ) dos puntos en el piano tales que a 1 — a 2 ^ rnr, siendo n 
entero. Demostrar que existe exactamente una solucion de la ecuacion diferencial 
y" + y = 0 cuya grafica pasa por esos dos puntos. 

b) La proposicion de la parte a), les cierta siempre si a | — a 2 es un multiplo de i r? 
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c) Generalizar el resultado de la parte a) para la ecuacidn y" + k 2 y = 0. Discutir tarn- 
bi£n el caso k = 0. 

20. En cada caso, hallar una ecuacidn diferencial lineal de segundo orden que se satisfaga 
para u 1 y u 2 . 

(a) = e* u 2 (x) = e~ x . 

(b) u^x) = e 2x , u 2 (x) = xe 2 *. 

(c) u x (x) = e~ x/i cos x, u 2 (x) = e~ x,i sen x. 

(d) Uy(x) = sen (2* + 1), u 2 {x) =sen (2x + 2). 

(e) «j(x) = cosh x, u 2 (x) = senh x. 

Wronskiano. Dadas las funciones u, y u 2 , la funcidn W definida por W(x) = 
= u x (x)u 2 (x) — u 2 (x)u j(x) es su Wronskiano, denomination usada en atencion a J. M. H. 
Wronski (1778-1853) que fue quien la introdujo. Los Ejercicios que siguen se refieren a 
propiedades del Wronskiano. 

21. a) Si el Wronskiano W(x) de u 1 y u 2 es nulo para todo valor de x en un intervalo 

abierto I, demostrar que el cociente u 2 /u 1 es constante en I. Dicho de otro modo, si 
uju x no es constante en /, entonces W(c) 0 por lo menos para un c de /. 

b) Demostrar que la derivada del Wronskiano es W' = u,u 2 " — um,". 

22. Sea W el Wronskiano de dos soluciones u 1 , u 2 de la ecuacidn diferencial y''+ay'+by=0, 
siendo a y b constantes. 

a) Demostrar que W satisface la ecuacidn de primer orden W' + aW = 0 y por tanto 
W(x) = W(0)e‘“. Esta formula prueba que si W(0) ^ 0, entonces W(x )^0 para todo*. 

b) Suponiendo que u 1 no es identicamente nula, demostrar que W(0) = 0 si y s61o si 
u 2 /m 1 es constante. 

23. Sean v 2 y v 2 dos soluciones cualesquiera de la ecuacidn diferencial y" + ay' + by = 0 
tales que v 2 /v 1 no es constante. 

a) Sea y = fix) una solucidn de la ecuacidn diferencial. Utilizar propiedades del Wrons¬ 
kiano para demostrar que existen constantes c, y c 2 tales que 

<Vi(0) +c 2 u 2 (0) =/(0), CjU'(0) + c 2 n'(0) =/'(0). 


b) Demostrar que toda solucidn es de la forma y = c 1 v 1 + c 2 v 2 . Dicho de otro modo, 
forman una base para el conjunto de todas las soluciones. 


8.15 Ecuaciones lineales no homogeneas de segundo orden con coeficientes 
constantes 

Volvamos a discutir las ecuaciones no homogeneas de la forma 
(8.30) / + ay' + by = R , 

en las que los coeficientes a y b son constantes y el segundo miembro R es una 
funcion cualquiera continua en (— oo, +oo). La discusidn puede simplificarse 
mediante el uso de un operador. Para cualquier funcion / con derivadas f y /", 
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podemos definir un operador L que transforma / en otra funcion L(f) definida 
por la ecuacion 

L(f) =f" + af + bf. 

Mediante este operador, la ecuacion diferencial (8.30) se escribe en la forma 
sencilla 

L(y) = R . 

Es facil comprobar que L(y x 4- y 2 ) = E(yi) + L(y 2 ), y que L(cy) = cL(y) 
para cualquier constante c. Por consiguiente, para cualquier par de constantes 
c x yq, tenemos 

L(ci)>i + c 2 }' 2 ) = c \L(y\) + c 2 L(y 2 ). 

Esta es la llamada propiedad de linealidad del operador L. 

Supongamos ahorh que y t e y 2 son dos soluciones cualesquiera de la ecuacion 
L(y) = R. Puesto que L(y^) = L( y 2 ) = R, la linealidad nos da 


Uy 2 - >’i) = L(yz) - Uy\) = r - r = o, 


por lo que y 2 — yi es una solucion de la ecuacion homogenea L(y) = 0. Por lo 
tanto, sera y 2 — y! = c^v j + c 2 v 2 , endonde c a fi + c 2 v 2 es la solucion general de 
la ecuacion homogenea, o sea 


y 2 = c x v x + c 2 v 2 + y 1 . 

Esta ecuacion debe satisfacerse para todo par de soluciones y! e y 2 de la ecuacion 
no homogenea L{ y) = R. Por consiguiente, si podemos determinar una solucion 
particular y x de la ecuacion no homogenea, todas las soluciones estan contenidas 
en la formula 

(8.31) y = + c 2 v 2 + y 1 . 

siendo c l y c 2 constantes arbitrarias. Cada una de tales y es evidentemente una so¬ 
lucion de L( y) = R porque + c 2 v 2 + y,) = Lic^! + c 2 v 2 ) + L( y x ) = 

= 0 + R = R. Ya que todas las soluciones de L(y) = R se encuentran en (8.31), 
la expresion CjUj + c 2 v 2 + y t se llama solucion general de (8.30). Asi que, he- 
mos demostrado el teorema que sigue. 

teorema 8.8. Si y, es una solucion particular de la ecuacion no homogenea 
L(y) = R, la solucion general se obtiene sumando a y ± la solucion general de la 
correspondiente ecuacion homogenea L(y) = 0. 
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El teorema 8.7 nos dice como se encuentra la solucion general de la ecuacion 
homogenea L(y) = 0. Esa tiene la forma y = c x v x + c 2 n,, en donde 

(8.32) v x (x) = e~ ttX / 2 u x (x ), v 2 (x) = e~ ax i*u 2 (x), 

determinandose las funciones u, y u 2 por medio del discriminante de la ecuacion, 
como se explico en el teorema 8.7. Ahora demostramos que t>i y v 2 pueden usarse 
para construir una solucion particular y, de la ecuacion no homogenea L(y) — R. 
En la construccion interviene una funcion W definida por la igualdad 

W(x) = V x (x)v 2 (x) — v 2 (x)v[(x ). 

Esta se llama el wronskiano de v\ y v 2 ‘, algunas de sus propiedades se expusieron 
en los Ejercicios 21 y 22 de laSeccion 8.14. Necesitaremos la propiedad de que 
W(x) nunca es cero. Esta puede demostrarse mediante los metodos indicados en 
los Ejercicios o puede comprobarse directamente y en particular para las funciones 
v x y t> 2 dadas en (8.32). 

teorema 8.9. Sean v x y v 2 las soluciones de la ecuacion L(y) = 0 dadas en 

(8.32) , siendo L(y) — y" + ay' + by. Sea W el wronskiano de v x y v 2 . Entonces 
la ecuacidn no homogenea L(y) = R tiene una solution particular y x dada por 
la formula 


y x (x) = t x (x)v x (x) + t 2 {x)v 2 {x), 


siendo 

(8.33) h(x) = -J v 2 (x) ^ dx , t 2 (x) = Ja l( x) ^ dx . 

Demostracion. Intentemos hallar funciones t x y t 2 tales que la combinacion 
y 1 = t x v x + t 2 v 2 satisfaga la ecuacion L(y x ) = R. Tenemos 

/ = t x v[ + t/ 2 + (t[v l + t' 2 v 2 ), 

y’i = t x v x + t 2 V 2 + (t x V x t 2 V 2 ) + ( t[v x + < 2 ^ 2 )' . 


Cuando formamos la combinacion lineal L(y x ) = y[ + ay' x + by x , los terminos 
que contienen t x y t 2 desaparecen debido a que L( v x ) = L(v 2 ) = 0. Los termi¬ 
nos restantes nos dan la relacion 


L(y x ) — (t[v x + t 2 vQ + (t x v x + tgVg)' + a(t x v x + t 2 v 2 ) ■ 
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Queremos elegir t 1 y t 2 de modo que L{y 1 ) = R. Esto podemos conseguirlo si ele- 
gimos t, y t 2 de modo que 

'i'«i + t 2 v 2 = 0 y t[v[ + r'u' = R . 

Se trata de un par de ecuaciones algebraicas con las incognitas t[ y f 2 . El determi- 
nante del sistema es el Wronskiano de v t y v 2 ■ Puesto que este nunca es cero, el 
sistema tiene una solucion dada por 

t[ = -v 2 R/W y t’ 2 = Vl RjW. 

Integrando esas relaciones, obtenemos las formulas (8.33), completando as! la 
demostracion. 

El metodo por el que hemos obtenido la solucion y t se llama a veces de £>ma- 
cion de constantes. Fue utilizado primero por Johann Bernoulli en 1697 para resolver 
ecuaciones lineales de primer orden, y luego por Lagrange en 1774 para ecua¬ 
ciones lineales de segundo orden. 

Nota: Puesto que las funciones ^ y f 2 del teorema 8.9 se expresan como integrales 
indefinidas, cada una de ellas esta determinada salvo una constante aditiva. Si surnames 
una constante a q y una constante c 2 a t 2 cambiamos la funcion y x en una nueva 
funcion y 2 = yj + c l v 1 +c 2 v 2 . En virtud de la linealidad. tenemos 

L(y 2 ) = L(}\) 4- L(c 1 u 2 + c 2 u 2 ) = L(}'i) , 

lo cual nos dice que la nueva funcion y 2 tambien es una solucion particular de la ecua- 
cion no homogenea. 

ejemplo 1 . Hallar la solucion general de la ecuacion y" + y = tgx en 
( — rr/2, tt/2). 

Solucion. Las funciones v t y v 2 de las igualdades (8.32) vienen dadas por 

fjCx) = cos x , n 2 (.v) = sen x . 

Su Wronskiano es l-V(x) = r 1 (x)n 2 (x) — v 2 (x)v' 1 (x) — cos 2 x + sen 2 x = 1. Por 
tanto, de (8.33) obtenemos 

q(x) = — I senx tan x dx = senx — log |sec x + tan x| , 

y 

( 2 (x) = J cos x tan x dx = | sen x dx = —cos x . 
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Asf que, una solution particular de la ecuacion no homogenea es 
v, = + t 2 (x)v 2 (x) = sen xcos x — cos x log |sec x + tan x| — sen x cos x — 

= —cos x log |sec x + tan x| . 

Segun el teorema 8.8, su solucion general es 

y = c 1 cos x + c 2 senx — cos x log |sec x + tan x|. 

Aunque el teorema 8.9 proporciona un metodo general para determinar una 
solucion particular de L(y) = R, hay metodos especiales que con frecuencia son 
de aplicacion mas facil cuando la funcion R tiene ciertas formas particulares. En la 
Seccion siguiente exponemos un metodo adecuado si R es un polinomio o el pro- 
ducto de un polinomio por una exponencial. 


8.16 Metodos particulares para la determination de una solucion particular 
de la ecuacion no homogenea y" + ay' + by = R 

CASO 1. El segundo miembro R es un polinomio de grado n. Si b ¥= 0, 
siempre podemos encontrar un polinomio de grado n que satisface la ecuacion. 
Ensayemos un polinomio de la forma 


n 


>’iW = 2 a k x k 

k=0 


con coeficientes indeterminados. Sustituyendo en la ecuacion diferencial L(y) = R 
e igualando los coeficientes de las potencias semejantes de x, podemos determi¬ 
nar a n ,a„- 1 , ..., flj ,a„ en forma sucesiva. A continuacion aplicamos el metodo 
a un ejemplo. 

eiemplo 1. Hallar la solucion general de la ecuacion y" + y = x*. 

Solution, La solucion general de la ecuacion homogenea y" + y = 0 viene 
dada por y — c, cos x + c 2 sen x. A ella tenemos que sumar una solucion particu¬ 
lar de la ecuacion no homogenea. Puesto que el segundo miembro es un polinomio 
cubico y que el coeficiente de y no es nulo, intentamos encontrar una solucion 
particular de la forma y,(x) = Ax 3 + Bx 2 + Cx + D. Derivando dos veces, en- 
contramos que y"(x) = 6Ax + 2 B. La ecuacion diferencial conduce a la relacion 


(6^x + 25) + (Ax 3 + Bx 3 + Cx + D) = x 3 . 
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Identificando coeficientes de las potencias analogas de x, obtenemos A = 1,6 = 0, 
C = — 6, y D — 0, de modo que una solution particular es y t (x) = x 3 — 6x. Asi 
que, la solution general es 

y = Cj cos x + c 2 sen x + x 3 — 6x . 


Puede ser interesante la comparacion de este metodo con el de variation 
de constantes. Las igualdades (8.33) nos dan 


y 


h(x) = - 


x 3 sen x dx — —(3x 3 — 6) sen x + (x 3 — 6x) cos x 


f 2 (x) = j" x 3 cos x dx = (3x 2 — 6) cos x -f (x 3 — 6x)senx 


Cuando formamos la combinacion t x v x + t 2 v 2 , encontramos la solucion particular 
y x (x) = x 3 — 6x, como antes. En este caso, el uso del metodo de variation de 
constantes exige el calculo de las integrales JVsenxdx e JVcosxdx. Con el 
metodo de los coeficientes indeterminados, no se precisa la integration. 

Si el coeficiente b es cero, la ecuacion y" + ay' = R no puede satisfacerse 
con un polinomio de grado n, pero si con uno de grado n + 1 si a =A 0. Si son 
nulos a y b, la ecuacion es y" = R; su solucion general es un polinomio de grado 
n + 2 obtenido con dos integraciones sucesivas. 


CASO 2. El segundo miembro tiene la forma R(x) = p{x)e mx , siendo p un 
polinomio de grado n, y m una constante. 

En este caso el cambio de variable y = u(x)e mx transforma la ecuacion dife- 
rencial y" + ay' + by — R en una nueva ecuacion 

u" + (2m + a)u + (m 2 + am + b)u = p . 

Esta es del tipo discutido en el caso 1, de modo que siempre tiene un polinomio 
solucion Mj. Luego, la ecuacion original tiene una solucion particular de la forma 
yi = u 1 (x)e mx , donde u t es un polinomio. Si m 2 + am + b ¥= 0, el grado de u x es 
el mismo que el grado de p. Si m 2 + am + b = 0 pero 2m + a 0, el grado 
de Ui es una unidad mayor que el de p. Si m 2 + am + b = 0 y 2m + a — 0, el 
grado de u t es de dos unidades mayor que el de p. 

ejemplo 2. Hallar una solucion particular de la ecuacion y" + y = xe %x . 

Solution. El cambio de variable y = ue 3x nos conduce a la nueva ecuacion 
u” + 6 u' + 10k = x. Ensayando «i(x) = Ax + 6, encontramos la solucion par¬ 
ticular u x (x) — (5x — 3)/50, con lo que una solucion particular de la ecuacion 
original es yj = e 3x (5x — 3)/50. 
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El metodo de los coeficientes indeterminados tambien puede usarse si R tiene 
la forma R(x) = p(x)e m * cos ax, o R(x) = p(x)e mx sen ax, siendo p un polinomio 
ymyi constantes. En ambos casos, existe siempre una solucion particular de la 
forma ^(x) = e m *\_q{x) cosax + r(x)senax], en donde q y r son polinomios. 


8.17 Ejercicios 


Hallar la solucion general de cada una de las ecuaciones diferenciales de los Ejercicios 
1 al 17. Si la solucion no es valida en todo el eje vertical, dar un intervalo en el que sea 
valida. 


1. / - y = x. 

2. y" — y' = x 2 . 

3. y" + y' = x 2 + 2x. 

4. y" — 2y’ +3 y = x 3 . 

5. y" - 5/ +4 y = x 2 -2x4-1. 

6. y" 4- y‘ — by = 2x 3 + 5x 2 — 7x + 2. 

7. y" —4y — e ix . 

8. y" + 4y = e~ 2x . 


9. y" + y' — 2y = e x . 

10. y" + y’ — 2y = e 2x . 

11. y" + y' — 2y = 4- e 2x . 

12. y” — 2y' + y = x + 2x e*. 

13. y" +2 y' + y = e~ x /x 2 . 

14. y" + y = cot 2 x. 

15. y" - y = 2/(1 + <?*). 

16. y" 4- y' — 2y = e*/(l + e x ). 

para 1 < x < 2, y f(x) = 0 para todos los de- 


17. y" 4- 6y' + 9y = /(x), donde /(x) = 1 
mas x. 

18. Si k es una constante no nula, demostrar que la ecuacion y" — k 2 y = R(x) tiene una so- 
lucion particular y t dada por 



do 


R(l) senh k(x — t) dt. 


Hallar la solucion general de la ecuacion y" — 9y = e' ix . 

19. Si k es una constante no nula, demostrar que la ecuacion y"+k 2 y = R(x) tiene una so¬ 
lucion particular y dada por 



R(t) sen k{x — 1) dt. 


Hallar la solucion general de la ecuacion y" + 9y = sen 3x. 


En cada uno de los Ejercicios 20 al 25, determinar la solution general. 

20. y" + y = sen x. 23. y" + 4y = 3xsenx. 

21. y" + y = cos x. 24. y" — 3 y' = 2c 21 sen x. 

22. y" + 4y = 3x cos x. 25. y" + y = cos 3x. 


8.18 Ejemplos de problemas fi'sicos que conducen a ecuaciones lineales de se- 
gundo orden con coeficientes constantes 

ejemplo 1. Movimiento armonico simple. Supongamos que una partfcula 
esta obligada a moverse en una recta con su aceleracion dirigida hacia un punto 
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fijo de la recta y proportional a la distancia a ese punto fijo. Si tomamos el origen 
en el punto fijo y es y la distancia en el instante x, entonces la aceleracion y" debe 
ser negativa cuando y es positiva, y positiva cuando y es negativa. Por consiguien- 
te podemos escribir y" — — k 2 y, o 

/ + k*y = 0, 

siendo k 2 una constante positiva. Esta es la ecuacion diferencial del movimiento 
armonico simple. Se emplea a menudo como modelo matematico para el movi¬ 
miento de un punto en un mecanismo vibrante tal como una cuerda tensa o un 
diapason vibrante. La misma ecuacion se presenta en la teoria de circuitos elec- 
tricos en donde se llama ecuacion del oscilador armonico. 

El teorema 8.6 nos dice que todas las soluciones tienen la forma 

(8.34) y = A sen kx + B cos kx , 

en donde A y B son constantes arbitrarias. Podemos expresar las soluciones en 
funcion del seno o del coseno tan solo. Por ejemplo, podemos introducir nuevas 
constantes C y a, en donde 

C = ^ A 2 + B 2 y a = arctan — , 

A 

entonces tenemos (ver figura 8.4) A = C cos a , B — C sen a, y la ecuacion (8.34) 
se convierte en 

y = C cos a sen kx + Csen « cos kx = C sen {kx + a) . 

Cuando la solution se escribe en esta forma, las constantes C y a tienen una 
sencilla interpretation geometrica (ver figura 8.5). Los valores extremos de y, 
que se presentan cuando sen (kx + a) = ± 1, son ± C. Cuando x = 0, el des- 
plazamiento inicial es C sen a. Cuando x crece, la particula oscila entre los valores 
extremos -f C y — C con periodo lir/k. El angulo kx + a se llama el angulo de 
fase y el mismo x es el valor inicial del angulo de fase. 

ejemplo 2. Vibraciones amortiguadas. Si una particula sujeta a un mo¬ 
vimiento armonico simple subitamente es sometida a una fuerza externa propor¬ 
tional a su velocidad, el nuevo movimiento satisface una ecuacion diferencial de 
la forma 


y" + 2 cy' + k 2 y = 0 , 
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Figura 8.5 Movimiento armdnico simple. 


en donde c y k 2 son coflstantes, c ¥= 0, k> 0. Si c > 0, veremos que todas las 
soluciones tienden a cero cuando x —*• + oo. En este caso, se dice que la ecuacion 
diferencial es estable. La fuerza externa origina una amortiguacion del movimien- 
to. Si c < 0, veremos que algunas soluciones tienen valores tan grandes como se 
quiera cuando x -*■ + oo. En este caso, se dice que la ecuacion es inestable. 

Puesto que el discriminante de la ecuacion es d — (2c) 2 — 4A: 2 = 4(c 2 — ft 2 ), 
la naturaleza de las soluciones esta determinada por las magnitudes relativas de 
c 2 y k 2 . Los tres casos d = 0, d > 0, y d < 0 pueden ser analizados como sigue: 

a) Discriminante cero: c 2 = k 2 . En este caso, todas las soluciones tienen la 
forma 


y = e~ cx (A + Bx). 

Si c > 0, todas las soluciones tienden a 0 cuando x -*■ 4- oo. Este caso se cita como 
amortiguamiento critico. Si B ¥* 0, cada solucion cambiara de signo exactamente 
una vez debido al factor lineal A + Bx. En la figura 8.6(a) se representa un 
ejemplo. Si c < 0, cada solucion no trivial tiende a +oc o a — oo cuando 
x —*• 4 - oo. 

b) Discriminante positivo: c 2 > k 2 . Segun el teorema 8.7 todas las solucio¬ 
nes tienen la forma 


y = e~ cx (Ae hx + Be~ hz ) = Ae ih ~ c) * + Be ~ {h+C)x , 


en donde h = \Vd —Vc 2 — k 2 . Puesto que h 2 = c 2 — k 2 , tenemos h 2 — c 2 < 0 
con lo que ( h — c)(h + c) < 0. Por consiguiente, los numeros h c y h + c 
tienen signos opuestos. Si c > 0, entonces h 4- c es positivo con lo que ft — c es 
negativo, y por tanto ambas exponenciales e {h ~ c)x y e~ (h+c)x tienden a cero cuando 
x —*• + oo. En este caso, citado como amortiguamiento exponencial, todas las solu- 
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ciones tienden a 0 para x -> + oo. En la figura 8.6(a) se representa un ejemplo. 
Cada solucion puede cambiar de signo por lo menos una vez. 

Si c < 0, entonces h — c es positive* pero h + c es negativo. Asi que, ambas 
exponenciales e (h c)x y e~ (h+c)x tienden a + oo cuando x -> +oo, con lo que nue- 
vamente existen soluciones con valores absolutos tan grandes como se quiera. 

c) Discriminante negativo: c 2 < k 2 . En este caso, todas las soluciones tienen 
la forma 

y = Ce~ cx sen (hx + a), 

en donde h = \V—d — Vk 2 — c 2 . Si c > 0, toda solucion no trivial oscila, 
pero la amplitud de la oscilacion tiende hacia cero cuando x + oo . Este caso se 
llama amortiguamiento oscilante y se representa en la figura 8.6(b). Si c < 0, todas 
las soluciones no triviales toman valores positivos y negativos tan grandes como 
se quiera cuando x + oo. 



a) Discriminante 0 o positivo b) Discriminante negativo 

Figura 8.6 Vibraciones amortiguadas que se presentan como soluciones de y" + Icy' + 
+ k 2 y — 0, con c > 0, y discriminante 4(c 2 — k 2 ). 


ejemplo 3. Circuitos electricos. Si intercalamos una capacidad (por ejem¬ 
plo, un condensador) en el circuito electrico del ejemplo 5 de la Seccion 8.6, la 
ecuacion diferencial que sirve de modelo para este circuito viene dada por 

u\t) + Ri(t) + ^ f i(t) dt = no, 

C. J 
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siendo C una constante positiva llamada capacidad. La derivation de esta ecua- 
cion da una ecuacion lineal de segundo orden de la forma 

LI"(t) + RI'(t ) + ^ /(f) = V'(t ). 

Si el voltaje aplicado V(f) es constante, el segundo miembro es cero y la ecuacion 
toma la forma 


i"(t) + 7 /'(0 + ~ i(t) = o. 

Este es el mismo tipo de ecuacion analizado en el ejemplo 2,salvo que 2c esta 
reemplazado por R/L, y k 2 por 1 /(LC). En este caso, el coeficiente c es positivo 
y la ecuacion es siempre estable. Dicho de otro modo, la intensidad /(f) siempre 
tiende a 0 cuando r->+oo. La terminologia del ejemplo 2 tambien se utiliza 
aqui. Se dice que la corriente es amortiguada criticamente cuando el discrimi- 
nante es cero (C7? 2 = 4L), exponencialmente cuando el discriminante es positivo 
(C7? 2 > 4L), y oscilante cuando el discriminante es negativo (CR 2 < 4L). 

ejemplo 4. Movimiento de un cohete con masa variable. Un cohete es 
impulsado mediante la ignition del carburante en una camara de combustion, al 
permitir la expulsion hacia atras de los productos de la combustion. Supongamos 
que el cohete parte del reposo y se mueve verticalmente hacia arriba a lo largo 
de una recta. Designemos la altura del cohete en el instante t por r(f), la masa 
del cohete (incluido el carburante) por m(f), y la velocidad de la materia expulsa- 
da, con relation al cohete, por c(f). En ausencia de fuerzas externas, la ecuacion 

(8.35) m{t)r'\t) = m\t)c{t) 

se utiliza como modelo matematico para discutir el movimiento. El primer miem¬ 
bro, m(f)r"(f), es el producto de la masa del cohete por su aceleracion. El segundo 
miembro, m'(t)c(t), es la fuerza de aceleracion en el cohete motivada por el em- 
puje desarrollado por el mecanismo de impulsion. En los ejemplos que aquf se 
consideran, m(t) y c(f) son conocidos o pueden expresarse en funcion de r(f) o su 
derivada R(t) (la velocidad del cohete). La ecuacion (8.35) se convierte en una 
ecuacion diferencial de segundo orden respecto a la funcion position r. 

Si estan tambien presentes fuerzas externas, tales como la gravedad, entonces 
en lugar de (8.35), usamos la ecuacion 

(8.36) m{t)r"{t) = m\t)c{t ) + F(t ) , 

en donde F(f) representa la suma de todas las fuerzas externas que actuan sobre 
el cohete en el instante t. 
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Antes de considerar ejemplos particulares, haremos un razonamiento que 
puede servir para justificar la ecuacion (8.35). A tal fin consideramos primero 
un cohete que quema su carburante con intermitencias, en forma parecida a las 
balas de un arma de fuego. En particular, consideramos un intervalo de tiempo 
[t, t + ft], en donde h es un numero positivo pequeno; supongamos que una 
cierta cantidad de materia de propulsion es expelida en el tiempo t, y que no es 
expulsada cantidad alguna en el intervalo semiabierto (/, t + h]. Con estos su- 
puestos, obtenemos una formula cuyo h'mite, cuando h~* 0, es la ecuacion (8.35). 

Inmediatamente antes de la expulsion de materia en el instante t, el cohete 
tiene una masa m(t) y una velocidad v(t). A1 final del intervalo [f, t + h], el 
cohete tiene masa m(t + h) y velocidad v(t + h). La masa de la materia expul¬ 
sada es m(t ) — m(t + h), y su velocidad durante el intervalo es v(t) + c(t), puesto 
que c(t) es la velocidad de expulsion con relacion al cohete. Justamente antes de 
la expulsion de materia propulsora en el instante t, el cohete es un sistema con 
momento m(t)v(t). En el instante t + h, este sistema consta de dos partes, un 
cohete con momento m(t + h)v(t + h) y la materia expulsada con momento 
[ m(t) — m(t + /i)][i;(t) + c(0]. La ley de conservacion de momentos establece 
que el momento del nuevo sistema debe ser igual al del antiguo. Por consiguiente, 
tenemos 


m{t)v{t) — m(t + h)v(t + h) + [m{t) — m{t + h)][v(t) + c(t)], 


de la que obtenemos 

m(t + h)[v(t + h) — v(t)] = [m(t + h) — m(t)]c(t). 


Dividiendo por h y haciendo que h 0, encontramos que 

m(t)v\t ) = m’(t)c(t ) , 

que es equivalente a la ecuacion (8.35). 

Consideremos un caso particular en el que el cohete parte del reposo con 
un peso inicial de w kilos (incluyendo b kilos de carburante) y que se mueve 
verticalmente hacia arriba siguiendo una recta. Supongamos que el carburante 
se consume en forma constante a razon de k kilos por segundo y que los productos 
de la combustion son descargados directamente hacia atras con una velocidad 
constante de c metros por segundo con relacion al cohete. Supongamos que la 
unica fuerza externa que actua sobre el cohete es la atraccion terrestre. Quere- 
mos saber a que altura llegara el cohete antes de que todo su carburante se 
consuma. 
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Puesto que todo el combustible se consume cuando kt = b, restringimos t 
al intervalo 0 < t < bjk. La unica fuerza externa que actua sobre el cohete es 
— m(t)g, la velocidad c(t) — —c, con lo que la ecuacion (8.36) se transforma en 

m(t)r"(t ) = —m'{t)c — m{t)g . 

El peso del cohete en el instante t es w — kt, y su masa m(t) es (w — kt)/g; 
luego tenemos m\t) = — k/g y la ecuacion anterior toma la forma 


,// \ rn'(t) kc 

r (0 =-— c - g = -— 

m(t) w — kt 


~ g ■ 


Integrando, y utilizando la condicion inicial /(O) = 0, encontramos 

. , w — kt 

r ( t ) - -c log-- — gt. 

w 

Integrando nuevamente y empleando la condicion inicial r(0) = 0, obtenemos la 
relacion 


. . c(w — kt), w — kt 1 2 , 

r(t) = --- log -- - ~ gt 2 + ct. 

k w 2 

Todo el combustible se ha consumido cuando t = b/k. En este instante la altura es 


(8.37) 


V - 


c(w — b ). w — b 1 gfr cb 


log 


w 


-2-[- 

2 k* k 


Esta formula es valida si b < w. Para ciertos cohetes, el peso del cohete vacio 
de carburante es pequeno respecto al peso de dicho carburante, y es interesante 
considerar el caso limite b = w. No podemos poner b = w en (8.37) por la pre- 
sencia del termino log (iv — b)/w. No obstante, si hacemos que b -> w, el primer 
termino de (8.37) es una forma indeterminada con limite 0. Por consiguiente, 
cuando b -* w, el valor limite del segundo miembro de (8.37) es 


lim r 

b-*w 



1 gw 2 

2 k 2 


CW 1 _ 2 , „ 

~k = ~2 %T +CT ' 


en donde T = w/k es el tiempo necesario para que todo el peso w se consuma. 


8.19 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 5, se supone que una partlcula se mueve con movimiento 
armonico simple, de acuerdo con la ecuacion y = C sen(kx + cc). La velocidad de la partfcu- 
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la se define corao la derivada y'. La frecuencia del movimiento es el retiproco del perfodo. 
(Perlodo = 2ir/k\ frecuencia = kj2ir.) La frecuencia representa el numero de ciclos efectua- 
dos en la unidad de tiempo, con tal que k > 0. 

1. Hallar la amplitud C si la frecuencia es 1/cr y los valores iniciales de y e y 1 (cuando 
x — 0) son 2 y 4, respectivamente. 

2. Hallar la velocidad cuando y es cero, sabiendo que la amplitud es 7 y la frecuencia 10. 

3. Demostrar que la ecuacion del movimiento puede tambien escribirse del modo siguiente: 

y = A cos (/nx + /?) . 

Hallar ecuaciones que relacionen las constantes A, m, ft, y C, k, x. 

4. Hallar la ecuacion del movimiento sabiendo que y = 3 e / = 0 y que el perfodo es 

5. Hallar la amplitud del movimiento si el perfodo es 2cr y la velocidad es ± v n cuando 

y = y„- 

6. Una partfcula esta sometida a un movimiento armonico simple. Inicialmente su des- 
plazamiento es 1, su velocidad 2 y su aceleracion — 12. Calcular su desplazamiento y su 
aceleracion cuando la velocidad es \/8. 

7. Para un cierto numero positivo k, la ecuacion diferencial del movimiento armonico 
simple y" + k 2 y = 0 tiene soluciones de la forma y = f(x) con /(0) = /(3) = 0 y 
j(x) < 0 para todo x en el intervalo abierto 0 < x < 3. Calcular k y hallar todas las 
soluciones. 

8. La intensidad I(t) de la corriente que circula en el instante t en un circuito electrico 
obedecea la ecuacion diferencial l"(t) + /(f) = G(t), en donde G(t) es una funcion esca- 
lonada dada por G(t ) =1 si 0 < f < 2it, G(t) = 0 para todos los demas valores de f. 
Determinar la solucidn que satisface las condiciones iniciales 1(0) = 0, /'(0) = 1. 

9. La intensidad I(t) de la corriente que circula en el instante f en un circuito electrico 
obedece a la ecuacion diferencial 

/"(/) + Rl(t) + Kl) = sen u>t, 

siendo R y to constantes positivas. La solucion puede expresarse en la forma /(f) = 
= F(t) + A sen (cut + x), donde F(t) —» 0 cuando / —» + oo, y A y a son constantes que 
dependen de R y w, con A > 0. Si existe un valor de to que haga A tan grande como 
sea posible, entonces co/(2nr) se llama frecuencia de resonancia del circuito. 

a) Hallar todas las frecuencias de resonancia cuando R = 1. 

b) Hallar aquellos valores de R para los cuales el circuito tendra una frecuencia de re¬ 
sonancia. 

10. Una nave espacial regresa a la Tierra. Supongamos que la unica fuerza externa que actua 
sobre ella es la gravedad, y que cae siguiendo una recta dirigida hacia el centro de la 
Tierra. El efecto de la gravedad es parcialmente contrarrestado encendiendo un cohete 
que actua como freno. El combustible de este cohete es consumido en forma constante 
a razon de k kilos por segundo y el material expulsado tiene una velocidad constante de 
c metros por segundo con relacion al cohete. Encontrar una formula para la distancia 
recorrida por la nave espacial en su cafda en el instante t si parte del reposo en f = 0 con 
un peso inicial de k kilos. 

11. Un cohete de w kilos de peso inicial parte del reposo en el espacio libre (sin fuerzas 

externas) y se mueve a lo largo de una trayectoria rectilfnea. El carburante se consume 

a la razon constante de k kilos por segundo y los productos de la combustion son des- 
cargados hacia atras a la velocidad constante de c metros por segundo con relacion al 
cohete. Hallar la distancia recorrida en el instante f. 

12. Resolver el Ejercicio 11 si la velocidad inicial del cohete es v 0 y los productos de la 

combustion son quemados con velocidad tal que la materia expulsada quede en reposo 
en el espacio. 
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8.20 Observaciones relativas a las ecuaciones diferenciales no lineales 

Puesto que las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coefi- 
cientes constantes se presentan en tan amplia variedad de problemas cienti'ficos, 
es realmente ventajoso que dispongamos de metodos sistematicos para resolverlas. 
Muchas ecuaciones no lineales surgen espontaneamente en problemas ffsicos y 
geometricos, pero no existe una teoria completa comparable a la de las ecuaciones 
lineales. En la introduction de este capt'tulo mencionamos una «bolsa de trucos» 
que ha sido desarrollada para tratar muchos casos particulares de ecuaciones no 
lineales. Terminamos este capitulo con la discusion de algunos de esos«trucos» y 
algunos de los problemas que resolvemos con su ayuda. Solo consideraremos ecua¬ 
ciones de primer orden en las que puede despejarse la derivada y' y se pueden 
expresar en la forma 

(8.38) / -f(x,y). 

Recordemos que una solucion de (8.38) en un intervalo I es cualquier fun- 
cion, y = Y(x), derivable en / y que satisface la relacion Y'(x) = /[*, Y(x)] para 
todo x de I. En el caso lineal, demostramos un teorema de existencia y unicidad 
que nos dice que existe una y solo una solucion que satisface una condicion inicial 
asignada. Ademas, disponemos de una formula para determinar esa solucion. 

Esto no sucede en el caso general. Una ecuacion no lineal puede no tener so¬ 
lucion que satisfaga una condicion inicial dada, o puede tener mas de una. Por 
ejemplo, la ecuacion (y') 2 — x/ + y + l= 0 no tiene solucion con y = 0 
cuando x = 0, ya que esto exigirfa que (/) 2 = — 1 cuando x — 0. Por otra parte, 
la ecuacion y' = 3y 2/s tiene dos soluciones distintas, Yd*) = 0 e Y 2 (x) =x 3 , que 
satisfacen la condicion inicial y = 0 cuando x = 0. 

Asf pues, el estudio de las ecuaciones no lineales ofrece mas dificultades a causa 
de la no existencia o no unicidad de las soluciones. Tambien, incluso cuando 
existen soluciones, puede que no sea posible determinarlas explicitamente en fun- 
cion de funciones sencillas. A veces podemos eliminar la derivada y' de la ecuacion 
diferencial y llegar a una relacion de la forma 

F(x,y) = 0 

que se satisface para algunas, o quizas todas, las soluciones. Si esta ecuacion 
puede resolverse respecto a y en funcion de x, llegamos a una formula explicita 
para la solucion. Con mayor frecuencia, no obstante, la ecuacion es demasiado 
complicada para despejar en ella y. Por ejemplo, en una Section posterior estu- 
diaremos la ecuacion diferencial 


/ = 


y - x 
y + x’ 
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y encontraremos que toda solucion satisface necesariamente la relation 

(8.39) - log (x 2 + y 2 ) 4- arctan - + C = 0 

2 x 

para una cierta constante C. Seri'a inutil intentar despejar en esta ecuacion la y 
en funcion de x. En un caso parecido a este, decimos que la relation (8.39) es 
una formula implicita para las soluciones. Comunmente se dice que la ecuacion 
diferencial ha sido «resuelta» o «integrada» cuando se llega a una formula im- 
plicita del tipo F(x, y) = 0 en la que no aparecen derivadas de la funcion incog¬ 
nita. A veces esa formula revela information util acerca de las soluciones. Por otra 
parte, el lector comprobara que tal relation implicita puede ser menos util que 
la misma ecuacion diferencial para estudiar propiedades de las soluciones. 

En la siguiente Seccion mostramos como puede obtenerse, con frecuencia, in¬ 
formation cualitativa acerca de las soluciones directamente a partir de la ecuacion 
diferencial sin un conocimiento de formulas explicitas o implicitas de las solu¬ 
ciones. 


8.21 Curvas integrates y campos direccionales 

Consideremos una ecuacion diferencial de primer orden, tal como y' = fix, y), 
y supongamos que alguna de las soluciones satisfacen una relation implicita de 
la forma 

(8.40) F{x, y, C) = 0, 

siendo C una constante. Si introducimos un sistema de coordenadas rectangular 
y senalamos todos los puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen (8.40) para un 
cierto valor de C, obtenemos una curva llamada curva integral de la ecuacion 
diferencial. Ordinariamente valores distintos de C dan curvas integrales distin- 
tas, pero todas ellas tienen una propiedad geometrica cornun. La ecuacion dife¬ 
rencial y' = fix, y) liga la pendiente y' en cada punto (x, y) de la curva a las 
coordenadas x e y. A1 tomar C todos los valores, la coleccion de curvas integrales 
obtenida se llama familia de curvas que depende de un solo parametro. 

Por ejemplo, cuando la ecuacion diferencial es y' = 3, la integration nos da 
y = 3x 4- C, y las curvas integrales forman una familia de rectas, todas con pen¬ 
diente igual a 3. La constante C representa el segmento que cada una de esas 
rectas intercepta sobre el eje y. 

Si la ecuacion diferencial es y' = x, la integration produce y = |-x 2 + C, y 
las curvas integrales forman una familia de parabolas como se ve en la figura 8.7. 
Otra vez, la constante C nos indica la intersection de cada curva con el eje y. 
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Figura 8.7 Curvas integrates de la ecuacion 
diferencial y' = x. 


Figura 8.8 Curvas integrates de la ecuacion 
diferencial y' = y. 


La figura 8.8 representa la familia de curvas exponenciales, y = Ce x , que son 
curvas integrales de la ecuacion diferencial y' = y. Una vez mas, C representa el 
segmento interceptado sobre el eje y. En este caso, C es tambien igual a la pen- 
diente de la curva en el punto en que corta al eje y. 

En la figura 8.9 se ha representado una familia de rectas no paralelas. Son 
las curvas integrales de la ecuacion 


(8.41) 

y la ecuacion 

(8.42) 




y = Cx - JC 2 . 


da una familia de soluciones que depende de un solo parametro. 

Esta es una familia que posee una envolvente, esto es, una curva que tiene la 
propiedad de que en cada uno de sus puntos es tangente a una curva de la fa- 
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y 



y 



Figura 8.9 


Curvas integrates de la ecuacion 
dy 1 / dy \ 2 
diferencial y = x - - 


Figura 8.10 Solucion de la ecuacion 
(8.41) que no pertenece a la familia de 
la ecuacion (8.42) 


milia. (*) Aqui la envolvente es y = x 2 y su grafica es la curva de trazos de la 
figura 8.9. La envolvente de una familia de curvas integrales es a su vez una 
curva integral debido a que la pendiente y las coordenadas en un punto de la 
envolvente coinciden con las de una de las curvas integrales de la familia. En este 
ejemplo, es facil comprobar directamente que y = x 2 es una solucion de (8.41). 
Observese que esta solucion particular no pertenece a la familia (8.42). Pueden 
obtenerse otras soluciones que no pertenecen a la familia uniendo porciones de 
curvas de la familia con porciones de la envolvente. En la figura 8.10 se muestra 
un ejemplo. La recta tangente en A resulta de tomar C = — 2 en (8.42) y la 
tangente en B de C = |. La solucion resultante, y = f(x), viene dada asi: 


/M = 


—2x - 1 

si 

X < — 1 , 

x 2 

si 

- 1 < X < 

tV 

si 

IV 


Esta funcion admite derivada y satisface la ecuacion diferencial (8.41) para todo 
valor real de x. Resulta evidente que por el mismo procedimiento podrfan cons- 
truirse infinidad de ejemplos parecidos. Este ejemplo hace ver que puede no ser 
facil dar todas las soluciones posibles de una ecuacion diferencial. 

Es posible a veces encontrar una ecuacion diferencial de primer orden que 
se satisfaga por todas las curvas de una familia de un solo parametro. Veamos dos 
ejemplos. 

(*) Y reci'procamente, cada curva de la familia es tangente a la envolvente. 
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ejemplo 1. Hallar una ecuacion diferencial de primer orden a la que sa- 
tisfacen todas las circunferencias con centra en el origen. 

Solution. Una circunferencia con centra en el origen y radio C tiene por 
ecuacion x 2 + y 2 = C 2 . Cuando C va tomando todos los valores positivos, obte- 
nemos todas las circunferencias con centra en el origen. Para encontrar una ecua- 
cion diferencial de primer orden que tenga esas circunferencias como curvas inte¬ 
grates, basta derivar la ecuacion cartesiana obteniendo 2x + 2yy' = 0. Asf pues, 
cada circunferencia satisface la ecuacion diferencial y' — — x/y. 

ejemplo 2. Hallar una ecuacion diferencial de primer orden para la familia 
de todas las circunferencias que pasan por el origen y que tienen sus centros sobre 
el eje x. 

Solution. Si el centra de una circunferencia esta en (C, 0) y pasa por el 
origen, el teorema de Pitagoras nos dice que cada punto (x, y) de la circunferencia 
satisface la ecuacion cartesiana (x — C) 2 + y 2 = C 2 , que puede escribirse como 
sigue 

(8.43) x 2 + / - 2 Cx = 0 

Para encontrar la ecuacion diferencial que tenga esas circunferencias como curvas 
integrates, derivamos (8.43) obteniendo 2x + 2yy' — 2C = 0, o 

(8.44) x+yy' = C. 

Puesto que esta ecuacion contiene C, se satisface unicamente para la circunferen¬ 
cia (8.43) correspondiente al mismo C. Para obtener una ecuacion diferencial que 
se satisfaga para todas las curvas (8.43), debemos eliminar C. Podriamos derivar 
(8.44) y obtendriamos 1 + yy" -J- (y 7 ) 2 = 0. Esta es una ecuacion diferencial de 
segundo orden que se satisface para todas las curvas (8.43). Podemos obtener una 
ecuacion de primer orden eliminando C algebraicamente entre (8.43) y (8.44). 
Sustituyendo x -f yy' por C en (8.43), obtenemos x 2 + y 2 — 2x(x + y/), ecua- 
cion de primer orden que podemos poner en la forma y' = (y 2 — x 2 )/(2xy). 


La figura 8.11 representa lo que se llama un campo directional de una ecua- 
cion diferencial. Es simplemente un conjunto de pequenos segmentos rectilineos 
tangentes a varias curvas integrales. El ejemplo particular representado en la figu¬ 
ra 8.11 es un campo direccional de la ecuacion / = y. 

Puede construirse un campo direccional sin resolver la ecuacion diferencial. 
Se elige un punto, por ejemplo (a, b), y se calcula el numero }(a, b) obtenido por 
sustitucion en el segundo miembro de la ecuacion diferencial y' = /(x, y). Si exis- 
te una curva integral que pase por ese punto, su pendiente en el debe ser igual 
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a f(a, b). Por consiguiente, si dibujamos un trazo rectilineo por el citado punto 
(a, b ) y que tenga esa pendiente, dicho pequeno segmento de recta formara parte 
de un campo direccional de la ecuacion diferencial. Dibujando varios de esos 
trazos, podemos conseguir una idea clara del comportamiento general de las 
curvas integrales. A veces tal informacion cualitativa puede ser la que se precise. 
Adviertase que puntos distintos (0, b ) en el eje y originan curvas integrales dis- 
tintas. Esto nos da una razon geometrica de la aparicion de una constante arbitraria 
al integrar una ecuacion de primer orden. 


8.22 Ejercicios 


En los Ejercicios del 1 al 12, encontrar una ecuacion diferencial de primer orden que 
tenga como curvas integrales la familia de curvas dada. 

1. 2x + 3 y = C. 6. x 2 +/ + 2Cy = 1. 

2. y = Ce~ 2x . 7. y = C(x - l)e*. 

3. x 2 - / = C. 8. y\x + 2) = C(x - 2). 

4. xy = C. 9. y = C cos x. 

5. y 2 = Cx. 10. arctan y + arcsen x = C. 

11. Todas las circunferencias que pasan por los puntos (1,0) y (— 1,0). 

12. Todas las circunferencias que pasan por los puntos (1, 1) y (— 1, — 1). 

En la construccion del campo direccional de una ecuacion diferencial, a veces el trabajo 
puede abreviarse considerablemente si situamos primero aquellos puntos en los que la pen- 
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diente y' tenga un valor constante C. Para cada C, esos puntos estan en una curva llamada 

isoclina. 

13. Dibujar las isoclinas, correspondientes a las pendientes constantes 1, f y 2 para la 
ecuacidn diferencial y' = x 2 + y 2 . Con la ayuda de las isoclinas, construir un campo di- 
reccional para la ecuacidn e intentar la determinaci6n de la forma de la curva integral 
que pasa por el origen. 

14. Demostrar que las isoclinas de la ecuacidn diferencial y' = x + y forman una familia 

de rectas dependiente de un parametro. Trazar las isoclinas correspondientes a las pen¬ 
dientes constantes 0, ± 1, ±f, ± 2. Con la ayuda de las isoclinas, construir un 

campo direcccional y esbozar la curva integral que pasa por el origen. Una de las curvas 
integrales es tambien una isoclina; hallarla. 

15. Trazar varias isoclinas y construir un campo direccional para la ecuaci6n. 



Si se dibuja con cuidado el campo direccional, se puede determinar una familia de so- 
luciones dependiente de un parametro a partir del aspecto del campo direccional. 


8.23 Ecuaciones separables de primer orden 

Una ecuacion diferencial de primer orden de la forma y' — f(x, y) en la que 
el segundo miembro f(x, y) se escinde en el producto de dos factores, uno depen¬ 
diente de x tan solo y el otro unicamente de y, se denomina ecuacidn separable. 
Ejemplos pueden ser y' = x 3 , / = y, / = sen y log x, / = x/lg y, etc. Asi una 
ecuacion separable puede expresarse en la forma 

/ = Q( x )R(y), 

donde Q y R son funciones dadas. Cuando R(y) A 1 0, podemos dividir por R(y) y 
poner la ecuacion en la forma 


Ay)y' = Q(x), 

siendo A(y) = \/R(y). El teorema que sigue nos indica como encontrar una 
formula implfcita que se satisfaga para cualquier solucion de una tal ecuacion. 

teorema 8.10. Sea y = Y(x) una solucidn cualquiera de la ecuacidn dife¬ 
rencial separable 

(8.45) A(y)y' = Q(x) 

tal que Y’ sea continua en un intervalo abierto I. Supongamos que Q y la funcion 
compuesta A • Y son ambas continuas en I. Sea G cualquier primitiva de A, esto 



Ecuaciones separables de primer orden 423 

es, cualquier funcion tal que G' = A. Entonces la solucion Y satisface la formula 
impllcita. 

(8-46) G(y) = J Q(x) dx + C 

para un cierto valor de C. Reclprocamente, si y satisface (8.46) entonces y es una 
solucion de (8.45). 

Demostracidn. Puesto que Y es una solucion de (8.45), debe ser 
(8-47) A[Y(x)]Y’(x) = Q(x) 

para cada x de I. Ya que G' = A, esa ecuacion se convierte en 

G'[Y(x)]n*)= Q(x). 

Pero, segun la regia de la cadena, el primer miembro es la derivada de la funcion 
compuesta G ° Y. Por consiguiente GY es una primitiva de Q, lo cual signifies 
que 

(8.48) G[Y(x)] = J Q(x) dx + C 

para un cierto valor de C. Esta es la relacion (8.46). Recfprocamente, si y = Y(x) 
satisface (8.46), la derivacion nos da (8.47), lo que demuestra que Y es una so¬ 
lucion de la ecuacion diferencial (8.45). 

Nota: La formula impli'cita (8.46) tambien puede expresarse en funcion de A. 
A partir de (8.47) tenemos 

\A[Y(x)] Y'(x) dx = | Q(x) dx + C . 

Si hacemos la sustitucion, y = Y(x), dy = Y’(x) dx en la integral de la izquierda, la 
ecuacion se transforma en 

(8-49) | A(y) dy = j Q(x) dx+C. 

Puesto que la integral indefmida §A(y) dy represents una primitiva cualquiera de A, 
la ecuacion (8.49) es otra manera de escribir (8.46). 

En la practica, la formula (8.49) se obtiene directamente de (8.45) por un proceso 
mecanico. En la ecuacion diferencial (8.45) ponemos la derivada y' en la forma dy/dx 
y la consideramos como un cociente obteniendo la relacion A(y) dy = Q(x) dx. Ponemos 
luego los signos de integracion en ambos miembros de esa ecuacion y sumamos la cons- 
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tante C obteniendo (8.49). El teorema 8.10 proporciona la justification de este proceso 
mecanico, el cual es otro ejemplo de la eficacia de la notation de Leibniz. 


ejemplo. La ecuacion no lineal x/ + y = y 2 es separable ya que puede 
escribirse en la forma 


(8.50) 


/ = 
y(y - i) ^ ’ 


con tal que |y(y — l)#0yjj#0. En este caso las dos funciones y — 0 e y = 1 
son evidentemente soluciones de xy' 4- y = y 2 . Las restantes soluciones, si exis- 
ten, satisfacen (8.50) y, por tanto, segun el teorema 8.10 tambien satisfacen 

r_iz_ = r^ + x 

J y{y - i) ' x 

para un cierto valor de la constante K. Puesto que el integrando del primer 
miembro es l/(y — 1) — 1/y, cuando integramos, encontramos que 

log |y - 11 - log |/| = log |x| + K . 


Esto nos da |(y — l)/y| = \x\e K o (y — l)/y = Cx para un cierto valor de C. 
Despejando y, obtenemos la formula explicita 


(8.51) 


y = 


l 

1 - Cx' 


El teorema 8.10 nos dice que para un valor cualquiera de C que elijamos, esa y 
es una solucion; por consiguiente en este ejemplo hemos determinado todas las 
soluciones: las funciones constantes y = 0 e y = 1 y todas las funciones defini- 
das por (8.51). Observese que para C = 0 se obtiene la solucion constante y = 1. 


8.24 Ejercictos 

En los Ejercicios del 1 al 12, suponer que existen soluciones y encontrar una formula 


implicita a la que satisfagan las soluciones. 

1. / = x 3 // 2 . 

2. tan x cos / = —/' tan /. 

3. (x + 1)/ + y 2 = 0. 

4- /' =(/ - D(y - 2). 

5. yv 1 — x 2 y' = x. 

6. (x -!)/'= xy. 


7. (1 - x 2 ) 1/2 y' + 1 + y 2 = 0. 

8. xy( 1 + x 2 )y' - (1 + y 2 ) = 0. 

9. (x 2 - 4)y' = y. 

10. xyy' = 1 + x 2 + y 2 + x 2 y 2 . 

11 . yy' = e x+2y senx. 

12. x dx + y dy = xy(x dy — y dx). 
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En los Ejercicios 13 al 16 encontrar funciones /, continuas en todo el eje real, que 

satisfagan las condiciones dadas. Cuando sea facil hallarlas todas, hacerlo; en todo caso, 

hallar el mayor numero posible. 

13. f ( x ) = 2 + Jf/(0 dt. 

14. f(x)f'(x) — 5x, /( 0) = 1. 

15. f'{x) + 2xe fM = 0, /(0) = 0. 

16. f 2 ( x ) + [/(x)] 2 = 1. Nota: f(x) = — 1 es una solution. 

17. Una funcion / no negativa, continua en todo el eje real, tiene la propiedad de 
que su conjunto de ordenadas correspondiente a un intervalo arbitrario tiene area pro- 
porcional a la longitud del intervalo. Hallar /. 

18. Resolver el Ejercicio 17 si el area es proporcional a la diferencia de los valores de la 
funcion en los extremos del intervalo. 

19. Resolver el Ejercicio 18 sustituyendo «diferencia» por «suma». 

20. Resolver el Ejercicio 18 sustituyendo «diferencia» por «producto». 


8.25 Ecuaciones homogeneas de primer orden 


Consideretnos ahora un tipo especial de ecuacion de primer orden 


(8.52) 




en la que el segundo miembro tiene una propiedad conocida por homogeneidad, 
la cual consiste en 


(8.53) 


fit- v, O’) = /(*• >’) 


para todo x, y, y todo t ¥= 0. Es decir, sustituyendo x por tx e y por ty no cambia 
el valor de fix, y). Las ecuaciones de la forma (8.52) que tienen esta propiedad se 
denominan homogeneas (algunas veces tambien se llaman homogeneas de grado 
cero). Por ejemplo: 


y = 


y — x 
y + x ’ 



/ = 


x 

-sen 

y 



y’ = log x — logy . 


Aplicando (8.53) con t = \/x, la ecuacion diferencial en (8.52) se transforma en: 


(8.54) 



La presencia del cociente y/x en el segundo miembro, sugiere la idea de intro¬ 
duce una nueva funcion incognita v con v — y/x. Entonces y = vx, /’ = 

= v'x + v, y esta sustitucion transforma (8.54) en: 

v'x + V =/(l, v) o x—=f(l,v) — v. 

dx 
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La ultima ecuacion es separable de primer orden con la incognita v. Podemos 
utilizar el teorema 8.10 y obtener una formula implicita para v y reemplazar 
entonces v por y/x con lo que se obtiene una formula implicita para y. 

ejemplo. Resolver la ecuacion diferencial y' — (y — x)/(y + x). 

Solution. La ecuacion se escribe en la forma 

, y/x — 1 

y = — -. 

y/x + 1 

La sustitucion v = y/x la transforma en 

dv v — 1 ^ _ 1 4~ v 2 

dx v + 1 v + 1 

Aplicando el teorema 8.10 se obtiene 

J 1 + c 2 Jl + u 2 J x 

La integration da 

i log (1 + v 2 ) 4- arctan v = —log \x\ + C . 

Reemplazando v por y/x, tenemos 

\ log (x 2 + y 2 ) — i log x 2 + arctan - = —log |x| + C , 

x 


y puesto que log x 2 = 2 log |x|, resulta 

| log (x 2 + y 2 ) -(- arctan - — C. 

x 

Las soluciones de una ecuacion homogenea y’ = f(x, y) tienen algunas pro- 
piedades geometricas interesantes. Ante todo, facilmente se demuestra que las 
rectas que pasan por el origen son isoclinas de la ecuacion. Recordemos que una 
isoclina de y' = f(x, y) es una curva a lo largo de la cual la pendiente y' es cons- 
tante. Esta propiedad se observa en la figura 8.12 que muestra un campo direc- 
cional de la ecuacion diferencial y' = — 2y/x. 



Ecuaciones homogeneas de primer orden 


All 


La isoclina correspondiente a la pendiente c tiene de ecuacion — 2y /x=c, 
oy = — \cx,y por tanto es una recta que pasa por el origeny de pendiente — J c. 
Para demostrar la propiedad en general considerese la recta de pendiente m que 
pasa por el origen, cuya ecuacion es y = mx para todo ( x , y) y en particular, el punto 
(1 ,m) pertenece a la recta. Supongase ahora,por razon de simplicidad,que por 
cada punto de la recta y = mx pasa una curva integral. La pendiente de la 
curva integral que pasa por el punto (a, b) de esta recta es f(a, b ) — f(a, ma). 
Sia^Ose puede utilizar la propiedad de homogeneidad(8.53)escribiendo!/(a,ma)= 



Figura 8.12 Campo direccional de la ecuacion diferencial y' = — 2y/x. Las isoclinas 
son rectas que pasan por el origen. 


= }(\, m). Es decir, si (a, b ) ^ (0, 0) la curva integral que pasa por (a, b ) tiene la 
misma pendiente que la curva integral que pasa por (1, m). Por tanto, la recta 
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y = mx es una isoclina, como se habi'a dicho. (Se podria probar tambien que 
estas son las tinicas isoclinas de una ecuacion homogenea.) 

Esta propiedad de las isoclinas sugiere una propiedad de las curvas inte- 
grales conocida por invariancia respecto a las transformaciones por semejanza. 
Recuerdese que una semejanza transforma un conjunto S en un nuevo conjunto 
kS obtenido multiplicando las coordenadas de cada punto de S por un factor 
constante k > 0. Cada recta que pasa por el origen se transforma en si misma 
por una semejanza. Por tanto, las isoclinas de las ecuaciones diferenciales homo- 
geneas quedan invariantes por transformaciones de semejanza, y en consecuencia 
lo mismo debe ocurrir al campo direccional. Esto sugiere que las transformaciones 
por semejanza transforman curvas integrales en curvas integrales. Para demostrarlo 
analiticamente supongase que S es una curva integral definida por una formula 
explicita: 

(8.55) y = Fix) . 

Decir que S es una curva integral de y' = fix, y) significa que: 

(8.56) F'lx) = fix, Fix)) 

para cada x en consideracion. Sea ahora lx, y) un punto cualquiera de kS. Puesto 
que el punto lx/k,y/k) pertenece a S, sus coordenadas satisfacen (8.55), de 
donde y/k = Flx/k) o y = kFlx/k). Es decir, la curva kS esta definida por la 
ecuacion y = G(x), donde G(x) = kFlx/k). Observese que la derivada de G esta 
dada por: 


Para probar que kS es una curva integral de / = fix, y) basta probar que 
G'(x) = fix, G(x)) o lo que es lo mismo, que 

(8.57) r (i)=/(*-' tf ©)' 

Pero, si se sustituye x por x/k en la ecuacion (8.56) y se aplica la propiedad de 
homogeneidad con t = k se obtiene: 



lo cual demuestra (8.57); es decir, kS es una curva integral siempre que lo sea S. 
Un ejemplo sencillo en el que esta propiedad geometrica es evidente es la ecua- 
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cion homogenea y' — — x/y, cuyas curvas integrales forman una familia de cir- 
cunferepcias concentricas con un parametro, dada por la ecuacion x 2 + y 2 = C. 

Se puede demostrar tambien que si las curvas integrales de una ecuacion 
de primer orden son invariantes por las transformaciones de semejanza, la ecua- 
cion diferencial es necesariamente homogenea. 


8.26 Ejercicios 

1. Probar que la sustitucion y = x/v transforma la ecuacion homogenea y' = f(x,y) en una 
ecuacion de primer orden en v en la que las variables estan separadas. Algunas veces 
esta sustitucion conduce a integrales que son mas faciles de calcular que las obtenidas 
por la sustitucion y = xv estudiada en el texto. 

Resolver las ecuaciones diferenciales de los Ejercicios 2 al 11. 


7. x 2 y' + xy + 2 y 2 = 0. 

8. y 2 + {x 2 — xy + y 2 )y' = 0. 

y(x 2 + xy + y 2 ) 

9 ? x(x 2 + 3 xy + y 2 ) ’ 

y y 

10. v = —b xsen - . 

J X X 

11. x(y + 4 x)y' + y(x + 4/) = 0. 


8.27 Algunos problemas fisicos y geometricos que conducen a ecuaciones de 
primer orden 

Seguidamente comentamos algunos ejemplos de problemas fisicos y geome¬ 
tricos que conducen a ecuaciones diferenciales de primer orden que son homo- 
geneas o separables. 

Trayectorias ortogonales. Decimos que dos curvas se cortan ortogonalmente 
en un punto si sus tangentes con el son perpendiculares. Una curva que corta 
ortogonalmente a todas las curvas de una familia se llama trayectoria ortogonal 
de la familia. La figura 8.13 muestra algunos ejemplos. Los problemas relativos 
a trayectorias ortogonales son importantes en Matematica pura y aplicada. 
Por ejemplo, en la teoria de flujo de fluidos, dos familias ortogonales de curvas 
se llaman Uneas equipotenciales y I'meas de corriente respectivamente. En la teoria 
del calor, se llaman Uneas isotermas y lineas de flujo. 


2. / = 


y 


y 


3. / = 1 + -. 

x 2 + 2v 2 

4. / = —-—— . 

y xy 

5. (2/ - x 2 )y' + 3 xy = 0. 


6. xy' — y — V* 2 + y 2 . 
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Supongamos dada una familia de curvas que satisfacen una ecuacion diferen- 
cial de primer orden, por ejemplo 

(8.58) y'=f{x,y). 


El numero f(x, y) es la pendiente de una curva integral que pasa por (x, y). 
La pendiente de cada trayectoria ortogonal en ese punto es el reciproco negativo 
— l//(x, y), de modo que las trayectorias ortogonales satisfacen la ecuacion di- 
ferencial 


(8.59) 


f(x,y)' 


Si (8.58) es separable, entonces (8.59) es tambien separable. Si (8.58) es homo- 
genea, tambien (8.59) lo es. 

ejemplo 1. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de todas las 
circunferencias que pasan por el origen y tienen sus centros en el eje x. 


Solucidn. En el ejemplo 2 de la Section 8.21 se encontro que esta familia 
tiene por ecuacion cartesiana x 2 + y 2 — 2 Cx = 0 y que satisface la ecuacion di- 
ferencial / = (y 2 — x 2 )/(2xy). ReempTazando el segundo miembro por su reci¬ 
proco negativo, encontramos que las trayectorias ortogonales satisfacen la ecuacion 
diferencial 


Esta ecuacion homogenea puede integrarse con la sustitucion y = vx, y se llega 
a la familia de curvas integrales 

x 2 + y 2 — 2 Cy = 0 . 

Esta es una familia de circunferencias que pasan por el origen y tienen sus centros 
en el eje y. Algunas de esas circunferencias estan dibujadas en la figura 8.13. 

Problemas de persecution. Un punto Q esta sujeto a moverse a lo largo de 
una curva plana C,. Otro punto P en el mismo piano «persigue» el punto Q. 
Esto es, P se mueve de tal manera que su direction de movimiento esta siempre 
orientada hacia Q. El punto P por tanto describe otra curva C 2 llamada curva de 
persecucidn. En el ejemplo representado en la figura 8.14, la curva C I es el eje y. 
En un problema de persecucion se desea encontrar la curva C 2 cuando se conoce 
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y 



Figura 8.13 Circunjerencias ortogonales. Figura 8.14 La tractriz como 

curva de persecution. La dis- 
tancia entre P y Q es constante 


la curva C\ y cierta information adicional relativa a P y Q, por ejemplo, una re¬ 
lation entre sus posiciones o sus velocidades. 

Cuando decimos que la direction de movimiento de P esta siempre orientada 
hacia Q, queremos significar que la tangente a C 2 en P pasa por Q. Por lo tanto, 
si designamos con (x, y) las coordenadas rectangulares de P en un instante dado, y 
por (X, Y) las de Q en el mismo instante, debe ser 

, Y-y 

( 8 . 60 ) 

La informacion adicional ordinariamente nos permite considerar X e Y como fun- 
ciones conocidas de x e y, en cuyo caso la ecuacion (8.60) se convierte en una 
ecuacion diferencial de primer orden con la incognita y. Consideremos ahora un 
ejemplo en el que esa ecuacion es separable. 

ejemplo 2. Un punto Q se mueve sobre una recta C 1( y un punto P persi- 
gue a Q de manera que la distancia de P a Q tenga un valor constante k > 0. 
Si P no esta inicialmente sobre C u hallar la curva de persecution. 
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Solution. Tomemos C, como eje y y situemos P inicialmente en el punto 
( k , 0). Puesto que la distancia de P a Q es k, debe ser (X — x) 2 + (L — y) 2 = k 2 . 
Pero X — 0 sobre C 1( con lo que tenemos Y — y = Vic 2 — x 2 , y la ecuacion di- 
ferencial (8.60) se convierte en 



Integrandola con la ayuda de la sustitucion x — k cos t y utilizando el hecho de 
que y = 0 cuando x — k. obtenemos la relation 


x 

La curva de persecucion en este ejemplo se llama tractriz; esta dibujada en la 
figura 8.14. 

Salida de un liquido por un orificio. Se supone que un deposito (no nece- 
sariamente cilmdrico) contiene un liquido. El liquido sale del deposito a traves 
de un orificio de hordes perfectamente pulimentados. Si no hubiera rozamiento 
(y por tanto no hubiera perdida de energia) la velocidad de salida seria igual a 
Vlgy metros por segundo, donde y expresa la altura (en metros) desde el orificio 
a la superficie libre del liquido. (*) (Vease fig. 8.15.) Si A 0 es el area (en metros 
cuadrados) del orificio, entonces A 0 V2gy representa el numero de metros cubicos 
por segundo de liquido que sale por el orificio. A causa del rozamiento, el chorro 
se contrae un poco, y la velocidad de descarga es aproximadamente cA 0 Vlgy, 
donde c es un numero determinado experimentalmente y que se denomina coefi- 
ciente de descarga. Ordinariamente, para orificios pulidos el valor aproximado 
de c es 0,60. Haciendo uso de estos datos y tomando g = 9,8 se encuentra que la 
velocidad de salida es aproximadamente igual a 2,65 Vy metros por segundo y 
que la velocidad de descarga es 2,65 A„ Vy metros cubicos por segundo. 

Sea V(y) el volumen de liquido contenido en el deposito cuando la altura 
del liquido es y. Si el area de la seccion recta del deposito a la altura u es A(u), 
se tiene V(y) = §lA(u)du, de donde resulta dV/dy = A(y). De lo dicho en el 
parrafo anterior resulta que el coeficiente de variacion del volumen con respecto 
al tiempo es dV/dt = 2,65 A 0 Vy metros cubicos por segundo, donde el signo 
menos se debe a que el volumen decrece. Aplicando la reglade la cadena,resulta: 

dV dV dy . dy 

li = T,T,- AM irr 

(*) Si una particula de masa m cae libremente a lo largo de una distancia y y alcanza una 
velocidad v, su energia cinetica \mv 2 ha de ser igual a la energia potencial mgy (el trabajo 
realizado para elevarla a la altura y). Resolviendo respecto a v se tiene v = \/2gy. 
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Combinando esta con la ecuacion dV/dt = — 2,65y4„ Vy se obtiene la ecuacion 
diferencial 


A (y)Yt = - 2 - 65A oVy ■ 


Esta ecuacion separable se utiliza como modelo matematico para problemas 
relativos a la salida de fluidos por un orificio. La altura y de la superficie esta 
ligada al tiempo t por una ecuacion de la forma 


(8.61) 


* 


dy = — 2.65 A 0 \ dt + C . 

V y J 



Figura 8.15 Salida de un liquido por un orificio 


eiemplo 3. Considerese ahora el caso particular en que /4(y) es constante, 
es decir A(y) = A para todo y, y que el nivel del liquido ha bajado de 10 metros 
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a 9 metros en 10 minutos (600 segundos). Estos datos se pueden introducir en los 
limites de las integraciones, y de la ecuacion diferencial (8.61) se deduce: 


J io -v/y J o 


donde k = 2,65A 0 /A. De la ecuacion anterior se puede determinar k pues 


VlO - V9 


= 600 k 


\/To - 3 


Ahora se puede calcular el tiempo necesario para que el nivel descienda de un 
valor a otro dado. Por ejemplo, si en el instante t 1 el nivel es 7 metros y en el 
instante t 2 es 1 metro (L y t 2 medidos en minutos) entonces ha de ser: 


J 7 a/ V j 60 


de donde resulta: 


t*-t i = 


2{Vl - 1) , ^ Vl — 1 10(3/7 - l)(VTo + 3) 


VlO - 3" 


10-9 


= (10X1,645X6,162) = 


= 101,3 minutos. 


8.28 Ejercicios de repaso 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 10 encontrar las trayectorias ortogonales de las 

familias de curvas dadas 

1. 2x + 3y = C. 5. x 2 y = C. 

2. xy = C. 6. y = Ctr to . 

3. x 2 + y 2 + 2Cy = l. 7. x 2 - / = C. 

4- J 2 = Cx. 8 . y = C cos x. 

9. Todas las circunferencias que pasan por los puntos (1, 0) y (— 1, 0). 

10. Todas las circunferencias que pasan por los puntos (1, 1) y (— 1, — 1). 

11. Un punto Q se mueve hacia arriba siguiendo el eje y positivo. Un punto P, inicialmente 
en (1, 0), persigue Q de manera que su distancia al eje y es | de la distancia a Q desde 
el origen. Hallar la ecuacion cartesiana de la curva de persecucion. 

12. Resolver el Ejercicio 11 cuando la fraccion | se reemplaza por un numero positivo cual- 
quiera k. 

13. Una curva de ecuacion cartesiana y = f(x) pasa por el origen. Trazando rectas paralelas 

a los ejes por un punto arbitrario de la curva se forma un rectangulo con dos lados 

sobre los ejes. La curva divide cualquiera de esos rectangulos en dos regiones A y B, una 
de las cuales tiene un area igual a n veces la otra. Hallar la funcion f. 
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14. Resolver el Ejercicio 13 si las dos regiones A y B tienen la propiedad de que, cuando 
giran alrededor del eje x, describen solidos uno de los cuales tiene un volumen n 
veces mayor que el del otro. 

15. La grafica de una funcidn / derivable y no negativa pasa por el origen y por el punto 
(1,2/7 t). Si, para todo x > 0, el conjunto de ordenadas de / situado por encima del 
intervalo [0, x] describe un solido de volumen x 2 /(x) cuando gira alrededor del eje x, 
hallar la funcidn /. 

16. Una funcion / derivable y no negativa esta definida en el intervalo cerrado[0, 1] siendo 
/(1) = 0. Para cada a, 0 < a < 1, la recta x = a corta el conjunto de ordenadas de / 
en dos regiones que tienen areas A y B respectivamente, siendo A el area de la region 
de la parte izquierda. Si A — B = 2 j{a) + 3 a + b, siendo b una constante independiente 
de a, hallar la funcidn / y la constante b. 

17. La grafica de una funcidn / pasa por los dos puntos P 0 = (0, 1) y P = (1, 0). Para todo 
punto P = (x, y) de la grafica, la curva esta situada por encima de la cuerda P„P, y el 
area A(x ) de la region comprendida entre la curva y la cuerda PP es igual a x 3 . Determi- 
nar la funcidn /. 

18. Un deposito con paredes verticales tiene una seccion cuadrada de 4 metros cuadrados 
de area. El agua sale del deposito por un orificio de § centimetres cuadrados. Si el nivel 
del agua esta inicialmente 2 metros por encima del orificio, hallar el tiempo necesario 
para que descienda 1 metro. 

19. Un deposito tiene la forma de un cono circular recto con su vertice hacia arriba. Hallar 
el tiempo necesario para vaciarlo, del liquido que lo llena, por un orificio practicado en 
su base. Expresar el resultado en funcidn de las dimensiones del cono y del area A 0 
del orificio. 

20. La ecuacion xy" — y' + (1 — x)y = 0 tiene una solucion de la forma y = e mx , donde m 
es constante. Determinar esta solucion explicitamente. 

21. Resolver la ecuacion diferencial (x + y 3 ) + 6xy 2 y’ = 0 haciendo un cambio de variable 
adecuado que la convierta en lineal. 

22. Resolver la ecuacion diferencial (1 + y 2 e 2 ')y' + y = 0 introduciendo el cambio de varia¬ 
bles de la forma y = ue m * donde m es una constante y u es una nueva funcidn incognita. 

23. (a) Dada una funcidn / que satisface las relaciones 

2 f{x) =/(^j si x > 0, /(1) = 2 , 

si es y = f(x), probar que y satisface una ecuacion diferencial de la forma: 

x 2 y" 4- axy' + by = 0 , 

donde a y b son constantes. Determinar a y b. 

(b) Encontrar una solucion de la forma: f(x) = Cx n . 

24. (a) Sea u una solucion no nula de la ecuacion de segundo orden: 

y" + P(x)y' + Q(x)y = 0 . 


Probar que la sustitucion y = uv transforma la ecuacion 
y" + P(x)y' + Q(x)y = R(x) 
en una ecuacion lineal de primer orden en v'. 
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(b) Obtener por tanteo una solution no nula de la ecuacion y" — 4y' + x 2 (y' — 4y) = 0 
y aplicar el metodo dado en (a) para encontrar una solution de 

y" - 4 / + x 2 (y' - 4_y) = 2xe~ x3/3 

tal que y = 0 e y' = 4 si x — 0. 

25. Cientificos del Ajax Atomics Works aislaron un gramo de un nuevo elemento radiactivo 
llamado deteriorum. Se encontro que se desintegraba con una velocidad proportional al 
cuadrado de la cantidad existente. Despues de un ano quedaba \ gramo. 

(a) Establecer y resolver la ecuacion diferencial que da la masa del deteriorum que queda 
en el instante t. 

(b) Calcular la constante de desintegracion en unidades de gm" 1 y ano" 1 . 

26. Supdngase que en el ejercicio precedente se sustituye la palabra cuadrado por raiz 
cuadrada, quedando los otros datos los mismos. Probar que en este caso la'sustancia se 
desintegraria totalmente en un tiempo finito y hallar este tiempo. 

27. Al principiar la fiebre del oro, la poblacion de Coyote Gulch, Arizona, era 365. A par- 
tir de este momento, la poblacion hubiera ido creciendo, quedando cada ano multiplicada 
por e, salvo el gran numero de muertes «accidentales» que es de una victima diaria por 
cada 100 ciudadanos. Resolviendo la ecuacion diferencial adecuada determinar como 
funciones del tiempo, (a) la poblacion que tendria Coyote Gulch t afios despues del co- 
mienzo de la fiebre del oro, y (b) el numero total de muertes al cabo de t afios. 

28. iCon que velocidad tendria que ser lanzado hacia arriba un cohete para que no vol- 
viera nunca a la tierra? (Solo se tiene en cuenta la fuerza de la gravedad terrestre.) 

29. Sea y = f(x) la solution de la ecuacion diferencial 

, 2/ + x 

y = ^T5 

que satisface la condition inicial /(0) = 0. (No intentar la resolution de esa ecuacion.) 

a) La ecuacidn diferencial muestra que /"(0) = 0. Discutir si / tiene un maximo o un 
minimo relativos en 0 o bien ni uno ni otro. 

b) Observese que f'(x) > 0 para cada x > 0 y que fix) > § para cada x > - 1 3 -. Deter¬ 
minar dos numeros positivos a y b tales que f(x) > ax — b para cada x > aa. 

c) Demostrar que x/y 2 —* 0 cuando x —» + 00 . Detallar el razonamiento. 

d) Demostrar que y/x tiende a un limite finito cuando x —> + 00 y determinarlo. 

30. Dada una funcion / que satisfaga la ecuacion diferencial 

xf'Xx) + 3 x[f'(x)f = \ - e~ x 
para todo x real. (No resolver la ecuacion.) 

a) Si / tiene un extremo en un punto c ^ 0, demostrar que tal extremo es un minimo. 

b) Si / tiene un extremo en 0 <(es un maximo o un minimo? Justificar la conclusion. 

c) Si /(0) = /'(0) = 0, hallar la menor constante A tal que f(x) < Ax 2 para todo x > 0. 
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9.1 Introduction historica 

La ecuacion cuadratica x 2 + 1 = 0 no tiene solution en el sistema de los nu- 
meros reales porque no existe un numero real cuyo cuadrado sea — 1. Han sido 
introducidos nuevos tipos de numeros, llamados numeros complejos, para con- 
seguir las soluciones de tales ecuaciones. En este breve capitulo tratamos de los 
numeros complejos y vemos que son importantes en la resolution de ecuaciones 
algebraicas y en calculo diferencial e integral. 

Ya en el siglo xvi se introdujo el simbolo V —1 para procurarse las solu¬ 
ciones de la ecuacion x 2 + 1 = 0. Este simbolo, mas tarde representado con la 
letra i, se considero como un numero ficticio o imaginario que debia tratarse alge- 
braicamente como cualquier numero real, salvo que su cuadrado era — 1. Asi, 
por ejemplo, el polinomio cuadratico x 2 + 1 fue factorizado escribiendo 
x 2 + 1 = at 2 — i 2 = {x — i)(x -f /), y las soluciones de la ecuacion x 2 + 1 = 0 
se dieron como x — ±i, sin preocuparse del significado o validez de tales for¬ 
mulas. Expresiones tales como 2 + 3 i se llamaron numeros complejos, y se utili- 
zaron de modo puramente formal casi 300 anos antes de que fueran descritos 
de una manera que puede ser considerada como satisfactoria en la actualidad. 

A principios del siglo xix, Karl Friedrich Gauss (1777-1855) y William 
Rowan Hamilton (1805-1865) independientemente y casi al mismo tiempo pro- 
pusieron la idea de definir los numeros complejos como pares ordenados (a, b) de 
numeros reales dotados de ciertas propiedades especiales. Esta idea hoy se acepta 
totalmente y la exponemos en la Seccion siguiente. 


9.2. Definiciones y propiedades 

definicion. Si a y b son numero reales, el par (a, b) se llama numero 
complejo, si la igualdad, la adicion y la multiplicacion de pares se definen del 
modo siguiente: 
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a) Igualdad: (a, b) = (c, d) signified a = c y b = d. 

b) Suma: (a, b ) + (c, d) = (a + c, b + d). 

c) Producto: (a, b)(c, d) = (ac — bd, ad + be). 

La definition de igualdad nos dice que el par ( a , b) se considera como un par 
ordenado. Asi, el numero complejo (2, 3) no es igual al (3, 2). Los numeros a y b 
se llaman componentes de ( a , b). El primer componente, a, es la parte real del 
numero complejo; el segundo componente, b, se llama parte imaginaria. 

Observese que el simbolo i = V — 1 no aparece en esta definition. Dentro de 
poco introduciremos i como un numero complejo particular con todas las propie- 
dades algebraicas que atribuian al simbolo ficticio V—l los antiguos matema- 
ticos. No obstante, antes de esto, discutiremos las propiedades basicas de las 
operaciones que acabamos de definir. 

teorema 9.1. Las operaciones de adicion y multiplicacion de numeros 
complejos satisfacen las leyes conmutativa, asociativa y distributiva. Esto es, si 
x, y, z, son numeros complejos cualesquiera, tenemos 

Ley conmutativa: x + y = y + x, xy = yx. 

Ley asociativa: x + (y + z) = (x + y) + z, x(yz) = (xy)z. 

Ley distributiva: x(y + z) = xy + xz. 

Demostracidn. Todas esas leyes se verifican con facilidad directamente a 
partir de la definition de suma y producto. Por ejemplo, para demostrar la ley 
asociativa para la multiplicacion, escribimos x = (x, , x 2 ), y = (Ti , y 2 )> 
z = ( z x , z 2 ) y observamos que 


x(yz) = (x 1 , x 2 )(y 1 z l - y 2 z 2 , y x z 2 + y 2 z x ) 

= (*i(>Vi - >V 2 ) - x 2 (y\z 2 + y gZj), x l (y l z 2 + y tZl ) + - y 2 z 2 )) = 

= iixo’i ~ x 2 y2)^1 — (x x y 2 + x 2 y 1 )z 2 , (x x y 2 + x 2 y 1 )z 1 + (x 1 y 1 — x 2 y 2 )z 2 ) = 
— (fiTi - x 2 y 2 , x t y 2 + x 2 y 1 ){z l , z 2 ) = (xy)z. 


De manera semejante se demuestran las leyes conmutativa y distributiva. 

El teorema 9.1 demuestra que el con junto de todos los numeros complejos 
satisface los tres primeros axiomas del sistema de los numeros reales, como se 
dieron en la Section I 3,2. Ahora demostraremos que los axiomas 4, 5 y 6 tam- 
bien se satisfacen. 

Puesto que (0, 0) + (a, b) para todos los complejos (a, b), el numero com¬ 
plejo (0, 0) es el elemento neutro para la adicion. Se le llama el numero complejo 
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cero. Analogamente, el complejo (1,0) es el elemento neutro para la multiplica- 
cion porque 


(a, b)( 1, 0) = (a, b) 

para todo (a, b). Asi que, el axioma 4 se satisface con (0, 0) como neutro o iden- 
tico para la adicion y (1, 0) como neutro para la multiplicacion. 

Para verificar el axioma 5, observemos solamente que ( — a, —b) + (a, b) = 
= (0, 0), asi que (—a, —b) es el opuesto de (a, b). Escribimos —(a, b) en lu- 
gar de (—a, —b). 

Finalmente, demostramos que cada numero complejo no nulo tiene un reci- 
proco respecto al elemento neutro (1, 0). Esto es, si (a, b) ¥= (0, 0), existe un nu¬ 
mero complejo (c, d) tal que 


(a, b)(c, d) = (1, 0). 


En efecto, esta ecuacion equivale al par de ecuaciones 

ac — bd = 1, ad + be — 0 , 


que tienen la solucion unica 


(9.1) 


a ^ _ — b 

a 2 + b 2 a 2 + b' 


La condition (a, b) =£ (0, 0) asegura que a 2 + b 2 =£ 0, por lo que el reci- 
proco esta bien definido. Escribimos (a, by 1 o l/(a,b ) para representar el 
reciproco de (a, b). Asi pues, tenemos 


(9.2) 


1 _/ a —b 

(a, b) ~ la 2 + b 2 ' a 2 + b 2 . 


si (a, b) ^ (0, 0). 


La discusion anterior muestra que el conjunto de los numeros complejos 
satisface los seis axiomas del sistema de los numeros reales. Por consiguiente, 
todas las leyes del Algebra que se deducen del conjunto de axiomas tambien son 
validas para los numeros complejos. En particular, los teoremas del 1.1 al 1.15 de 
laSeccion I 3.2 son todos validos para los numeros complejos lo mismo que para 
los numeros reales. El teorema 1.8 nos dice que existen los cocientes de numeros 
complejos. Esto es, si (a, b) y (c, d) son dos numeros complejos siendo (a, b) ¥= 
=£ (0. 0), existe exactamente un numero complejo (x, y) tal que (a, b)(x, y ) = 
= (c, d). En efecto, tenemos (x, y) — (c, d)(a, by 1 . 
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9.3 Los numeros complejos como una extension de los numeros reales 

Designemos con C el conjunto de los numeros complejos. Consideremos el 
subconjunto C 0 de C constituido por los numeros complejos de la forma (a, 0), 
esto es, los que tienen nula la parte imaginaria. La suma o el producto de dos ele- 
mentos de C 0 tambien pertenece a C 0 . En efecto, tenemos 

(9.3) (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0) y (a, 0)(b, 0) = (ab, 0). 

Esto demuestra que podemos sumar o multiplicar dos numeros complejos de C 0 
sumando o multiplicando solo las partes reales. O lo que es lo mismo, respecto a 
la adicion y a la multiplicacion, los numeros de C 0 se comportan del mismo modo 
que si fueran numeros reales. Lo mismo es valido para la sustraccion y la divi¬ 
sion, ya que —(a, 0) = (— a, 0) y (b, Of 1 =(b~ l , 0) si b 0. Por este motivo, 
normalmente no hacemos distincion entre el numero real x y el numero complejo 
( x , 0) cuya parte real es x; convenimos en identificar x y (x, 0), y escribimos 
x — (x, 0). En particular, escribimos 0 = (0, 0), 1 = (1,0), — 1 = ( —1, 0), y 
asf sucesivamente. De este modo, podemos imaginar el sistema de los numeros 
complejos como una extension del de los numeros reales. 

La relacion entre C 0 y el sistema de los numeros reales puede establecerse en 
forma ligeramente distinta. Sea R el conjunto de los numeros reales, y designe¬ 
mos con / la funcion que aplica cada numero real x en el numero complejo (x, 0). 
Esto es, si x e R, ponemos 


f{x) = (x, 0). 

La funcion / asf definida tiene como dominio R y como recorrido C„, y aplica ele- 
mentos distintos de R en elementos distintos de C 0 . Por verificar estas propieda- 
des, se dice que / establece una corrrespondencia uno a uno entre R y C„. Las ope- 
raciones de adicion y multiplicacion se conservan a traves de esta correspondencia. 
Esto es, tenemos 

f{a + b) =f(a) + f{b) y f(ab) =f(a)f(b ), 

siendo estas igualdades tan solo una nueva formulacion de (9.3). Puesto que R 
satisface los seis axiomas, lo mismo le ocurre a C„. Los dos cuerpos de numeros 
R y C 0 se dice que son isomorfos ; la funcion / que los liga como antes se ha des- 
crito, se denomina isomorfismo. En lo concerniente a las operaciones de adicion 
y multiplicacion, no hacemos distiticiones entre cuerpos isomorfos. Por esto 
identificamos el numero real x con el numero complejo (x, 0). El sistema de 
numeros complejos C es una extension del de los numeros reales R porque con- 
tiene un subconjunto C 0 isomorfo a R. 
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El cuerpo C 0 puede ser ordenado de modo que se satisfagan los tres axiomas 
de orden de laSeccion I 3.4. En efecto, definimos ( x, 0) como positivo si y solo si 
* > 0. Es muy sencillo comprobar que los axiomas 7, 8 y 9 se satisfacen, por 
lo que C 0 es un cuerpo ordenado. El isomorfismo / antes descrito conserva tambien 
el orden ya que aplica los elementos positivos de R sobre los elementos positivos 
de C 0 . 

9.4 La unidad imaginaria i 

Los numeros complejos tienen algunas propiedades de las que no gozan 
los numeros reales. Por ejemplo, la ecuacion cuadratica x 2 + 1 = 0, que no tiene 
solucion en el campo real, puede ahora resolverse con el uso de los numeros com¬ 
plejos. En efecto, el numero complejo (0, 1) es una solucion, puesto que tenemos 


( 0 , l ) 2 = ( 0 , 1 )( 0 , 1 ) = ( 0-0 - 1 • 1 , 0 - 1 + 1 - 0 ) = (- 1 , 0 ) = -1 . 


El numero complejo (0, 1) lo representamos con la letra i y se llama unidad ima¬ 
ginaria. Tiene la propiedad de que su cuadrado es — 1, ; 2 = — 1. El lector puede 
comprobar facilmente que ( — i) 2 — —1, asi que x = —i es otra solucion de la 
ecuacion x 2 -f- 1 =0. 

Ahora podemos relacionar la idea de par ordenado con la notacion empleada 
por los antiguos matematicos. Observemos primero que la definition de multipli¬ 
cation de numeros complejos nos da (b, 0)(0, 1) = (0, b), y tenemos por tanto 


(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) . 

Por consiguiente, si escribimos a = (a, 0), b = (b, 0), e i — (0, 1), conseguimos 
(a, b) — a + bi. Es decir, hemos demostrado el siguiente 

teorema 9.2. Todo numero complejo (a,b) puede expresarse en la forma 
(a, b) = a + bi. 

La ventaja de esta notacion consiste en que nos ayuda en el manejo algebraico 
de las formulas en las que interviene la adicion y la multiplication. Por ejemplo, 
si multiplicamos a + bi por c + di, utilizando las leyes distributiva y asociativa, 
y reemplazando i 2 por — 1, encontramos que 


(a + bi)(c 4- di) = ac — bd + (ad + bc)i , 
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que, naturalmente, esta de acuerdo con la definition de multiplication. Analoga- 
mente, para calcular el recfproco de un numero complejo no nulo a + bi, podemos 
escribir 


1 a — bi _ a — bi _ a _ bi 

a + bi (a + bi)(a — bi) a 2 + b 2 a 2 + b 2 a~ + b~ 

Esta formula esta de acuerdo con la dada en (9.2). 

Con la introduction de los numeros complejos, hemos ganado mas que lo que 
supone poder resolver la sencilla ecuacion cuadratica x 2 + 1 = 0. Consideremos, 
por ejemplo, la ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c = 0, en la que a, b, c son 
reales y a^O. Completando el cuadrado, podemos escribir esta ecuacion en la 
forma 



Si 4 ac — b 2 < 0, la ecuacion tiene las raices reales ( — b ± V b 2 — 4ac)/(2a). Si 
4ac — b 2 > 0, el primer miembro es positivo para todo valor real de x y la ecua 
cion no tiene raices reales. En este caso, no obstante, existen dos raices complejas, 
dadas por las formulas 


(9.4) 


r i = 


_b_ . V4ac — b 2 

2 a 2 a 


y 



. ^4ac — b 2 

i - 

2 a 


En 1799, Gauss demostro que toda ecuacion algebraica de la forma 
a„ + a x x + a 2 x 2 + • • • + a n x n = 0, 

en la que a„, a u ..., a„ son numeros reales cualesquiera, con a„ ¥= 0, tiene una 
solucion compleja si n > 1. Ademas, incluso en el caso en que los coeficientes 
a„, a u ... , an sean complejos, existe una solucion compleja. Este hecho se conoce 
con el nombre de Teorema fundamental del algebra. (*) En el se demuestra que 
no es necesario construir numeros mas generates que los complejos para resolver 
ecuaciones algebraicas con coeficientes complejos. 


(*) En cualquier libro de teoria de funciones de variable compleja puede encontrarse una 
demostracion del teorema fundamental del algebra. Por ejemplo, vease K. Knopp, Theory of 
Functions. Dover Publications, New York, 1945, o E. Hille, Analytic Function Theory, Vol. I, 
Blasdell Publishing Co., 1959. Puede verse una demostracion mas elemental en O. Schreier 
y E. Sperner, Introduction to Modern Algebra and Matrix Theory, Chelsea Publishing Com¬ 
pany New York,. 1951. 
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9.5 Interpretation geometrica. Modulo y argumento 

Puesto que un numero complejo (x, y) es un par ordenado de numeros rea¬ 
les, puede representarse geometricamente mediante un punto del piano, o por 
una flecha o vector geometrico que una el origen con el punto (x, y), como mues- 
tra la figura 9.1. Por ello, al piano xy, se le llama a menudo piano complejo. 
El eje x es el eje real; el eje y es el eje imaginario. Ordinariamente las palabras 
numero complejo y punto se usan indistintamente. Asi que diremos el punto z 
en lugar de decir el punto correspondiente al numero complejo z. 

Las operaciones de adicion y sustraccion de numeros complejos tienen una 
sencilla interpretation geometrica. Si dos numeros complejos z, y z 2 se represen- 
tan mediante flechas que unen el origen con z 1 y z 2 , respectivamente, entonces la 
suma z, 4- z 2 esta determinada por la ley del paraleldgramo■ La flecha que une 
el origen con el punto z, + z 2 es una diagonal del paralelogramo determinado 
por 0, Zj y z 2 , como se ve en la figura 9.2. La otra diagonal esta relacionada con la 
diferencia de z, y z 2 . La flecha de z, a z 2 es paralela y de igual longitud que la 
que une 0 con z 2 — z,; la flecha en el sentido opuesto, de z 2 a se relaciona del 
mismo modo con — z 2 . 

Si ( x , y) # (0, 0), podemos expresar x e y en coordenadas polares 
x — r cos 6, y — r sen 9 , 

y obtenemos 

(9.5) x 4- iy = r (cos 6 4- /sent?). 


y 




Figura 9.1 Representacion geometrica del Figura 9.2 Adicion y sustraccion de nume- 
numero complejo x + iy. ros complejos representados geometricamen¬ 

te mediante la ley del paraleldgramo. 
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El numero positive* r, que representa la distancia de (x , y) al origen, se llama mo¬ 
dulo o valor absoluto de x + iy y se representa con |x + iy\. Asi pues, tenemos 

\x + iy\ = Vx 2 + y 2 . 

El angulo polar 6 es un argumento de x + iy. Decimos un argumento y no el 
argumento porque para un punto dado (x, y) el angulo 6 esta determinado salvo 
multiplos de 2 n. Algunas veces es preferible asignar un argumento unico a un 
numero complejo. Esto puede hacerse limitando 6 a variar en un intervalo semi- 
abierto de longitud 2v. Los intervalos [0, 27 t) y ( — 7r, 7r] son los mas comunmente 
usados. Utilizaremos el intervalo (— tt] y llamaremos al correspondiente 6 el 
argumento principal de x + iy; este valor de 6 lo representamos con arg(x + iy). 
Asi pues, si x + iy ^ 0 y r = |x + iy|, defmimos arg(x + iy) como el unico nu¬ 
mero real 6 que satisface las condiciones 

x = r cos 6, y = rsend, — 7t < 9 < 7r. 

Al numero complejo cero, le asignamos el modulo 0 y convenimos en que cual- 
quier numero real 0 puede usarse como argumento. 

Puesto que el valor absoluto de un numero complejo z es simplemente la 
longitud de un segmento, no debe sorprendernos que goce de las propiedades de 
los valores absolutos de los numeros reales. Por ejemplo, tenemos 

|z| > 0 si z / 0, y |Zj - z 2 | = |z 2 - z x \ . 

Geometricamente, el valor absoluto |z, — z 2 | representa la distancia entre los 
puntos Z! y z 2 del piano complejo. La desigualdad triangular 

l*i + *21 < l*i| + |r 2 | 

tambien es valida. Ademas, tenemos las formulas siguientes para los valores abso¬ 
lutos de productos y cocientes de numeros complejos: 

(9.6) l*i *g I = kiltal 

y 



Si escribimos z, = a + bi y z 2 = c + di, obtenemos (9.6) como consecuencia 
inmediata de la identidad 


(ac — bd) 2 + (be + ad) 2 = (a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ) . 
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La formula para |z,/z 2 | se deduce de (9.6) si escribimos z, como un producto, 



z. 


Si z = x + iy, el complejo conjugado de z es el numero complejo z=x — iy. 
Geometricamente, z representa el simetrico de z respecto al eje real. La definition 
de conjugado implica que 


' Z x + Z 2 = Z x + Z 2 , Z 1 Z 2 = Z X Z 2 , zjz 2 = zjz 2 , zz = |z| 2 . 

Dejamos, como ejercicio, al lector la comprobacion de esas propiedades. 

Si una ecuacion cuadratica con coeficientes reales no tiene rai'ces reales, sus 
rai'ces complejas, dadas por (9.4), son conjugadas. Reciprocamente, si r, y r 2 
son complejos conjugados, por ejemplo r, = a + ifi y r 2 = a — if}, siendo a y 
(3 reales, entonces y r 2 son rai'ces de una ecuacion cuadratica con coeficientes 
reales. En efecto, tenemos 

+ r 2 = 2a y r x r 2 = a 2 + <S 2 , 

con lo que 

(.v — r x )(x - r 2 ) = .v 2 - (r, + r 2 ).t + , 


y la ecuacion cuadratica en cuestion es 

x 2 — 2a.v + a 2 + (3 2 = 0 . 


9.6 Ejercicios 

1. Expresar los numeros complejos siguientes 

(a) (1 + if. 

(b) 1//. 

(c) 1/(1 + 0. 

(d) (2 + 30(3 - 40. 

2. Calcular los valorcs absolutos de los 

(a) 1 + (. 

(b) 3 + 4i. 

(c) (1 + 0/(1 - 0. 

3. Calcular el modulo y el argumento 
siguientes. 

(a) 2/. 

(b) -3/. 


en la forma a+bi. 

(e) (1 + 0/(1 - 20. 

(f) r 5 + t 16 . 

(g) 1 +/+!*+ l 3 . 

(h) 1(1 +/)(1 + r 8 ). 

numeros complejos siguientes. 

(d) I + / + ( 2 . 

(e) t 7 + j 10 . 

(f) 2(1 - 0 + 3(2 + 0. 

principal de cada uno de los numeros complejos 

(c) -1. 

(d) 1 . 
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(e) -3 + V3 /. (h) (-1 -0 3 . 

(f) (1 + 0/V2. (0 I/O + 0. 

(g) (-1 + /) 3 . (j) 1/(1 + /) 2 . 

En cada caso, determinar todos los numeros reales * e y que satisfacen la relacion dada. 

(a) x + iy = x — iy. (d) (x + iy ) 2 = (x — iy) 2 . 

x + iy 


(b) x + iy = \x + iy\. 

(c) \x + iy\ = \x - iy\. 


(e) 


x — iy 
100 

(f) 2 ‘ k - x + iy- 

k =0 


i y- 


5. Construir una representation del conjunto de todos los z del piano complejo que satis- 
fagan cada una de las condiciones siguientes. 

(a) \z\ < 1. (d) |z - 1| = \z + 1|. 

(b) z + z = 1. (e) ]z - /| = |z + /j. 

(c) z — z = /. (f) z + z = |z| 2 . 

6. Sea / un polinomio de coeficientes reales. 

a) Demostrar que f \z) = f(z) para todo complejo z. 

b) Utilizar la parte a) para deducir que los ceros no reales de / (si existen) deben pre- 
sentarse a pares de complejos conjugados. 

7. Probar que no se puede introducir una relacion de orden en el sistema de los numeros 
complejos de manera que se satisfagan los tres axiomas de orden de la Seccion I 3.4. 

[Indication: Supongase que se puede introducir una tal ordenacion e intentar 
decidir si la unidad imaginaria i es positiva o negativa.] 


8. Definir la siguiente «seudordenacion» entre los numeros complejos. Si z = x + iy, 
decimos que z es positivo si y solo si x > 0. (.Cuales de los axiomas de orden de la Sec- 
cion I 3.4 se satisfacen con esta definicion del numero z positivo? 

9. Resolver el Ejercicio 8 si la seudorder.acidn se define asi: decimos que z es positivo 
si y solo si |z| > 0. 

10. Resolver el Ejercicio 8 si la seudordenacidn se define asf: Si z = x + iy, decimos que 
z es positivo si y s61o si x > y. 

11. Representar el conjunto de todos los complejos z que satisfacen cada una de las con¬ 
diciones siguientes. 

(a) |2z + 3| <1. (c) |z — /'| < |z + (|. 

(b) |z + 1| < |z - 1|. (d) |z| < |2z + 1|. 

12. Sea w = (az + b)/(cz + d), donde a, b, c y d son reales. Demostrar que 


w — w = [ad — bc)[z — z)j\cz + d\ 2 . 


Si ad — be > 0, probar que las partes imaginarias de z y w tienen el mismo signo. 


9.7 Exponentiates complejas 

Queremos ahora extender la definicion de e? de modo que tenga significado 
cuando x se reemplace por un numero complejo cualquiera z. Esta extension la 
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deseamos de modo que la ley de exponentes, e?e b = e a+b , sea valida para cuales- 
quiera complejos a y b. Y, naturalmente, necesitamos que e z coincida con la expo- 
nencial usual cuando z sea real. Existen varios metodos equivalentes para llevar 
a cabo esa extension. Antes de establecer la definicion de er que hemos elegido, 
daremos una discusion heurfstica que servira como punto de partida y motivo 
para esa definicion. 

Si escribimos z = x + iy, entonces, si la ley de exponentes debe ser valida 
para numeros complejos, debe ser 

e z = e x+iy = e x e iy 

Puesto que e r ha sido ya definida cuando x es real, nuestro primer objetivo es 
llegar a una definicion plausible de e' v cuando y sea real. Pues bien, si e‘" debe 
ser un numero complejo, podemos escribir 

(9-7) e iy = A(y) + iB(y ), 

en donde A y B son funciones reales que deben determinarse. Derivemos ambos 
miembros de la ecuacion (9.7), suponiendo que A y B sean derivables, y mane- 
jando el numero complejo i como si fuera un numero real. Llegamos entonces a 

(9.8) ie iy = A'(y) + iB'(y ). 

Derivando una vez mas, encontramos que 

-e" = A"(y ) + iB"(y ). 

Comparando esta ecuacion con (9.7) vemos que A y B deben satisfacer las ecua- 
ciones 

A'\y)=~A{y) y B"(y) = -B(y ). 

Dicho de otro modo, cada una de las funciones A y B es una solucion de la ecua- 
cion diferencial f" + f — 0. Con lo dicho en el capitulo 8, podemos asegurar que 
esta ecuacion tiene exactamente una solucion con valores iniciales asignados /(0) 
y /'( 0). Si ponemos y — 0 en (9.7) y (9.8) y recordamos que e" — 1, encontramos 
que A y B tienen los valores iniciales 

A( 0)=1, A'( 0) = 0, y 5(0) = 0, B'{0) = 1 . 

Segun el teorema de unicidad para ecuaciones diferenciales de segundo orden con 
coeficientes constantes, debe ser 


A(y) = cos v 


y 5(y)=sen7. 
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En otras palabras, si e iy debe ser un numero complejo con las propiedades que 
acabamos de describir, entonces debemos tener e iv = cos y + i sen y. Esta discu- 
sion da origen a la definicion siguiente. 

definici6n. Si z = x + iy, definimos e* como el numero complejo dado 
por la ecuacion 

(9 9 ) e z — e x (cos y + i sen}'). 

Observese que e~ = e r cuando y = 0; luego esta exponencial coincide con 
la exponencial ordinaria cuando z es real. Utilizaremos ahora esta definicion para 
deducir la ley de exponentes. 

teorema 9.3. Si a y b son numeros complejos, tenemos 

(9.10) e a e b - e a+b . 

Demostracion. Escribiendo a = x + iy y b = u + iv, tenemos 
e a — e J '(cos y + i sen y), e b — e u (cos v + i sen v ), 

con lo que 

e a e b = e x e" [cos y cos v — senj sen v + /(cos y sen v + sen}' cos r)]. 


Utilicemos ahora las formulas de adicion para cos (y + t’) y sen (y 4 v) y la ley 
de exponentes para exponenciales reales, con lo que la ecuacion anterior se con- 
vierte en 


(9.11) 


e a e b — e x+ “[cos (/ + v) + / sen(y + f)] • 


Puesto que a + b = (x + u) + i(y + u), el segundo miembro de (9.11) es e a+b . 
Esto demuestra (9.10). 

teorema 9.4. Todo numero complejo z¥= 0 puede expresarse en la forma 
(9.12) z = re ie , 

en donde r = |z| y 6 = arg (z) + 2n-rr, siendo n un entero cualquiera. Esta re¬ 
presentation se denomina forma polar de z. 

Demostracion. Si z = x + iy, la representacion (9,5) nos da 


z = r (cos 8 + i sen 6) , 
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donde r — \z\ y 0 — arg (z) + 2mr, siendo n un entero cualquiera. Pero si toma- 
mos x = 0 e y = '6 en (9,9), obtenemos la formula 

e ie = cos 6 + /sen 6, 

lo que demuestra (9.12). 


La representation de los numeros complejos en la forma polar (9.12) es 
muy util en la multiplicacion y division de numeros complejos. Por ejemplo, si 
Zj = r^' 6 y z 2 = r 2 e llt> , tenemos 


(9.13) 


ZiZ 2 = = r x r 2 e 




Por consiguiente el producto de los modulos, r,r 2( es el modulo del producto ZjZ 2 , 
de acuerdo con la ecuacion (9.6), y la suma de los argumentos, 6 + </>, es un 
argumento del producto z,z 2 . 

Cuando z = re ie , la aplicacion reiterada de (9.13) nos da la formula 
z" = r n e in0 = r n (cos nd + /sen nd ), 

valida para cualquier entero n no negativo. Tambien es valida para valores nega¬ 
tives de n si definimos z~ m como (z~ 1 ) m cuando m es entero positivo. 
Analogamente, tenemos 

Zi _ r ! e ,0 - !j 
z 2 r 2 e' 0 r 2 

con lo que el modulo de z x /z 2 es r,/r 2 y la diferencia 6 — <f> es un argumento 
de Zj/z 2 . 


9.8 Funciones complejas 

Una funcion / cuyos valores son numeros complejos se denomina funcion 
compleja. Si el dominio de / es un conjunto de numeros reales, / se llama fun- 
cion compleja de variable real. Si el dominio es un conjunto de numeros com¬ 
plejos, / es una funcion compleja de variable compleja. Un ejemplo es la funcion 
exponencial, defmida por la ecuacion 

/(z) = e z 

para todo complejo z. Muchas de las funciones elementales del Calculo, tales como 
la exponencial, el logaritmo, y las funciones trigonometricas, pueden extenderse y 
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convertirse en funciones de variable compleja. (Ver Ejercicios 9 y 10 de la Sec- 
cion 9.10.) En este marco mas amplio con frecuencia aparecen nuevas propieda- 
des e interrelaciones. Por ejemplo, la funcion exponencial compleja es periodica. 
En efecto, si z = x + iy y si n es un entero cualquiera, tenemos 

e z+invi _ e *[ cos (y q. 2mr) + i sen( v + 2mr)] = e’fcos y + i sen v) = e z ■ 

Vemos asi que /(z + 2mri) = /(z), por lo que / tiene el periodo 2-ni. Esta pro- 
piedad de la funcion exponencial solo se pone de manifiesto cuando estudiamos 
la exponencial como funcion de una variable compleja. 

El primer estudio sistematico del Calculo diferencial e integral con funciones 
de variable compleja fue hecho por Cauchy a principios del siglo xix. Desde en- 
toncqs la teoria se ha desarrollado y convertido en una de las ramas mas impor- 
tantes e interesantes de la Matematica. Se ha convertido en un instrumento indis¬ 
pensable para ffsicos e ingenieros y tiene conexiones casi con cualquier rama de 
la Matematica pura. Aqui no se expondra esta teoria; tan solo haremos un estudio 
elemental del calculo con funciones complejas de variable real. 

Supongamos que / es una funcion compleja definida en un cierto intervalo I 
de numeros reales. Para cada x de I, la funcion }(x) toma un valor complejo, asi 
que podemos escribir 


/(*) = u(x) + iv(x), 

siendo u(x) y v(x) reales. Esta ecuacion determina dos funciones reales u y v 
llamadas partes real e imaginaria de / respectivamente; escribimos la igualdad de 
forma breve poniendo f = u + iv. Los conceptos de continuidad, derivacion e 
integracion de / pueden definirse a traves de los conceptos analogos para u y v, 
como se indica en la siguiente definicion. 

definicion. Si f — u + iv, decimos que f es continua en un punto a si 
las funciones u y v son ambas continuas en ese punto. La derivada de f se define 
por la igualdad 

fix) = u'(x) + iv'(x) 

siempre que ambas derivadas u’(x) y v'(x) existan. Analogamente, definimos la 
integral de f, por la igualdad 

I b fix) dx = I" u(x) dx + i P v(x) dx 

‘'a *>a Ja ' 

con tal que existan las integrates del segundo miembro. 

A la vista de esta definicion, no es sorprendente encontrar que muchos de 
los teoremas del Calculo diferencial y del integral sean validos tambien para fun- 
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ciones complejas. Por ejemplo, las reglas de derivacion de sumas, productos, y 
cocientes (teorema 4.1) son validas para funciones complejas. El primero y el 
segundo teoremas fundamentales del Calculo (teoremas 5.1 y 5.3) asi como el 
teorema de la derivada nula (teorema 5.2) tambien se cumplen con funciones 
comulejas. Para ilustrar con que facilidad pueden demostrarse esos teoremas, con- 
sideremos el teorema de la derivada nula: 

Si f'(x) = 0 para todo x de un iniervalo abierto I, entonces f es constante 

en I. 

Demostracion. Pongamos f = u + iv. Puesto que /' = if -f iv', la hipo- 
tesis /' = 0 en / significa que u' y v' son ambas nulas en I. Luego, segun el teore¬ 
ma 5.2, u y v son ambas constantes en I. Por tanto / es constante en I. 


9.9 Ejemplos de formulas de derivacion e integracion 

En esta Seccion discutimos un ejemplo importante de funcion compleja de 
variable real, la funcion / definida para todo valor real x por la ecuacion 

fix) = , 

donde t es un numero compleja fijo. Cuando t es real, la derivada de esa funcion 
viene dada por la formula fix) = te ,v . Demostramos ahora que esta formula es 
tambien valida para t complejo 

teorema 9.5. Si fix) = e u para todo x real y un t complejo fijo, fix) = te ,x . 

Demostracion. Pongamos t — a + if, siendo a y f reales. De la definicion 
de exponencial compleja resulta 

f(x) = e tx = e xrJrU>x = e ax cos fix + lessen fix . 

Por consiguiente, las partes real e imaginaria de / vienen dadas por 
(9.14) u (x ) = e xx cos fix y v(x) = e a3: sen fix . 

Esas funciones son derivables para todo valor de x y sus derivadas son 

u\x) = xe* x cos fix — fie xx sen fix , v'(x) = xe* x sen fix + fie™ cos fix . 

Puesto que f(x) = u'(x) + iv'(x), tenemos 

fix) = ae ,x (cos fix + i sen fix) + ifie^i cos fix + i sen fix) = 

= (a + ifi)e ix+il,)x = te lx . 

Esto completa la demostracion. 
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El teorema 9.5 tiene algunas consecuencias interesantes. Por ejemplo, si 
adoptamos la notacion de Leibniz para las integrales indefinidas, podemos poner 
el teorema 9.5 en la forma 


(9.15) 



cuando t # 0. Si ponemos t = a + if e igualamos las partes real e imaginaria 
en la ecuacion (9.15), obtenemos las formulas de integration 


e* x (<x. cos fix + f sen fix) 

«* + 0 * 

e* x (ct sen fix — f cos fix) 

~ a 2 + fi 2 

que son validas si a y /? no son cero. 

Otra consecuencia del teorema 9.5 es la conexion entre exponenciales com- 
plejas y ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes cons- 
tantes. 

teorema 9.6. Consideremos la ecuacion diferencial 
(9.16) / + ay' + by = 0 , 

en la que a y b son constantes reales. Las partes real e imaginaria de la funcion f 
definida en (— oo, +oo) por la ecuacion fix) = e tx son soluciones de la ecuacion 
diferencial (9.16) si y solo si t es una raiz de la ecuacion caracteristica 

t 2 + at + b = 0 . 

Demostracion. Sea L(y) = y" + ay' + by. Puesto que fix) = te >x , tambien 
tenemos f'ix) = t 2 e >x , con lo que L(/) = e tx it 2 + at + b). Pero e u nunca es 
cero ya que e tx e~ tx = e° = 1. Luego, Lif) — 0 si y solo si f + at + b = 0. 
Pero si escribimos f = u + iv, encontramos Lif) = Liu) + iLiv), y por tanto 
Lif) = 0 si y solo si Liu) = 0 y L(u) = 0. Esto completa la demostracion. 

Nota: Si t = a + if3, las partes real e imaginaria de / vienen dadas por (9.14). 
Si la ecuacidn caracteristica tiene dos raices distintas, reales o complejas, la combinacidn 
lineal 




e“ x sen fix dx 


je* x cos fix dx 


y = c y u(x) + c 2 i’(x) 

es la solucidn general de la ecuacidn diferencial. Esto estd de acuerdo con los resultados 
demostrados en el teorema 8.7. 
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En los Ejercicios que siguen se discuten otros ejemplos de funciones com- 
plejas. 

9.10 Ejercicios 


1. Expresar cada uno de los siguientes numeros complejos en la forma a + bi 


(a) e Fi/2 . 

(b) 2e-« /2 . 

(c) 3e Ti . 

(d) —e _lr! . 


e) / 4- e 2ni . 
;f) e ri,i . 


e ni/i 

1 


- 

giri/2 


2. En cada caso, hallar todos los valores de x e y que satisfacen la relation dada. 


(a) x + iy = xe iy . 

(b) x + iy = ye ix . 


(c) e*+‘y = -1. 

1 + / 

(d) -- ; = xe iv . 

1 - i 


3. a) Probar que e’ ^ 0 para todo complejo z. 

b) Hallar todos los complejos z para los que e’ = \. 

4. a) Si 6 es real, demostrar que 

p i 0 _l p-iS p i6 _ e -i0 

cos e = y— y sen 0 = 2 . . 

b) Usar las formulas del apartado a) para deducir las identidades 
cos 2 8 = J(1 + cos 28), sen 2 8 = |(1 — cos 28) . 

5. a) Demostrar el Teorema de Moivre, 

(cos 8 + /' sen 0)" = cos n8 + i sen nd , 

valido para todo valor real 0 y todo entero n positivo. 

b) Hacer n = 3 en la parte a) y deducir las identidades trigonometricas. 


sen 30=3 cos 2 0 sen 0 —sen 3 0, cos 30 = cos 3 0 — 3 cos 0sen 2 0 . 


6. Demostrar que toda suma trigonometrica de la forma 


n 

S n (x) = 0 + ^ ( a k cos k* + bk se n kx) 

k= 1 
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puede expresarse como suma de exponenciales complejas, 

•SU*) = J, c k e ikx , 

k=-n 

donde c k = l(a k — ib k ) para k= 1, 2, n. Determinar las correspondientes formu¬ 
las para c_ k . 

7. Si m y n son enteros, demostrar que 



e inx g—imx fa 


{0 si m n , 
2n si m = n . 


b) Utilizar el apartado a) para deducir las relaciones de ortogonalidad para el seno y 
el coseno (m y n son enteros, m 2 ^ n 2 ): 


f 2,r sen nx cos mx dx = sen nx sen mx dx = cos nx cos mx dx = 0 , 
Jo Jo Jo 


f2* , , f 2 ' 

! sen nx dx = 

Jo Jo 


cos 2 nx dx = it si n 0 . 


8. Dado un numero complejo z ^ 0. Poner z = re ie , en donde 0= arg(z). Sean z | =Re la , 
en donde R — r 1/n y a = 6/n, y c = e 1 ’ riln , siendo n entero positivo. 

a) Demostrar que z" = z; esto es, z 1 es una raiz n-esima de z. 

b) Demostrar que z tiene exactamente n raices n-esimas distintas, 

Z 1 , eZj , c 2 Zj.« n_1 Zi , 

y que estan situadas sobre una circunferencia de radio R como los vertices de un po- 
ligono regular. 

c) Determinar las tres raices cubicas de i. 

d) Determinar las cuatro raices cuartas de i. 

e) Determinar las cuatro raices cuartas de — ». 

9. Las definiciones de las funciones seno y coseno pueden ampliarse al piano complejo 
como sigue: 


e iz + e ~iz g iz _ g-iz 

cos z = ---, sen z =-—-. 

Cuando z es real, esas formulas coinciden con las funciones seno y coseno ordinarias. 
(Ver Ejercicio 4.) Utilizar esas formulas para deducir las siguientes propiedades del seno 
y del coseno complejos. Aqui u, v y z representan numeros complejos, siendo z — x + iy. 

(a) sen (u + v) — sen u cos v + cos u sen v. 

(b) cos (u + v) = cos u cos v —sen usen v. 

(c) sen 2 z + cos 2 z = 1. 

(d) cos (iy) = cosh y, sen ( iy ) = / senh y. 

(e) cos z = cos x cosh y — i sen x senh y. 

(f) senz = sen* cosh y + i cos xsenh y. 
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10. Si z es un numero complejo no nulo, defmimos Log z, el logaritmo complejo de z, por 
la ecuacion 


Log z = log [zj + ; arg(z) . 


Cuando z es real y positivo, esta formula coincide con el logaritmo ordinario. Emplear 
esa formula para deducir las propiedades siguientes de los logaritmos complejos. 

(a) Log ( —1) = tty, Log (/) = nil2. 

(b) Log (zjz 2 ) = Log Zj + Log z 2 + 2nni, donde n es un entero 

(c) Log (Zi/z 2 ) = Log z 1 — Log z 2 + 2nni, donde n es un entero 

(d) e Lo " 2 = z. 

11. Si u; y z son numeros complejos, z ^ 0, defmimos z" por medio de la ecuacion 

z v- = e w Log z 

en donde Log z esta definido como en el Ejercicio 10. 

a) Calcular 1*, i‘ , y (— l) 1 . 

b) Demostrar que z a z b = z a+b si a, b y z son complejos r =^0. 

c) Observese que la ecuacion 

(9.17) (ZiZ,)* = zfz? 

no se satisface cuando z, = z 2 = — 1 y w = i. iCuales son las condiciones que deben 

cumplir z, y z 2 para asegurar que la ecuacion (9.17) es valida para todo compleio w ? 

En los Ejercicios del 12 al 15, L representa el operador lineal definido por L(y) = 
= y" + ay' + by, siendo a y b constantes reales. 

12. Demostrar que si R es una funcion compleja, por ejemplo R(x) — P( jr) + iQ(x), enton- 
ces una funcion compleja fix) = u(x) + iv(x) satisface la ecuacion diferencial L(y) = R(x) 
en un intervalo / si y solo si u y v satisfacen las ecuaciones L(u) — P(x) y L(v) = Q(x) 
en /. 

13. Si A es complejo y a> es real, demostrar que la ecuacion diferencial L(y) = Ae ,lox tiene 
soluciones complejas de la forma y = Be ,ujX , con tal que b it cu 2 o aw =^0. Expresar el 
numero complejo B en funcion de a, b. A, y to. 

14. Supcner que c es real y b ^ <>j 2 . Usar los resultados del Ejercicio 13 para demostrar que 
la ecuacion diferencial L(y) = c cos wx tiene una solucion particular de la forma 
y — A cos (wx + a)., donde 

c a co 

A = —; — y tan a = 7 - 3 . 

\/(b — <o 2 ) 2 + a 2 co 2 b — w 2 

15. Suponer que c es real y b ^ a> 2 . Demostrar que la ecuacion diferencial L(y) = c sencux 
tiene una solucion particular de la forma y = A sen (wx + a) y expresar A y a en 
funcion de a, b, c y w. 
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SUCESIONES, SERIES, 
INTEGRALES IMPROPIAS 


10.1 La paradoja de Zenon 

En este capftulo se estudian unos problemas en parte planteados hace unos 
2400 anos, cuando el filosofo griego Zenon de Elea (495-435 a. de C.) precipito 
una crisis en la Matematica antigua estableciendo algunas paradojas ingeniosas. 
Una de ellas, llamada frecuentemente la paradoja del corredor se puede exponer 
de la manera siguiente: 

Un corredor no puede alcanzar nunca la meta porque siempre ha de reco- 
rrer la mitad de una distancia antes de recorrer la distancia total. Es decir, 
cuando haya recorrido la primera mitad, tendra que correr la otra mitad. 
Cuando haya recorrido la mitad de esta, le quedara todavia la cuarta 
parte, cuando haya corrido la mitad de esta cuarta parte, le quedara la 
octava parte y asi sucesiva e indefinidamente. 

Zenon penso, evidentemente, en una situation ideal en la que el corredor 
es una particula o punto que se mueve de un extremo a otro de un segmento 
de recta, Para analizar el razonamiento de Zenon con mas detalle se supone 
que el corredor parte del punto marcado con 1 en la figura 10.1 y corre hacia 
la meta marcada con 0. Las posiciones indicadas por 1, |,|, . . ., etc., senalan 
la fraction de carrera que se ha de correr todavia cuando se alcanza el punto 
marcado. Estas fracciones (cada una de las cuales es la mitad de la anterior) 
subdividen todo el trayecto en un numero indefmido de partes cada vez mas 
pequenas. Puesto que para recorrer por separado cada una de estas partes se 
necesita una cantidad positiva de tiempo, parece natural afirmar que el tiempo 
necesario para el trayecto total ha de ser la suma total de todas estas canti- 
dades de tiempo. Decir que el corredor nunca puede alcanzar la meta equivale a 
decir que nunca llega a ella en un tiempo finito; o, dicho de otro modo, que la 
suma de un numero infinito de intervalos positivos de tiempo no puede ser finita. 

La afirmacion de Zenon de que un numero ilimitado de cantidades posi- 
tivas no puede tener una suma finita, fue contradicha 2000 anos mas tarde 
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con la creacidn de la teoria de las series infinitas. En los siglos xvii y xvm 
algunos matematicos empezaron a pensar que era posible extender la idea de 
suma ordinaria de conjuntos finitos de numeros a conjuntos infinitos, de ma- 
nera que en algunos casos la «suma» de un conjunto de infinitos numeros sea 
finita. Para ver como se puede hacer esta extension y tener una idea de las 
dificultades que pueden presentarse para ello, conviene analizar la paradoja de 
Zenon con mas detalle. 

Supongase que el corredor antes mencionado, corre a velocidad constante 
y que necesita T minutos para la primera mitad del recorrido. Para el siguiente 
cuarto de recorrido necesitara T/2 minutos, para el octavo siguiente 774 minu¬ 
tos y en general para la parte comprendida entre 1/2" y 1 /2" 41 necesitara T/2" 
minutos. La «suma» de todos estos intervalos se puede indicar simbolicamente 
escribiendo la siguiente expresion: 

T T T 

( 10 . 1 ) T +2 + 4 + '" + r + '"' 

Este es un ejemplo de las llamadas series infinitas y el problema aqui esta en 
decidir si es posible encontrar una forma natural de asignarle un numero que 
se pueda llamar suma de la serie. 

La experiencia ffsica dice que el corredor que corre a velocidad constante 
alcanzara su meta en un tiempo doble del que necesitaba para alcanzar su punto 



Figura 10.1 La paradoja de Zenon. 


medio. Puesto que necesita T minutos para la mitad del recorrido, habfa de 
emplear 2 T minutos para el recorrido complete. Este razonamiento sugiere que 
se debe asignar la «suma» 2 T a la serie en (10.1) esperando que la igualdad 

T T T 

( 10 . 2 ) T+j+j+---+- + " = 2T 

pueda ser «valida» en algun sentido. 
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La teori'a de las series infinitas precisa como se ha de interpretar esta igual- 
dad. La idea es la siguiente: Primero se suman un numero finito de terminos, 
los n primeros, indicando esta suma por s„. Asi se tiene: 


(10.3) 


T T T 

S «= T +2 + + 


y esta suma se denomina suma parcial n-sima. Se estudia despues el compor- 
tamiento de s„ cuando n toma valores cada vez mas grandes. En particular se 
trata de determinar si las sumas parciales s„ tienden a un limite finito cuando 
n crece indefinidamente. 

En este caso es facil ver que el valor limite de las sumas parciales es 2T. 
En efecto, ralculando algunas de estas sumas parciales se tiene: 


Sl 


= T, 


t t T T 7 

s a =T+j = ^T, s 3 = T+y + 4 = 4^ 

T i T , T T _ 1_5 

S4 = T+y + 4 + g - 8 T - 


Se observa que estos resultados se pueden expresar como sigue: 

si = (2 - 1 )T, s 2 = (2 - \)T, s 3 = (2- \)T, s t = (2 - \)T. 
lo cual conduce a pensar en una formula general de la forma: 

(10.4) s n = |^2 — j ^ P ara todo entero positivo n. 


La formula (10.4) se comprueba facilmente por induction. Puesto que l/2 n_1 0 

cuando n crece indefinidamente, resulta s„ 2T. Por tanto, la igualdad (10.2) 
es «cierta» si se interpreta que 2 T es el limite de las sumas parciales s„. Este 
proceso de limite parece invalidar la objecion de Zenon que la suma de un 
numero infinito de intervalos de tiempo no puede ser nunca finita. 

Ahora daremos un argumento que proporciona un apoyo considerable al 
punto de vista de Zenon. Supongamos que eri el anterior analisis de la paradoja 
del corredor se hace un pequeno pero importante cambio. En vez de consi- 
derar la velocidad constante, supongase que decrece gradualmente de manera 
que necesita T minutos para ir de 1 a 1/2, T/2 para ir de 1/2 a 1/4, 7/3 minu- 
tos para ir de 1/4 a 1/8, y en general T/n minutos para ir de \/2 n ~ 1 a 1/2". 
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El «tiempo total» que necesitara para la carrera, vendra ahora representado por 
la siguiente serie infinita: 

(10.5) T+ ? + ?+••• + - + ••■• 

2 3 n 

En este caso, la experiencia fisica no sugiere ninguna «suma» obvia o natural 
para asignar a dicha serie y por tanto este ejemplo hay que estudiarlo desde 
un punto de vista completamente matematico. 

Igual que antes, se introducen las sumas parciales s„; es decir: 

CO' 6 ) s, = r+ f + 1 + ... + I. 

2 3 n 

y se trata de ver que ocurre a s„ cuando n crece indefinidamente. Esta suma 
parcial no es tan facil de estudiar como la de (10.3), pues no existe una formula 
analoga a la (10.4) que simplifique la expresion del segundo miembro de (10.6). 
Sin embargo, por comparacion de estas sumas parciales con una integral apro- 
piada se puede ver que toman valores tan grandes como se quiera. 

En la figura 10.2 se ve parte de la hiperbola f(x) = \/x para x > 0. (En el 
eje y se ha modificado la escala.) Los rectangulos dibujados, tienen un area total 
igual a la suma 

(10.7) 1+ l + 5 + " + i' 

El area de la region determinada por la hiperbola y el intervalo [1, n + 1] es 
j" +1 x~ x dx = log (n + 1 ), y puesto que esta area no puede exceder la suma de 
las areas de los rectangulos, se tiene la desigualdad 

( 10 . 8 ) 1 + 2 + 3 + ' ' ' + ~ > log (n + 1 ) . 


Multiplicando ambos miembros por T se obtiene s„ > T log (n + 1). Es decir, 
si la velocidad del corredor decrece tal como se ha indicado anteriormente, el 
tiempo necesario para alcanzar el punto 1 / 2 " es por lo menos Tlog (n + 1 ) mi- 
nutos. Puesto que log (n + 1) al crecer n toma valores tan grandes como se 
quiera, se cumple en este caso la paradoja de Zenon, es decir que el corredor 
no alcanzara la meta en un tiempo finito. 

La teoria general de series infinitas hace una distincipn entre series como 
( 10 . 1 ) cuyas sumas parciales tienden a un lfmite finito, y series como ( 10 . 5 ) cuyas 
sumas parciales no tienen limite finito. Las primeras se denominan convergentes 
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y 



Figura 10.2 Significado geometrico de la desigualdad 1 + 1/2 + • ■ • + l/n > log (n + 1). 

y las segundas divergentes. Los primeros investigadores en este dominio ponfan 
poca o ninguna atencion en las cuestiones de convergencia y divergencia. Tra- 
taban las series infmitas como si fueran sumas ordinarias finitas, sujetas a las 
leyes usuales del Algebra sin tener en cuenta que estas leyes no pueden exten- 
derse universalmente a las series infmitas. Por eso no es sorprendente que se 
haya visto mas tarde que algunos de los primeros resultados obtenidos fueran 
incorrectos. Afortunadamente, muchos de aquellos pioneros tenian una intui- 
cion y destreza poco frecuentes, que les evitaba llegar a conclusiones falsas, 
aunque ellos no pudieran justificar sus metodos. Entre los primeros matema- 
ticos que se ocuparon de las series ocupa un lugar preeminente Leonard Euler. 
Euler descubria formula tras formula, a cual mas interesante, y a la vez utilizaba 
las series infmitas como concepto unificador de diversas ramas de la Matema- 
tica que hasta entonces estaban sin relacionar. La gran cantidad de trabajos 
de Euler que han sobrevivido al paso del tiempo es un tributo a su notabilisimo 
instinto de lo matematicamente correcto. 

La extension del uso de las series infmitas empezo mas tarde en el siglo xvn, 
cerca de cincuenta anos despues del nacimiento de Euler, coincidiendo con el 
principio del desarrollo del Calculo integral Nicholas Mercator (1620-1687) y 
William Brouncker (1620-1684) descubrieron en 1668 una serie infinita para 
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el logaritmo al intentar calcular el area de un segmento hiperbolico. Poco des¬ 
pues, Newton descubrio la serie binomica. Estos descubrimientos constituyen 
un punto fundamental de la historia de la Matematica. Un caso particular 
de la serie binomica es el conocido teorema del binomio que afirma que: 

<•+*>■- 2 (;)**. 

o 

donde x es un numero real arbitrario, n un entero no negativo, y (£) es el 
coeficiente binomial. Newton encontrd que esta formula, valida para valores en- 
teros de n se podia extender a exponentes reales cualesquiera, sustituyendo la 
suma finita del segundo miembro, por una serie finita conveniente, si bien no 
lo demostro. Efectivamente, en un estudio cuidadoso de la serie binomial surgen 
algunas cuestiones bastante delicadas de convergencia a las que no se podia 
responder en la epoca de Newton. 

Poco despues de la muerte de Euler en 1783, el caudal de nuevos descu¬ 
brimientos empezo a disminuir y el periodo formal en la historia de las series 
llegd a su termino. Un nuevo periodo, y mas critico, empezo en 1812 cuando 
Gauss public6 la celebre memoria que contenia, por primera vez en la historia, 
un estudio riguroso de la convergencia de algunas series infinitas. Pocos anos 
mds tarde, Cauchy introdujo una definicibn analitica del concepto de limite en 
su tratado Curso de Analisis algebraico (publicado en 1821), y expuso los funda- 
mentos de la teoria modema de convergencia y divergencia. En la Section que 
sigue se expondran los rudimentos de esta teoria. 


10.2 Sucesiones 

En el lenguaje corriente las palabras «serie» y «sucesion» son sinonimas y 
se utilizan para designar un conjunto de cosas o sucesos dispuestos en un orden. 
En Matematica, estas palabras tienen un significado tecpico especial. La pala- 
bra «sucesidn» tiene un sentido analogo al del lenguaje corriente, pues con ella 
se quiere indicar un conjunto de objetos puestos en orden, pero la palabra 
«serie» se usa en un sentido completamente distinto. Aqui se estudiara el con¬ 
cepto de sucesion dejando el de serie para definirlo mas tarde en el apartado 10.5. 

Si a cada entero positivo n esta asociado un numero real a n , entonces se 
dice que el conjunto ordenado 

> @2 > 9 • • • > &n 9 • • • 

define una sucesion infinita. Cada termino de la sucesion tiene asignado un 
entero positivo, de manera que se puede hablar del primer termino a u del se¬ 
gundo termino a 2 y en general del termino n-simo a„. Cada termino a„ tiene un 
siguiente a n + 1 y por tanto no hay un «ultimo» termino. 
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Los ejemplos mas corrientes de sucesiones se pueden construir dando alguna 
regia o formula que defina el termino n-simo. Asi, por ejemplo, la formula 
a„ — l/n define la sucesion cuyos cinco primeros terminos son: 

iiiii 
2 > 35 4 » 5 • 

Algunas veces se necesitan dos o mas formulas, por ejemplo: 

a 2n-l — 1 , a 2n = 2« 2 , 
siendo en este caso los primeros terminos: 

1 , 2 , 1 , 8 , 1 , 18 , 1 , 32, 1 . 

Otra forma corriente de defmir una sucesion es mediante un conjunto de ins- 
trucciones que indican como se obtiene un termino a partir de los anteriores. 
Asi, se tiene por ejemplo: 

fli = a 2 = 1, a n+1 = a„ + a n _ 2 para n > 2 . 

Este metodo particular se conoce por formula de recurrencia y define una suce¬ 
sion famosa llamada de Fibonacci. * Los primeros terminos son: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34. 

En toda sucesion lo esencial es que existe una funcion / definida en los 
enteros positivos, tal que f(n) es el termino n-simo de la sucesion para cada 
n — 1,2, 3, ... Efectivamente, este es el camino mas conveniente para estable- 
cer una definicion tecnica de sucesion. 

definicion. Una funcion f cuyo dominio es el conjunto de todos los ente¬ 
ros positivos 1, 2, 3 , se denomina sucesion infinita. El valor f(n) de la fun- 
cion se denomina el termino n-simo de la sucesion. 

El recorrido de la funcion (es decir, el conjunto de valores de la funcion) 
se pone muchas veces de manifiesto, escribiendo los terminos en orden. Asi: 

/(l),/(2),/(3).. . . ,/(/!), .... 


* Fibonacci, conocido tambien por Leonardo de Pisa (1175-1250), encontro esta sucesion al 
tratar un problema relativo a los procesos hereditarios en los conejos. 
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Por razones de brevedad se utiliza la notacion {/(«)} para indicar la sucesion 
cuyo termino n-simo en f(n). Con mucha frecuencia la dependencia de n se indica 
utilizando subindices, y se escribe a„, s„, x„, u„, o notacion analoga en vez de 
/(»)• 

La cuestion que se quiere considerar, es decidir si los terminos f(n ) tienden 
o no a un limite finito cuando n crece indefinidamente. Para ello, se precisa 
extender el concepto de limite a las sucesiones, lo que se logra con la definicion 
siguiente. 

definicion. Una sucesion {f(n)} tiene limite L si, para cada numero positi- 
vo e, existe otro numero positivo N (que en general depende de e) tal que 

| f(n) — L\ < e para todo n > N. 

En este caso, decimos que la sucesion {/(«)} converge hacia L y escribimos 
lira f(n) = L, o /(«)-* L o n -* oo . 

n~* co 

Una sucesidn que no converge se llama divergente. 

En esta definicion los valores de la funcion f(n) y el limite L pueden ser 
numeros reales o complejos. Si / y L son complejos, pueden descomponerse en 

su parte real e imaginaria, sean estas / = u + iv y L = a + ib. Entonces tene- 

mos /(n) — L = u(n) — a + i[v(n) — b]. Las desigualdades 

I «(«) - a\ <, I fin) - L\ y | v(n) - b\ < \f(n) - L\ 

prueban que la relacion f(n) -* L implica que u(n) -* a y v(n) -* b cuando 
oo. Reciprocamente, la desigualdad 

I/(«) ~ L\ < |m(/i) — a\ + \v(n) — b\ 

demuestra que las dos relaciones u(n) a y v(n) -* b implican f(n) -+ L cuando 

n -* oo. Dicho de otro modo, una sucesidn compleja / converge si y solo si la 

parte real u y la parte imaginaria v convergen separadamente, en cuyo caso tenemos 

lim f(n ) = lim u(n) + ilim v(n). 

n~* co n-* co n~* oo 

Es claro, que toda funcion definida para todos los numeros x reales y posi¬ 
tives puede servir para construir una sucesion restringiendo x a tomar solo valo¬ 
res enteros. Esto explica la gran analogia entre la definicion que se acaba de dar 
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y la Seccion 7.14 para funciones mas generales. La analogi'a se presenta tambien 
en los Umites infinitos y se deja al lector el definir los sfmbolos 

lim/(n)=+oo y lim f(n) = — go 

72 —» CO n -* 00 

como se hizo en la Seccion 7.15 cuando / es de valores reales. Si / es compleja, 
escribimos f(n) -* oo cuando n -* oo si |/(n)| "* + 00 . 

La frase «sucesion convergente» se emplea solo para sucesiones cuyo li'mite 
es finito. Sucesiones con lfmite + oo o — 00 se dice que son divergentes. Las 
formulas que siguen definen algunas sucesiones. 

/(«) = (-!)", /(«)= sen^, /(/i) = (-l)"(l +-) , f(n) = e™‘i\ 

2 \ nl 

Las reglas basicas para limites de sumas, productos, etc., son validas tambien 
para limites de sucesiones convergentes. El lector no encontrara dificultad en la 
formulacion de dichos teoremas, y sus demostraciones se hacen en forma analoga 
a las de la Seccion 3.5. 

La convergencia o divergencia de muchas sucesiones se pueden determinar 
utilizando propiedades de funciones conocidas que estan definidas para todo x 
positivo. Se dan a continuacion algunos ejemplos importantes cuyos limites se 
pueden encontrar directamente 0 utilizando algunos de los resultados deducidos 
en el capitulo 7. 

(10.9) lim = 0 si a > 0 . 

n~* ac ft 

(10.10) lim x” = 0 si |x| < 1 . 

n 00 

(10.11) lim n ^ = 0 para todon > 0, b > 0 . 

n-> 00 n b 

(10.12) lim n 1,n = 1 . 

n~* 00 

(10.13) lim (l + -) = e a para todo real a . 

n-*oc \ n! 


10.3 Sucesiones monotonas de numeros reales 

Una sucesion {/(«)} se dice que es creciente si 

f{n) </(n + 1) para todon > 1 • 
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Esto se indica brevemente escribiendo fin)/ . Por otra parte, si se tiene: 

/(« ) >f(n + 1) para todo n > 1 , 

se dice que la sucesidn es decreciente y se escribe f(n)\. Una sucesidn se llama 
mondtona cuando es creciente o decreciente. 

Es comodo trabajar con sucesiones monotonas pues su convergencia o di¬ 
vergence se puede determinar facilmente. En efecto, se tiene el sencillo criterio 
siguiente. 

teorema 10.1. Una sucesidn mondtona converge si y solo si es acotada. 

Nota: Una sucesion {/(«)} se dice que esta acotada si existe un numero positivo M 
tal que |/(n)| < M para todo n. Una sucesidn que no estd acotada se denomina no 
acotada 

Demostracion. Es claro que una sucesion no acotada no puede converger, 
por tanto se ha de demostrar solamente que una sucesion mondtona y acotada 
converge. 

Supuesto fin)/ sea L el extremo superior del con junto de valores de la 

funcidn. (Puesto que la sucesidn esta acotada, en virtud del axioma 10 del 

conjunto de los numeros reales, tiene un extremo superior.) Entonces fin) < L 

L - e L 

— . • • 1 • *- » t •> ' - 

/(l) /(2) /(3) /(4) f(N) An) 

Figura 10.3 Una sucesidn creciente acotada converge hacia su extremo superior. 

para todo n, y se trata de probar que la sucesidn converge hacia L. 

Sea e un numero positivo arbitrario. Como L — e no puede ser una cota 

superior de todos los numeros /(«) ha de ser L — e < /(AO para algun N (este 

N depende de e). Puesto que fin)/ , si n > N es /(AO < /(n), por tanto, L — e < 
< f(n) <; L para todo n >N, como se ve en la figura 10.3. De estas desigualda- 
des se deduce: 


0 < L — /(«) < e para todo n~^N 

lo que significa que la sucesidn converge hacia L, como se querfa demostrar. 

Si f(n)\ la demostracion es analoga, siendo en este caso el lfmite el extremo 
inferior de los valores de la funcidn. 
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10.4 Ejercicios 

En los Ejercicios 1 al 22, se define una sucesion {/(«)} por la formula dada. En cada 
caso, (a) determinar si la sucesion converge o diverge, y (b) hallar el li'mite de cada suce¬ 
sion convergente. En algunos casos puede ser util sustituir el entero n por un numero 
real positivo arbitrario x y estudiar la funcion de x resultante por los metodos del cap(- 
tulo 7. Se pueden aplicar las formulas (10.9) a (10.13) dadas al final del apartado 10.2. 


n it + 1 

!•/(«) = —T-• 

n + 1 n 

3" + ( —2)" 

jyn) ^n+i ^ ^_2)»+i * 

n 2 « 2 + 1 

13. fin) = Vn + 1 — Vn. 

tin 

3. f(n) = cos — . 

14. f(n) = na n , donde |, 

« 2 + 3« — 2 

4 -/W= 5 „* • 

,, ,, , lo gr>« 

15. fin) = , a > 1 

n 

5 - /(«) = Yn • 

16/W = ioowo^ 

6 .fin) = 1 +(-1)". 

ir/w-(, + 5J. 

7- f(n) = ‘ ( — 1) " 

n 

i8 -/w = i + „ + lC os”; 

8. + ,+< -"’. 
n 2 

19. /(/r) =(l + 0\ 

9. jin) = 2 1/n . 

20. /(«) = e~" in/2 . 

© 

II 

T 

a 

21. /•(n) =-e-« n/2 . 
n 

,, /-/x « 2/3 sen (n !) 

lLf(n) n + 1 ■ 

22. /(«) = ne~ lrinl2 . 


Las sucesiones {a„} de los Ejercicios del 23 al 28 son todas convergentes. Por tanto, 
para cada e > 0 prefijado existe un entero N (que depende de e), tal que | a„ - L\ < e 
si n > N siendo L = limDeterminar en cada caso el valor de N que corresponde 
a los siguientes valores de c: c = 1; 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001. 


23. 

n 

26. 

t • 

n\ 


24. 

n 

27. 

2n 


. • 

" n + 1 

° n ~ n 3 + r 


25. 

(-1)" 11 
°n- n ■ 

28. 

a n =(-l)’ , (j 

) y» 

o) 
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29. Demostrar que una sucesion no puede converger hacia dos li'mites distintos. 

30. Supuesto que lim^oo a n = 0. Aplicando la definicion de limite demostrar que 
lim* a 2 — 0. 

31. Si lim, a n = A y lim„-.Qo b n =B aplicando la definicion de limite demostrar que 
lim n ^oo (a n + b n ) = A + B y lim n -*co(«»n) = cA donde c es una constante. 

32. Partiendo de los resultados obtenidos en 30 y 31 demostrar que si lim n _oo a n = A es 
lim a 2 = A 2 . Despues, haciendo uso de la identidad 2 a n b n = ( a n + b n ) 2 — a 2 n — b\ 
demostrar que lim n -,x,(a n b n ) = AB si lim n _»co a n =A y lim„— oo b n = B. 

33. Si a es un numero real y n un entero no negativo, el coeficiente binomial (“) esta defi- 
nido por: 

/a\ a(a — l)(a — 2) • • • (a — n + 1) 

W = ~n\ • 

(a) Si a = — probar que: 



(b) Sea a n = (-l) n ( V 2 )- Probar que a n > 0 y que < 7„ +1 < a n . 


34. Sea / una funcion real monotona creciente y acotada en el intervalo [0,1]. Definamos 
dos sucesiones {s„} y {/„} del siguiente modo: 

k =o k =l ' 7 

a) Demostrar que s„ <, f f(x) dx < t n y que 0 < j f(x) dx - s n < . 

Jo Jo' n 


b) Demostrar que las sucesiones {s„} y {(„} convergen 


ambas hacia el limite f fix) dx. 


c) Establecer y demostrar un resultado correspondiente al intervalo [a, b], 

35. Utilizar el ejercicio 34 para establecer las siguientes relaciones: 


1 sr/k\ 2 1 

-y 

<b) ,'™ Z^T*" l 0 s 2 ' 

k=l 

rt 

V n 77 

(,) .52ra-4' 

*=1 


(d) lim "V ^ 

Vn 2 + k 2 ~ ° S ( + 

■sr' 1 kn 2 

(e) lim > - sen — = - . 

f-n n 7T 

k=l 

1 k-rr 1 

(f) lim / -sen 2 — = - . 
n —► oo *-<n n 2 
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10.5 Series infinitas 

A partir de una sucesion de numeros reales, se puede formar una nueva 
sucesion sumando los terminos sucesivamente. Asi, si la sucesion dada tiene 
los terminos: 


flj, a 2 ,.. ., a n , . . ., 

se forma la sucesion de las «sumas parciales»: 

= a 1 , s 2 = fli + a 2 , s 3 = a x + a 2 + a 3 , 

y asi sucesivamente, estando definida la suma parcial de los n primeros terminos 
como sigue: 

( 10 . 14 ) s n = a 1 + a 2 + • • ■ + a n = ^ ei k . 

k =1 

La sucesion {s„} de las sumas parciales se llama serie infinita o simplemente 
serie, y se indica tambien por los simbolos siguientes: 

00 

( 10 . 15 ) a 1 + «2 + a 3 + ■ ' •, a 1 + a 2 + ■•• + a n • 

k=l 

Por ejemplo, la serie XT=i 1A representa la sucesion {s„} para la cual: 



*:=i 


En los simbolos de (10.15) se quiere recordar que la sucesion de sumas parcia¬ 
les {s„} se obtiene de la sucesion {<?„} por adicion de terminos sucesivos. 

Si existe un numero real S tal que: 

lim s n = S , 

n~* oo 

se dice que la serie a k es convergente y tiene suma S en cuyo caso se escribe: 

00 

1% = S . 

A* = l 

Si {s,,} diverge se dice que la serie a k diverge y no tiene suma. 
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ejemplo 1. serie armonica. En la discusion de la paradoja de Zen6n se 
vio que las sumas parciales s„ de las series 1/A: satisfacen la desigualdad: 


=2 \ - log + J ) ■ 

k =1 

Puesto que log (n + 1) -* °o cuando n -* oo lo mismo ocurre con s„ y por 
tanto la serie 1/A: es divergente. La serie se denomina serie armdnica. 

ejemplo 2. En la discusion de la paradoja de Zenon se hallaron tambien las 
sumas parciales de la serie 1 + § + J -f ... dadas por la fdrmula: 



4=1 


que se demuestra facilmente por induction. Cuando n co estas sumas parciales 
tienden al lfmite 2; por tanto, la serie converge y tiene de suma 2. Se puede indicar 
esto escribiendo: 

(10.16) 1 + H- H-- -2. 

El lector ha de tener en cuenta que aqui la palabra «suma» se usa en un 
sentido muy especial. La suma de une serie convergente no se obtiene por una 
adicion ordinaria, sino como el limite de una sucesidn de sumas parciales. Tam¬ 
bien notara el lector que para las series convergentes el sfmbolo x a k se uti- 
liza para indicar tanto la serie como su suma a pesar de ser cosas conceptual- 
mente distintas. La suma representa un numero y por tanto no puede ser ni 
convergente ni divergente. Una vez hecha la distincion entre una serie y su 
suma, el uso de un solo sfmbolo para representar ambas cosas no da lugar a 
confusion. 

Como en el caso de la notacion sumacion finita, la letra k usada en el sfm¬ 
bolo a k es un «fndice ficticio» que se puede sustituir por otro sfmbolo con- 
veniente y se usan comunmente las letras m, n, y r. Muchas veces se empieza 
la suma enA = 06fc = 2oen cualquier otro valor de k. Asf, por ejemplo, la 
serie en (10.16) podrfa escribirse 2/U 1/2*. En general, si p > 0 se define el sfm- 
bolo a k dandole el significado de 2f=i b k , donde b k = a P + k -i . Asf b, = a„, 
b 2 = a p + x> etc. Cuando no hay peligro de confusidn o cuando el pun to de par- 
tida carece de importancia, se escribe 2 a * en vez de T” T a k . 

Es facil probar que las dos series a *< y r u k son ambas convergentes 
o ambas divergentes. Sea s n = Oj -f • • • + a„ y t n = a P + a p+1 + • • • + a p+n _i. 
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Si p — 0 se tiene t n+1 = a 0 4 - y si s„ -*■ S cuando n oo, entonces 

-> a 0 + S y reciprocamente, si t n -* T cuando n -* oo, entonces s„ -> T — a n . 
Por tanto, ambas series convergen o divergen cuando p = 0. Lo mismo vale 
si p > 1 . Para p = 1 , se tiene s„ = t„ y para p > 1 se tiene t„ = s„+ p _i — s P -i, 
y por tanto se tiene una vez mas que ambas series o convergen o divergen. 
Esto se expresa diciendo que se pueden suprimir o agregar unos cuantos ter- 
minos al principio de una serie sin que altere su convergencia o divergencia. 


10.6 Propiedad de linealidad de las series convergentes 

Las sumas finitas ordinarias tienen las propiedades importantes siguientes: 


n n n 

(10-17) ^ a* + ^>,b k (propiedad aditiva) 

*=i *=i k =i 

y 

n n 

(10.18) ]£(ca*) — c ^a k (propiedad homogenea). 

*= 1 k= 1 

El teorema que sigue da una extension natural de esta propiedad a las series 
infmitas convergentes y con ello se justifican muchas operaciones algebraicas 
efectuadas con las series convergentes tratandolas como si fueran sumas ordi¬ 
narias. Aditividad y homogeneidad se pueden combinar en una sola propiedad 
llamada linealidad y que se puede expresar como sigue: 

teorema 10.2. Sean 2 a„ y ^ b n series infinitas convergentes de terminos 
complejos y sean a y constantes complejas. Entonces la serie 2 ( a #n + ($b n ) 
tambien converge, y su suma viene dada por 

oo oo oo 

(10.19) 2( aa n + Pb„) = oc2a„ + Pj,b n . 

n=1 n=1 n=1 

Demostracidn. Teniendo en cuenta (10.17) y (10.18) se puede escribir 

(10.20) 2(°“A + P b k) = + PlLh ■ 

fc=l fc=l fc=l 

Cuando n -* oo, el primer termino del segundo miembro de (10.20) tiende a 
a a k y el segundo a /? 2*Li b k ! P or tanto, el primer miembro tiende a su 
suma, y esto prueba que la serie 2 (««* + fibk) converge hacia la suma indicada 
por (10.19). 
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El teorema 10.2 tiene un corolario interesante que se usa con frecuencia 
para establecer la divergencia de una serie. 

teorema 10.3. Si 2 a n converge y si 2 b n diverge, entonces 2 (a„ + b„) 
diverge. 

Demostracidn. Puesto que b„ = (a„ + b„) — a„ y puesto que 2 a " conver¬ 
ge, el teorema 10.2 dice que la convergencia de 2 (a* + &«) implica la con- 
vergencia de 2 &«• P° r tanto, 2 (a« + W no puede converger si 2 diverge. 

ejemplo. La serie 2 (l/£ + 1/2*) diverge puesto que 2 1/fc diverge y 
2 1/2* converge. 

Si 2 a « y 2 bn son ambas divergentes, la serie 2 + b„) puede converger 

o no. Por ejemplo, cuando a» = = 1 para todo n, la serie 2 («n + b„) diverge, 

pero cuando On — 1 y b n = — 1 para todo n, entonces 2 («» + b„) converge. 


10.7 Series telescopicas 

Otra propiedad importante de las sumas finitas es la llamada propiedad teles- 
copica que afirma que: 

( 10 - 21 ) I(b k -b k+1 ) = b 1 -b n+1 . 

k= 1 

Cuando se quiere extender esta propiedad a las series infinitas se han de con- 
siderar aquellas series 2 fl « tales 3 ue cada termino se pueda expresar como una 
diferencia de forma: 

(10.22) a n b n b nJr i. 

Estas series se denominan series telescopicas y su comportamiento esta caracte- 
rizado por el siguiente teorema: 

teorema 10.4. Sean {a n } y {b„} dos sucesiones de numeros complejos 
tales que 

(10.23) a n = b n — b n+1 para n — 1,2, 3,- 

Entonces la serie 2 °n converge si y solo si la sucesidn { b„} converge, en cuyo 
caso tenemos 


2 a n = b x - L, 


(10.24) 


donde L = lim b n . 
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Demostracion. Sea s n la suma parcial n-sima de 2 a »- Entonces se tiene, 
en virtud de (10.21): 

n n 

s n = 2 a k = — ^Jt+l) = ^1 — b n+ 1 , 

k= 1 /t=l 

Por tanto las sucesiones {s„} y {ft K } ambas convergen o ambas divergen, y ade- 
mas si b„ L cuando n -* oo entonces s„ -* b, — L, lo cual demuestra (10.24). 

Nota: Toda serie es telescopica, puesto que se puede siempre verificar (10.22) 
eligiendoun b l arbitrario y haciendo luego Z >„ +1 = b l — s n para, n > 1 , donde.s„ = a, 4 . 
+ • • • + a n . 

ejemplo 1. Sea a» = 1/(k 2 + n). Se tiene entonces: 

__ 1 = 1 _ 1 
n(n + 1) n n + 1 


y por tanto (10.23) se verifica con b„ — 1 /n. Puesto que b, = 1 y I - 0 se 
obtiene: 



ejemplo 2. Si x no es un entero negativo, se tiene la descomposicion 

1 __!/_i__i-) 

x)(n + x + l)(n + x + 2) 2 \( n + x)(n + x + 1) (n + x + l)(n+ x + 2), 

para cada entero n > 1. Por tanto, por la propiedad telescopica, la siguiente serie 
converge y tiene por suma la indicada: 


00 

2 


_l_ 

(n + x)(n + x + 1 )(n + x + 2) 


1 

2(x + l)(x + 2)' 


ejemplo 3. Puesto que los [n/(n -f 1 ] = log n — log (n + 1) y puesto que 
log n -* co cuando n -> 00 , la serie 2 log [«/(« 4-1)] diverge. 

Nota: En las series telescopicas se ve claramente la diferencia entre las series 
infinitas y las sumas finitas. Escribiendo (10.21) desarrollada se tiene: 


(61 — b 2 ) + (b 2 — b 3 ) + • ■ • + (b n ~ ^n+l) — b 1 b n+l 
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que se puede obtener suprimiendo los parentesis y simplificando. Si se hace ahora la 
misma operacion en la serie infinita: 


(b x — b 2 ) + (b 2 — Z> 3 ) + (63 — b t ) + • • • . 


6 , permanece, y se simplifican b 2 , b s y asi sucesivamente se llega a suprimir cada b„, 
per tanto se simplifican todos los b„ menos el b t , llegandose a la conclusion de ser ft, la 
suma de la serie. Esta conclusion es falsa, en virtud del teorema 10.4, si no es 
lirrv^ x b n = 0. Per tanto, en las series infinitas no se pueden suprimir los parentesis 
en ias mismas condiciones que en las sumas finitas (vease tambien el Ejercicio 24 de la 
(Seccion 10.9). 


10.8 Serie geometries 

La propiedad telescopica de las sumas finitas se puede utilizar para estu- 
diar un ejemplo muy importante conocido por la serie geometrica. Esta serie 
se genera por adiciones sucesivas de los terminos de una progresion geometrica 
y tiene la forma 2 donde el termino n-simo x n es la potencia n-sima de un 
numero real fijo x. Es conveniente empezar esta serie con n — 0, entendiendo 
que el termino inicial x n es igual a 1. 

Sea s„ la suma n-sima parcial de esta serie, de manera que: 

s n = 1 + X + X 2 + • • • + x"- 1 . 

Si x = 1, cada termino del primer miembro es igual a 1 y s„ = n. En este caso 
la serie diverge puesto que s„ 00 cuando n -* co . Si x ¥= 1 se puede escri- 
bir la suma s„ simplificada observando que: 

(1 — x)s„ = (1 — x) 2 x k = £ (x* — x fc+1 ) = 1 — x”, 

k=0 k =0 

puesto que la ultima suma es telescopica. Dividiendo por 1 - x se obtiene la 
formula: 





si x t 6 1 - 


Esto muestra que el comportamiento de s„ para n grande depende exclusivamente 
del comportamiento de x”. Cuando x < 1 , x” -» 0 para n -* 00 y la serie con¬ 
verge hacia la suma 1/(1— x). Puesto que, j n+1 — s n = x n , la convergencia de 
{ s n } implica x n —» 0 cuando «-^«j,Si r >losix = l el termino x” no 
tiende a lfmite finito y la serie diverge. Con lo cual se ha demostrado el siguiente 
teorema: 
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teorema 10.5. Si x es complejo, con |x| < 1, la serie geometrica 
converge y tiene suma 1/(1 — x). Es decir, tenemos 

(10.25) 1 + x + x 2 + ■ • • + x n + • • • = —— si |x| < 1 . 

1 — x 

Si x > 1 , la serie diverge. 

La serie geometrica con |x| < 1 es uno de los raros ejemplos cuya suma se 
puede hallar, a traves de una formula sencilla de sus sumas parciales. (En la 
Seccion 10.1 en conexion con la paradoja de Zenon se vio el caso particular 
con x = 1/2.) La verdadera importancia de esta serie esta en el hecho de po- 
derla tomar como punto de partida para la determinacion de la suma de un 
gran numero de interesantes series. Por ejemplo, si se supone |x| < 1 y se sus- 
tituye x por x 2 en (10.25) se obtiene la formula: 

(10.26) i + x 2 + x 4 + • • ■ + x 2n + • ■ • = —si |x| < 1 . 

1 - x 2 

Observese que esta serie contiene los terminos con exponentes pares de (10.25). 
Para hallar la suma de las potencias impares basta multiplicar ambos miembros 
de (10.26) por x obteniendose: 

(10.27) x + x 3 + x 5 + • • • + x 2n+1 + • • • = —si |x| < 1 . 

1 — x 2 

Si se sustituye x por —x en (10.25) se tiene: 

(10.28) 1 - x + x 2 - x 3 + • •; + (-l)«x- + ■ • • = —— si |x| < 1 

1 + X 

Sustituyendo x por x 2 en (10.28) se tiene: 

(10.29) 1 - x 2 + x 4 - x° + • ■ • + (-l)"v 2 " + • ■ • = —L_ si |x| < 1 . 

I 4- x 2 

Multiplicando ambos miembros de (10.29) por x, resulta: 

(10.30) x — x 3 + x 5 — x 7 H-+ (-l) B x 2n+1 + • • • = —— si |x| < 1 . 

1 + x 2 

Si se sustituye x por 2x en (10.26) se obtiene: 


1 + 4x 2 + 16x 4 + • • • + 4 n x 211 + • • • = —-— 

1 - 4x 2 ’ 



476 


Sucesiones, series, integrales impropias 


que es valida si 2x < 1, o lo que es lo mismo, si x < Evidentemente se 
pueden construir otros rnuchos ejemplos de forma analoga. 

Todas estas series tienen la forma particular: 

00 

1 a„x n 
* 1=0 

que se conoce por serie de potencias. Los numeros a„, a u a 2 .se denominan 

coeficientes de la serie de potencias. La serie geometrica es un ejemplo de serie 
de potencias con todos los coeficientes iguales a 1. Si x y todos los coeficientes 
son reales, las series se denominan series de potencia reales. Se vera mas tarde, 
al estudiar la teoria general de las series de potencias, que se pueden derivar e 
integrar ambos miembros de cada una de las ecuaciones desde (10.25) a (10.30), 
tratando los primeros miembros como si fueran sumas ordinarias finitas. Estas 
operaciones conduciran a muchas otras formulas notables. Por ejemplo, derivando 
en (10.25) se tiene: 

(10.31) 1 + 2x + 3x 2 + • • • + «x"-' + • • • = — 1 -■— si |x| < 1 , 

(1 - x) 2 

y la integracion de (10.28) conduce a la interesante formula: 

X 2 x 3 x 4 (—l)"x" +1 

(10.32) x - — +- - + ... + - l— -b • • • = log (l + x) 

2 3 4 n + 1 

que expresa el logaritmo por medio de una serie de potencias. Este es el descu- 
brimiento de Mercator y Brouncker (1668) del que se hizo mencion anterior- 
mente. A pesar de que cada una de las ecuaciones (10.25) a (10.31) es valida 
para x en el intervalo abierto — 1 < x < + 1 ocurre que la serie logaritmica 
en (10.32) es valida tambien en el extremo x = + 1. 

Otro ejemplo importante, que se puede obtener por integracion de (10.29), 
es la expresion de la funcion arco tangente por medio de una serie de potencias 
de la funcion descubierta en 1671 por James Gregory (1638-1675): 


(10.33) 



( —l)"x ,n+ 1 +...=_ arctan x . 
2 n + 1 


La serie de Gregory converge para todo x complejo con x < 1 y tambien para 
x = ± 1. Cuando x es real la serie concuerda con la funcion inversa de la tan¬ 
gente, introducida en el capitulo 6. La srie puede utilizarse para extender la 
definicion de la funcion arco tangente desde los valores reales de x hasta el 
complejo x con |x| < 1. 

Muchas otras funciones elementales del Calculo, tales como seno, coseno 
y exponencial, pueden ser representadas por series de potencias. Esto no sorprende 
demasiado si se piensa en la formula de Taylor que dice que toda funcion se 
puede aproximar por un polinomio en x de grado n si posee derivadas de 
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orden n + 1 en un entorno del origen. En los ejemplos dados anteriormente, las 
sumas parciales de las series de potencias son precisamente estas aproximaciones 
por polinomios. Si una funcion / posee derivadas de todos los ordenes en un 
entorno del origen, para cada entero positivo n de la formula de Taylor se de¬ 
duce una ecuacion de la forma: 

n 

(10.34) fix) = 2^' + E n (x), 

k =0 

donde la suma finita es una aproximacion polinomial de Taylor de 

grado < n y E„ix) es el error correspondiente a esta aproximacion. Si se con- 
sidera ahora x fijo y se hace crecer n indefinidamente en (10.34) las aproxima¬ 
ciones polinomiales de Taylor conducen a una serie de potencias, a k x '\ donde 
cada coeficiente esta determinado como sigue: 

f ik) ( 0) 

Ct 7- — 

k ! 

Si, para un cierto x, el error E n (x) tiende hacia 0 cuando n -> oo, entonces para 
este x podemos hacer n -> oo en (10.34) obteniendo 

to oo 

/(x)= lim + lim £„(x) =J,a k x k . 

n~* oo k=0 n~* oc k=0 

Dicho de otro modo, la serie de potencias considerada converge hacia /(x). Si x es 
un punto para el cual £„(x) no tiende a 0 para n -> oo, entonces las sumas par¬ 
ciales no tenderan hacia fix). Las condiciones que ha de cumplir / para garantizar 
que E„(x) -* 0 se estudiaran mas adelante en la Seccion 11.10. 

Para fundamentar mejor la teoria general de las series de potencias, se estu- 
dian primero algunas cuestiones generales relativas a la convergencia y divergen¬ 
ce de series cualesquiera. Volveremos al asunto de las series de potencias en el 
capitulo 11. 

10.9 Ejercicios 

Cada una de las series en los Ejercicios 1 al 10 es una serie telescopica, o una serie 
geometrica, o alguna serie cuyas sumas parciales se pueden simplificar. En cada caso 
probar que la serie converge y que la suma es la indicada. 



1 

{In - lj(2 n + 1) 


1 

2 ' 



> 1=1 
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V 1 - 3 
3 - 2 n 2 - 1 - 4 ‘ 


2 
n =1 
00 

s -2 


2” + 3* 3 

6 ” = 2 ' 


VnTT — \/« 


5. > - - -= — = 1. 

tx + « 


uu 

s -2 

n=l 


(n + l)(/i + 2){n + 3) 


1 

4' 


7. 


V- 2W + 1 -~1 

^* 2 (« + l) 2 

W=1 


8 . 


2 

n=l 


2 n + n 2 + n 
2 n + 1 n(n + 1) 


= 1. 


v (-1)" \2n + 1) 

' 2 n(n + 1) “ 1 ' 

11= 1 

v log [(1 + !/»)”(! + ")] 

» (log «”)[log (n + 1)" +1 ] ^°^ 2 e ‘ 


Efectuando diversas operaciones en la serie geometrica, se obtuvieron en el apartado 
10.8 las series de potencias para log (1 + x) y arctg x. De forma analoga y sin intentar 
justificar los pasos, obtener las formulas de los Ejercicios 11 al 19, que son validas por lo 
menos para |*| < 1. (La justificacidn teorica se dara en la Section 11.8.) 




M=»l 


1 + X 
X 


12 . 


OD 


71 = 1 


x* -f* x 
(1 - x? ' 


2 X , , 1 + 

_ r __ =il0 g_ 

n —1 

17. 2 + 


n =0 


13 


. ^ ” 3jc ” = 


n =l 


14. 


. ^ n*x n = 


x 3 + 4jc 2 + x 
(1 - *) 4 ' 

X* + llx 3 + llx 2 + X 


18 


■2 


(n + 1)(« + 2) 
2 !~ 


1 


■x" = 


(1 - x) 3 


n=l 


(1 - xf 


V (n + l)(n + 2)(n + 3) 1 

19 ' 2-3!- 

n=o 


■X n = 


(1 - a :) 4 


00 

' 5 - 2 t * IO£ r^' 


20. Los resultados de los Ejercicios del 11 al 14 sugieren la existencia de una formula 
del tipo: 


00 

71 = 1 


P k (x) 

(1 - jc )* +1 ’ 


donde Pt(x) es un polinomio de grado k, y el tdrmino de menor grado es x y e! de mayor 
grado x k . Demostrarlo por induction sin intentar justificar las operaciones formales con 
series. 

21. Los resultados de los Ejercicios 17 al 19 sugieren la formula mas general: 



1 

(1 - x) k+1 ’ 


, , (n + k\ (n + l)(n + 2) • • • (n + k) 

donde [ k j =- - - 
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Demostrarla por induccion sin intentar justificar las operaciones formales con las series. 

22. Sabiendo que *7 n\ = e* para todo x, hallar las sumas de las siguientes series, su- 

poniendo que se puede operar con series infinitas como si fueran sumas finitas. 



( b ) y 

4—4 

n =2 


n + 1 
n\ 


to 2 

n=2 


0 n - l)(n + 1) 
n\ 


23. (a) Sabiendo que 2n=u x "f n ' = e * P ara todo x probar que 

,7 n 2 x n 

V —— = (x 2 + x)e x , 

x—i n\ 

n —1 

suponiendo que se puede operar en estas series como si fueran sumas finitas. 

(b) La suma de la series 2^=1 « 3 /n! es ke, donde k es un entero positivo. Hallar el valor 
de k. No se intente justificar los calculos formales. 

24. Dos series X'2i a n y 2n=i t>n se dice que son identicas si a n = b„ para cada n > 1. 
Por eiemplo, en las series: 

0+0+0 + -- y (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) + • • • 
son identicas, pero las series 

1+1+1+--- y 1+0 + 1+ 0 + 1+ 0 + -- 

no son identicas. Determinar cuales de los siguientes pares de series son identicas y 
cuales no: 

(a) 1 - 1 + 1 - 1 + ■ • • y (2 - 1) - (3 - 2) + (4 - 3) - (5 - 4) + • • ■. 

(b) 1 - 1 + 1 - 1 + • • • y (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - l) + (l _ i) + . . .. 

(c) 1 - 1 + 1 - 1 + • • • y 1 + (-1 + 1) +(-l + l) + (-1 + i) + .. .. 

(d) 1 +£+$ + £ + ■• • y l + (i - i) + (i _ i) + (i _ i) + . . . 

25. (a) Aplicar (10.26) para probar que: 

1 + 0+ ^+ 0+^ + '" = -—-—; si x < 1 . 

1 ■— 

Observese que, de acuerdo con la definicion dada en el Ejercicio 24, esta serie no es 
identica a la de (10.26) si x ^ 0. 

(b) Aplicar el teorema 10.2 al resultado de la parte (a) y a (10.25) para deducir (10.27). 

(c) Probar que el teorema 10.2 si se aplica directamente a (10.25) y (10.26) no conduce 

a (10.27). En su lugar, conduce a la formula (jc n — x in ) = xj(\ — x 2 ), valida para 


* 10. !0 Ejercicios con expresiones decimates 

En la Seccion 13.15 se introdujo la representacion decimal de los numeros reales. 
Se vio que cada numero real x positivo tiene una expresidn decimal de la forma: 


x — a Q . a 1 a s a 3 ..., 
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donde 0 < a t < 9 para cada k > 1. El numero x esta relacionado con los digitos a 0 , a v 
a 2 , ... por medio de las desigualdades: 


«i o n . a i , , a n-i , a n + 1 

(10.35) «o+Y5 + "- +i^^^< a o+jQ+-- + jQn^i + 


10 M 


Si se pone s n — a*/10* y se resta s„ de cada uno de los miembros de (10.35) se 

obtiene: 


0 <x -s n < 10—. 

Esto prueba que s„ —> x cuando n—* <*>, y por tanto x esta dado por la serie convergente: 


(10.36) 


-2 


Ok_ 

10 * 


En los Ejercicios 1 al 5 se considera que cada una de las expresiones decimales se repite 
indefinidamente en la forma indicada. Expresar cada decimal como una serie infinita, hallar 
la suma de la serie y con ella expresar x como cociente de dos enteros. 


4. x = 0,123123123123 _ 

5. x = 0,142857142857142857142857 


1. x = 0,4444 .... 

2. x =0,51515151 .... 

3. x = 2,02020202 .... 

6. Probar que cada decimal periodico representa un numero racional. 

7. Si un numero tiene una expresidn decimal que termina en ceros, tal como 
|= 0,1250000 .... este numero se puede escribir tambien como un decimal que termina 
en nueves, si se disminuye el ultimo digito no nulo en una unidad. Por ejemplo 
1= 0,1249999 ... Demostrarlo haciendo uso de las series infmitas. 

La representacion decimal en (10.36) se puede generalizar sustituyendo el entero 10 
por otro entero cualquiera b > 1. Si x > 0, sea a 0 la parte entera de x; supuesto que 




Los ejercicios que siguen, se refieren a la sucesidn de enteros a n , a,, a 2 , .... asi obtenida. 


8. Probar que 0 < a* < b — 1 para cada k > 1. 

9. Dar un metodo geometrico para obtener los numeros a n , a r a 2 , ... 

10. Probar que la serie 2,kLo a i</b k converge y tiene suma x. Esto da una expresion de x 
en base b. Casos particulares importantes ademas de b = 10, son la representacion bina- 
ria b = 2 y la duodecimal b = 12. 


10.11 Criterios de convergencia 

En teorfa, la convergencia o divergencia de una serie 2 a » se decide consi- 
derando las sumas parciales s„ y viendo si tienden o no a un li'mite finito cuando 
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n oo. En algunos casos particulares, como por ejemplo la serie geometrica, 
las sumas parciales s„ se pueden simplificar hasta el punto de poder determinar 
facilmente su comportamiento cuando n oo. Sin embargo, en la mayoria de 
los casos esta forma simplificada para s„ no existe y dificilmente se puede esta- 
blecer la convergencia o divergencia por el metodo indicado. Ya al principio, 
los que investigaban en este campo, muy especialmente Cauchy y sus contempora- 
neos, se dieron cuenta de esta dificultad, y dieron unos «criterios de convergen¬ 
ce, con los que eludian la necesidad de un conocimiento explicito de las sumas 
parciales. Algunos de estos criterios, los mas sencillos y mas utiles se estudiaran 
en este apartado, pero antes se haran algunas observaciones generales acerca de 
la naturaleza de estos criterios. 

Los criterios de convergencia se pueden clasificar a grandes rasgos en tres 
categorias: (i) condiciones suficientes, (ii) condiciones necesarias, (iii) condiciones 
necesarias y suficientes. Un criterio del tipo (i) se puede expresar simbolicamente 
como sigue: 


«Si C se satisface, entonces £ a » converge», 
donde C indica la condicion en cuestion. Los criterios del tipo (ii) tienen la forma: 
«Si 2 a* converge, entonces C se satisface,» 

mientras que los del tipo (iii) se pueden escribir en la forma: 

« 2 converge si y solo si C se satisface.» 

Se vera ahora, que hay criterios del tipo (ii) que no lo son del tipo (i) (y reci- 
procamente). Los principiantes algunas veces aplican los criterios incorrecta- 
mente porque no aprecian la diferencia entre condicion necesaria y condicion 
suficiente. Por tanto, el lector tiene que hacer un esfuerzo para lograr esta dis- 
tincion cuando aplica un criterio particular en la practica. 

El criterio de convergencia mas sencillo es una condicion necesaria para la 
convergencia y se expresa como sigue: 

teorema 10.6. Si la serie ^ a n converge, el termino n-esimo tiende a 0, 
esto es, 

(10.37) lima„ = 0. 

n~* co 

Demostracion. Sea s„ = a 1 + a 2 + . . . + a n Entonces a„ = s„ — s n -^. 
Cuando n -» co, s„ y s n - 1 tienden ambos al mismo lfmite y por tanto a„ -» 0, 
lo cual demuestra el teorema. 
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Esto es un ejemplo de un criterio que es del tipo (ii) y no del tipo (i). La 
condicidn (10.37) no es suficiente para la convergencia de una serie. Por ejemplo, 
cuando a„ = 1/n la condicion a„ -» 0 se satisface y sin embargo la serie 2 1 / n 
diverge. La verdadera utilidad de este criterio es que da una condicion sufi- 
ciente para la divergencia. Es decir, si el termino a„ de la serie 2 a « n0 tiende 
a cero, entonces la serie ha de ser divergente. Esta proposicidn es logicamente 
equivalente al teorema 10-6. 


10.12 Criterios de comparacion para series de terminos no negativos 

En esta Seccion se tratara de series cuyos terminos son no negativos, es decir, 
series de la forma 2 a »> donde cada a n > 0. Puesto que las sumas parciales de 
tales series son monotonas crecientes, se aplicara el teorema 10.1 para obtener 
la siguiente condicion necesaria y suficiente de convergencia. 

teorema 1.07. Si a„ > 0 para cada n > 1 , la serie 2 a » converge si y solo 
si la sucesion de sus sumas parciales esta acotada superiormente. 

Si las sumas parciales estan acotadas superiormente por un numero M, la 
suma de la serie no puede entonces exceder a M. 

ejemplo 1. El teorema 10.7 se puede aplicar para establecer la convergencia 
de la serie l/«! Una cota superior de las sumas parciales se puede obtener 
haciendo uso de la desigualdad: 

1<;-L 

k\ 2 k ~ l 

que es evidentemente cierta para todo k > 1 , puesto que k\ es el producto de 
k — 1 factores, cada uno > 2. Por tanto 



*=1 ' k =1 k=0 k=0 


siendo la ultima serie una serie geometrica. La serie 2n=i es P or tan t° con " 
vergente y tiene su suma < 2. Se vera mas tarde que la suma de esta serie es 
e — 1, donde e es el numero de Euler. 

La convergencia del ejemplo anterior se ha establecido por comparacidn de 
los terminos de la serie dada con los de una serie que se sabe que converge. Esta 
idea conduce a unos criterios llamados criterios de comparacidn. 
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teorema 10.8. criterio de comparaci6n. Supuesto que a„ > 0 y b n > 0 
para todo n >\. Si existe una constante positiva c tal que 

(10.38) a n < cb n 

para todo n, entonces la convergencia de 2 b„ implica la de 2 a n . 

Nota. La conclusion se puede formular tambien como sigue: «La divergencia de 
2 a„ implica la divergencia de ^b„». Esta proposicion es logicamente equivalente al 
teorema 10.8. Cuando se satisface la desigualdad (10.38) se dice que la serie 2 b„ do- 
mina a la serie 2 a - 

Demostracidn. Sea s„ = a 1 + . .. + a„, t n = fej 4- ... +b„. Entonces (10.38) 
implica s„ < ct n . Si 2 converge, sus sumas parciales estan acotadas; si M es 
una cota, se tiene s n < cM y, por tanto, 2 es tambien convergente puesto que 
sus sumas parciales estan acotadas por cM, con lo cual queda demostrado el 
teorema. 

Si se suprime un numero finito de terminos del principio de una serie, la 
convergencia o divergencia no se afecta. Por tanto, el teorema 10.8 es tambien 
valido si se verifica la igualdad (10.38) para todo n>N, donde N es un numero 
fijo. 


TEOREMA 10.9. CRITERIO de COMPARACION POR PASO AL li'mite. Supuesto 
que a n > 0 y b„ > 0 para todo n > 1, y que 

(10.39) lim J 2 = 1 • 

n-*oo D n 

Entonces 2 a n converge si y solo si 2 converge. 

Demostracidn. Existe un entero N tal que n > N implica \ < ajb n < f. 
Por tanto b„ < 2a„ y a„ < lb n para todo n > N; aplicando dos veces el teorema 
10.8 se tiene demostrado el teorema. 

Observese que el teorema 10.9 se verifica tambien si lim a n /b„ — c siem- 
pre que c > 0, puesto que entonces se tiene lim «-.» a n /(cb„) = 1 y se puede 
comparar 2 a n con 2( cb n ). Sin embargo, si lim n -oo a„/b n = 0, solo se puede 
concluir que la convergencia de 2 b n implica la convergencia de 2 a n ■ 

definicion. Se dice que dos sucesiones {a„} y { b„} de numeros complejos 
son asintoticamente iguales si 


lim — = 1 . 

n~* oo b„ 
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Esta relation se indica simbolicamente escribiendo 
(10.40) a n ~ b„ cuando n-+ co . 

La notation a* ~ b„ se lee «a„ es asintoticamente igual a b„» y con ello se quiere 
indicar que a» y b„ se comportan de manera analoga cuando n crece indefinida- 
mente. Aplicando esta terminologia se puede expresar el criterio de comparacion 
por paso a limite de la manera siguiente. 

teorema 10.10. Dos series ^a n y 2 b n de terminos positivos y asintotica¬ 
mente iguales o ambas convergen o ambas divergen. 


ejemplo 2. la funciOn zeta de RiEMANN. En el ejemplo 1 del apartado 
10.7 se probo que 2 l/( w2 + n ) es una serie telescopica convergente. Utilizando 
esta como serie de comparacion se sigue que 2 l/” 2 es convergente, puesto que 
1 / n 2 ~ l/(n 2 + n) cuando n -> oo. Pero, 2 l/« 2 domina 2 1 l n$ P ara s > 2 y, 
por tanto, 2 l/« s converge para todo numero real s > 2. En el apartado siguien¬ 
te se demostrara que esta serie converge tambien para todo s > 1. Su suma se 
indica por £(s) (£ es la letra griega zeta) y define una funcion importante en 
Analisis, conocida por la funcion zeta de Riemann: 


OO , 


si s > 1 . 


Euler descubrio formulas muy bonitas que contienen £(s)'. En particular encontro 
que £(2) = 7 t 2 /6, resultado que no es facil de deducir. 

eiemplo 3. Puesto que 2 l/« diverge, cada serie de terminos positivos 
asintoticamente igual a 1 /n tambien ha de diverger; por ejemplo, las dos series: 


2 


1 

V n(n + 10) 


y 



71=1 


La relation sen \/n 


l/« es consecuencia de 


que (sen x)/x 1 cuando x -* 0. 


10.13 El criterio integral 

Para aplicar efectivamente los criterios de comparacion es preciso disponer 
de algunos ejemplos de series de comportamiento conocido. Son utiles la serie 
geometrica y la funcion zeta. Se pueden obtener otros ejemplos aplicando el 
llamado criterio integral, demostrado por Cauchy en 1837. 
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y y 




Figura 10.4 Demostracion del criterio integral. 

teorema 10.11. criterio integral. Sea f una juncion positiva decre- 
ciente, dejinida para todo real x > 1. Para cada n > 1, sea 



entonces o ambas sucesiones {s„} y {f„} convergen o ambas divergen. 

Demostracion. Comparando / con funciones escalonadas adecuadas como 
se sugiere en la figura 10.4, se obtienen las desigualdades: 

im < f 7(x) dx <lf(k) 
fc=2 J t fc=l 

o, s n —/(1) < t n < . Puesto que las dos sucesiones {s„} y { t n } son mono- 

tonas crecientes, estas desigualdades prueban que o ambas estan acotadas su- 
periormente o ambas no estan acotadas. Por tanto, o las dos sucesiones convergen 
o las dos divergen tal como se habia afirmado. 

ejemplo 1. El criterio integral permite demostrar que: 



71 = 1 


converge si y solo si s > 1 . 


Tomando f(x) = x 8 se tiene: 


n 



( n t-s 


- 1 


si s # 1 , 
si 


t 


1-s 
\log n 


5=1. 
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Si s > 1, el termino n 1 ~ a -> 0 cuando n oo y por tanto {/„} converge. En virtud 
del criterio integral, esto implica la convergencia de la serie para s > 1. 

Si s < 1, entonces t n -* °° y la serie diverge. El caso particular s = 1 (la 
serie armdnica) se estudid ya en la seccidn 10.5. Su divergencia era ya conocida 
de Leibniz. 

ejemplo 2. El mismo metodo se puede aplicar para demostrar que: 

00 , 

- converge si y solo si s > 1 . 

n(log n) s 

71=2 

(Se empieza la suma por n = 2 para evitar la n en la que log n es cero.) 

La integral correspondiente en este caso es: 


-I": 


l 


x(log x) s 


-dx — 


[ (log n) 1 8 - (log 2) 1 s 
i-s 

Uog (log n) — log (log 2) 


si s 9 ^ 1 , 
si s = 1 . 


{in} converge si y solo si s > 1 y por tanto, en virtud del criterio integral, lo 
mismo ocurre con la serie en cuestion. 


10.14 Ejercicios 

Decir si cada una de las series siguientes es convergente o divergente, razonando la 
respuesta. 


1. 

2 . 

3. 

4. 


CO 


2 

n=l 

co 

2 

n =l 
oo 

2 


n 

(4n - 3)(4n - 1) ‘ 

V2/J — 1 log (4 n + 1) 
n(n + 1) 

n + 1 
2 n ' 


n=l 



n=l 


5. 


2 

n—l 


|sen«x! 


6 . 

7. 

8 . 


2 

n=l 

oo 

2 

n=l 

oo 

2 

71 =2 


2 +(-l)" 
2 ” 

n\ 

in + 2>! ' 
log” 

n Vn + 1 ' 


9. 

10 . 


2 

71 — 1 
00 

2 


l 

X'n(n + 1 ) 

1 + Vn 

in + l) 3 - 1' 
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11 . 

12 . 

13. 

14. 


1 

2 (log n) s ' 

71=2 

ife. | “" |<i °' 

71=1 

* 1 
2 IOOOh + I ' 


2 


n cos 2 («7 t-/3) 


00 

5 * 

Z-, n log n (lc 


15 

n=: 

CO 

16. ^ ne ~ n2 . 

71=1 


log n (log log n) s ' 


17 


1 In 


Vx 


■if:,+* 

71=1 

18. ^{” +1 e-^dx. 


dx. 


19. Sea / una funcion no negativa, creciente definida para todo x > 1. Aplicar el metodo se- 
guido para la demostracion del criterio integral para probar que: 


"-I " 

]>/(*) ^ j "/(*)<** ■ 

k -1 k=2 


Tomar /(x) = logx y deducir las desigualdades: 

(10.41) e n n e~ n < n! < e n n+1 e~ n . 

Esto da una estimacion grosera del orden de magnitud de n\. Teniendo en cuenta (10.41), 
podemos escribir 

e 1/n (n!) 1/n e 1/n n 1/n 
e n < e ' 

Haciendo que n — > <x>, encontramos que 

(«!) 1/n 1 i; n 

—--o (n!) 1/ ”~- cuando n ->■ co . 

n e e 


10.15 Criterios de la raiz y del cociente para series de terminos no negativos 


Usando la serie geometrica con 2 como serie de comparacion, Cauchy 
dio dos criterios utiles conocidos por criterio de la raiz y criterio del cociente. 

Si 2 a n es una serie cuyos terminos (a partir de uno de ellos) satisfacen una 
desigualdad de la forma: 


(10.42) 


0 < a n < x n . 


donde 0 < x < 1 , 
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la aplicacion directa del criterio de comparacion (teorema 10.8) expresa que 
J a n converge. Las desigualdades en (10.42) son equivalentes a 

(10.43) 0 < a)l n < x ; 

y de aqui el nombre de criterio de la raiz. 

Si la sucesion {a n ' /n } es convergente, el criterio se puede expresar en una 
forma practica sin hacer referencia al numero x. 

teorema 10.12. criterio de la raiz. Sea 2 a n una serie de terminos no 
negativos tales que 


aV n -*■ R cuando n -» co . 

** n 


(a) Si R < 1, la serie converge. 

(b) Si R > 1, la serie diverge. 

(c) SiR = l, el criterio no decide. 


Demostracidn. Si R < 1, elijase x de manera que R < x < 1. Entonces 
(10.43) se ha de satisfacer para todo n> N a partir de un N. Por tanto 2 a n 
converge en virtud del criterio de comparacion. Esto demuestra (a). 

Para demostrar (b) se observa que R > 1 implica a„ > 1 para una infinidad 
de valores de n y por tanto a„ no puede tender a 0. Por lo cual, en virtud del 
teorema 10.6, ^ a n diverge. Esto demuestra (b). 

Para demostrar (c), se consideran los dos ejemplos en los que a, = 1 /«, y 
a n = 1 /n 2 . En ambos casos, R = 1, puesto que « 1/n 1 cuando n -* co [ver ecua- 

cion (10.12) del apartado 10.2], pero 2 l/ n diverge mientras que J 1/n 2 con¬ 
verge. 

ejemplo 1. Con el criterio de la raiz es facil determinar la convergencia de 
la serie 2“= 3 (log n )~" puesto que: 

all” = —-* 0 cuando n co . 

log n 

ejemplo 2. Aplicando el criterio de la raiz a 2 [«/(« + l)]” 2 , se encuentra 


a 


l/n _ 
n 


n V 1 1 

n + 1/ (1 + l/n)" e 


cuando n 


oo, 


en virtud de la ecuacion (10.13) del apartado 10.2. Puesto que 1/e < 1, la serie 
converge. 
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Una aplicacion ligeramente distinta del criterio de comparacion conduce al 
criterio del cociente. 


teorema 10.13. criterio del cociente. Sea ^ a n una serie de terminos 
positivos tales que 


'»+1 


L cuando n 


oo . 


(a) Si L < 1, la serie converge. 

(b) Si L > 1, la serie diverge. 

(c) Si L — 1, el criterio no decide. 

Demostracion. Si L < 1, elijase x de manera que L < x < 1. Entonces ha 
de existir un N tal que a„+i/a n < x para todo n > N. Esto implica 


a ~a±} <• e La para todo n > N . 

x n+i x n 

Es decir, la sucesion {a„/x n } es decreciente para n > N. En particular, cuando 
n > N ha de ser a„/x n a N /x w , o de otro modo, 

a N 

a n < cx n , donde c = ^ • 

De donde resulta que 2 a n esta dominada por la serie convergente 2 ■ x " quedando 
asi probado (a). 

Para demostrar (b), basta observar que L > 1 implica a„+j > a„ para todo 
n > N, a partir de un N, y por tanto a n no puede tender a 0. 

Finalmente, (c) se prueba utilizando los mismos ejemplos que en el teo¬ 
rema 10 12. 


Observacion. El que la razon a.„ +1 /a„ sea siempre menor que 1 no implica 
que el limite L sea menor que 1. Por ejemplo, la serie armonica, que diverge, tiene 
la razon n/{n +1), que es siempre menor que 1, pero el limite L es igual a 1. 
Por otra parte, para la divergencia es suficiente que la razon sea mayor que 1 para 
n suficientemente grande, puesto que entonces es a, I+1 > a n y a n no puede ten 
der a 0. 

ejemplo 3. Se puede establecer la convergencia de la serie 2 n\jn n por el 
criterio del cociente. La razon de dos terminos consecutivos es: 

£n+i = (n + D! . n* = / n \ n _ 1 ^ 1 

(n + l) n+1 n\ In + 1/ (1 + 1 /n) n e 


a 


cuando n —>■ oo , 
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en virtud de la fdrmula (10.13) del apartado 10.2. Puesto que 1/e < 1 la serie con¬ 
verge. En particular, esto implica que el termino general de la serie tienda a 
cero; es decir: 


(10.44) 


— -* 0 cuando n -* oo . 
n n 


lo que se acostumbra expresar diciendo que ti n «crece mas rapidamente» que n\, 
para n suficientemente grande. Y tambien con una extension natural de la notation 
o se puede escribir (10.44) como sigue: n\ = o(n n ) cuando n -» oo. 


Nota. La relation (10.44) se puede probar tambien directamente escribiendo: 


n! 12 k k + 1 n 

n n n n n n n' 

donde k — n/2 si « es par, y k = (tt — l)/2 si n es impar. Si n > 2 el producto de los 
k primeros factores del segundo miembro no excede a y cada uno de los factores 
restantes no excede a 1. Puesto que (!)* > 0 cuando n —> oo, queda demostrado (10.44). 

Tambien se deduce la relacion (10.44) a partir de (10.41). 

El lector puede observar que tanto el criterio de la rafz como el del co- 
ciente, en realidad no son mas que casos particulares de criterios de compara- 
cion. En ambos, cuando se presenta el caso (a) la convergencia se deduce del 
hecho que la serie en cuestion puede ser dominada por una serie geometrica 
adecuada ^x n . La utilidad practica de estos criterios esta en que no se requiere 
el conocimiento explicito de una serie 2 x " de comparacion de otra forma. 
En los Ejercicios 16 y 17 de la Seccion 10.16 se daran otros dos ejemplos 
importantes conocidos por criterio de Raabe y criterio de Gauss. Son utiles en 
muchos casos en los que falla el criterio del cociente. 


10.16 Ejercicios 

Decir de cada una de las series siguientes, si es convergente o divergente justificando 
la respuesta. 


■XT' (”0 2 
' Z<(2n)l ‘ 

OO 

V3"«! 

4 -Z^ 

n=l 

71=1 


°° 1 

V nl 

5 -Zf- 

n =l 

71=1 

V 2 n n\ 

3 -Z^r- 

n—l 

71=1 
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2 (log n) 1/n ' 

n =2 

oo 

li. 

^ (« 1/n - i) n - 

n =1 

oo 

12. 

n=l 

13. 

iM- 

n=i N 

14. 


WIOOO)" 
2-/ n\ 

n =1 


T — 

(n - 


r n+l/n 


(n + !/«)" ‘ 


n i [\Zl + ( —1)"]” 


3" 


2 r n |sen/?x|, r > 0. 


15. Sean {a„} y {&„} dos sucesiones con a„ > 0 y b„ > 0 para todo n>N, y sea 
c n = K ~ b n+ia n +ila n . Probar que: 

(a) Si existe una constante positiva r, tal que c„ > r > 0, para todo n > N, entonces 
£ a n converge. 

[ Indication . Probar que a k ^ a \ b i\’l r -] 

(b) Si c„ < 0 para n > N y si ^ ^l b n diverge, tambien 2 diverge. 

[Indication. Probar que 2 a n domina 1 jb n .] 

16. Sea 2 una serie de terminos positivos. Probar el criterio de Raabe: Si existen un 
r > 0 y un N > 1 tales que 


a n+\ 1 r 

- 1-para todo n > N, 

a n n n 


entonces 2, a n converge. La serie ^ a n diverge si: 


^±1 > 1 _ I para todo n > N. 
a n n 

[Indication. Aplicar el Ejercicio 15 con b n+1 = «.] 

17. Sea 2 a n una serie de terminos positivos. Demostrar el criterio de Gauss: Si existe un 
n > 1 y un s > 1 y un M > 0 tales que: 


*n+i A f(n) 

a n n n s 


para n > N, 


en donde |/(n)| < M para todo n, entonces £ a„ converge si A > 1 y diverge si A < 1. 
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[Indication. Si A ^ 1, utilizar el Ejercicio 16. Si A = 1, aplicar el Ejercicio 15 con 
b n+1 = n log n.] 

18. Aplicar el criterio de Gauss (del Ejercicio 17) para demostrar que la serie 


^/1 -3 • 5 ■ • (In - 1)\* 
Z[ 2 - 4-6 •••( 21 !) ) 


converge si k > 2 y diverge si k < 2. En este ejempio el criterio del cociente no sirve. 


10.17 Series altemadas 

Hasta ahora se han estudiado series de terminos no negativos. En lo que 
sigue se consideraran series con terminos positivos y negativos. El caso mas 
sencillo se presenta cuando los terminos de la serie tienen sus signos alternati- 
vamente positivos y negativos. Estas series se denominan series altemadas y 
son de la forma: 


(10.45) 


2(-ir 


a„ = a. 


— a 2 + a 3 ~ + • • • + (—1)” 1 « n + ' ‘ ‘ > 


donde cada a n > 0 es positiva. 

Ejemplos de series altemadas eran conocidos de los primeros investigado- 
res. Se ha citado ya la serie logaritmica 

y*3 y4 Y n 

log (i + x ) = x -~ + j-j + --- + f-ir 1 ^- + 


Como se demostrara mas tarde, esta serie converge y su suma es log (1 + x) 
para —1 < x < 1. Para x positivo es una serie alternada. En particular, si 
x = 1 se obtiene la formula: 


(10.46) I 0 ® 2 = 1 - l + \ ~ \ + • • • + + ..., 

que dice que la suma de la serie armonica alternada es log 2. Este resultado es de 
especial in teres teniendo en cuenta que la serie armonica 2 1 ! n diverge, 
lntimamente relacionada con (10.46) es la interesante formula 



-I+H+ 


+ 


(- i )"- 1 

2 n - 1 


(10.47) 


+ • • • 
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descubierta por James Gregory en 1671. Leibniz encontro de nuevo esta formula 
en 1673 calculando el area del ci'rculo unidad. 

Ambas series (10.46) y (10.47) son series alternadas de la forma (10.45) en las 
que {#„} decrece monotonamente hacia cero. Leibniz observo, en 1705, que esta 
simple propiedad de a n implica la convergencia de toda serie alternada. 

teorema 10.14. regla de leibniz. Si { a„ } es una sucesion monotona de- 
creciente con limite 0, la serie alternada (— 1 ) n ~'a n converge. Si S designa 
su suma y s„ su suma parcial n-sima, se tienen las desigualdades 

(10.48) 0 < (—1)%S — s n ) < a n+1 para cada > 1 . 

Las desigualdades en (10.48) dan una manera de estimar el error que se comete 
al aproximar la suma S por una suma parcial s„. La primera desigualdad ex- 
presa que el error S — s„ tiene el signo (— 1)", que es el del primer termino 
despreciado, ( — l)"<z„ + 1 . La segunda desigualdad afirma que el valor absoluto de 
este error es menor que el del primer termino despreciado, 

s„, n par n impar 


S-i s ti 




S?n - I 




Ficura 10.5 Demostracion de la regia de Leibniz para series alternadas. 


Demostracion. La idea de la demostracion de la regia de Leibniz es muy 
simple y esta representada en la figura 10.5. Las sumas parciales s 2n (con un 
numero par de terminos) forman una sucesion creciente puesto que s 2n+2 — s 2n = 
= a 2 n+i — a 2 n +2 > 0. Analogamente las sumas parciales s 2n _ x forman una sucesion 
decreciente. Ambas sucesiones estan acotadas inferiormente por s 2 y superiormente 
por s,. Por tanto, cada sucesion {.%„} y siendo monotona y acotada, con¬ 

verge hacia un limite, es decir s 2n -* S' y s 2n _ 1 —^► S". Pero S' = S” puesto que: 


S' - S" = lim s 2n - lim s 2n _! = lim (s 2)! - s 2n _j) = lim (-a 2n ) = 0 . 

~* co n~* co n~* co n~* co 


Indicando este limite comun por S, es claro que la serie converge y tiene por 
limite S. 

Para deducir las desigualdades en (10.48) se razona como sigue: Puesto que 
s 2 n/y s 2n _ i\ es: 


S 2n ^ S 2n+2 ^ S 


y 


^ ^ 211+1 ^ ^ 271-1 


para todo n > 1 . 
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Por tanto, se tienen las desigualdades: 

0 < S ^2n ^ *^2n+l *^2 n ~ &2n+l y ^ ^ *^2n—1 & ^ ^rt—1 *^2n @2n 9 

que consideradas conjuntamente conducen a (10.48). Con lo cual se tiene la 
demostracion eompleta. 

eiemplo 1. Puesto que l/n\ y 1/n -* 0 cuando n -* <x>, la convergencia 
de la serie armonica alternada 1— $ + £ — £ + •••, es una consecuencia inme- 
diata de la regia de Leibniz. La suma de esta serie se calculo ya en el ejemplo 4. 

ejemplo 2. La serie alternada 2 ( — l) n (log «)/« converge. Para demostrarlo 
aplicando la regia de Leibniz se ha de probar que (log n)/n -» 0 cuando n -> °o 
y que (log n)/n\. Lo primero se deduce de la ecuacion (10.11) de la Section 
10.2. Para probar lo segundo se observa que la funcion / para la cual 

f(x) = cuando x > 0 

tiene la derivada f'(x) = (1 — log x)/x 2 . Cuando x > e esta es negativa y / es 
monotona decreciente. En particular }(n + 1) < /(«) para n > 3. 

ejemplo 3. Como consecuencia de la regia de Leibniz se puede deducir tam- 
bien un Kmite importante. Sea: 



donde, en general, 

1 f "+ 1 dx 

^ 2 n—x = ~ y ® 2 n = v para n 1, 2, 3, . . . . 

Tl J 71 * 

Es facil comprobar que a n 0 cuando n oo y que a„\. Por tanto la serie 
J (— l) B_1 a„ converge. Su suma se indica por C y su suma parcial n-sima por s„. 
La suma parcial (2 n — 1) se puede expresar como sigue: 


2 „_ 1 = 1 _r^ + i r^ + ... + i _r ^ + i = 

Ji x 2J 2 x n 1 J n —i x n 

_ i , 1 , , 1 f" dx 1 , , 1 . 

-1 + 2+ " + - = 1 +2+'" + -- 1 °g«- 
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Puesto que s 2 „_! C cuando n -* oo se obtiene la siguiente formula: 


(10.49) 


\ 1 \ 
lim 1 + - + — log « I = C . 

„ I K / 


El numero C definido por este lfmite se denomina constante de Euler (indicada 
algunas veces por y). Igual que wye, este numero aparece en muchas formulas 
anah'ticas. Su valor con diez cifras decimales exactas es: 0,5772156649. Un pro- 
blema interesante, todavi'a sin resolver, es averiguar si la constante de Euler es ra¬ 
tional o irrational. 

La relation (10.49) tambien puede expresarse como sigue: 


1 

(10.50) ^ - = log n + C + o(l) cuando n -> oo . 

fc=i 

De esto se deduce que la razon (1 + i + . . . + l/n)/log n 1 cuando n °9, 
de modo que las sumas parciales de la serie armonica son asintoticamente iguales a 
log n. Esto es, tenemos 



*=i 


cuando n 


oo . 


La relation (10.50) no solo explica por que la serie armonica diverge, sino que 
tambien nos proporciona una idea concreta del crecimiento de sus sumas par¬ 
ciales. En el proximo ejemplo utilizamos esa relation para demostrar que la serie 
armonica alternada tiene suma igual a log 2. 


ejemplo 4. Sea s m = (— 1 ) k ~ 1 /k. Sabemos que s m tiende a un li- 

mite cuando m -* oo, y vamos ahora a demostrar que ese limite es log 2. Cuando 
m es par, sea m = 2 n, podemos separar los terminos positivos y negativos obte- 
niendo 


n a 71 i / 2w 1 n 1 \ n i 2 n 4 n i 

— 21-25 -2s-2i-2t- 

1 k =1 '*=1 k=l ' k--= 1 t=l k =1 

Aplicando (10.50) a cada suma del ultimo miembro a la derecha, obtenemos 
s 2re = (log 2 n + C + o(l)) - (log n + C + o ( 1)) = log 2 + o(l), 


con lo que s 2n -* log 2 cuando n °o. Esto demuestra que la suma de la serie 
armonica alternada es log 2. 
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10.18 Convergencia condicional y absoluta 


A pesar de ser la serie armonica alternada 2 ( — l) n_1 / n convergente, la 
serie que se obtiene sustituyendo cada termino por su valor absoluto es divergente. 
Esto prueba que en general la convergencia de 2 a » no implica la convergencia 
2 IEn sentido contrario se tiene el siguiente teorema: 


teorema 10.15. Si 2 \a n \ converge, tambien converge 2 a n y tenemos 


(10.51) 


OO 


E« 


00 


<2KI- 


Demostracion. Supongamos primero que los terminos a„ son reales. Sea 
b„ = a„ + |a„|. Demostraremos que ^b„ converge. Se deduce entonces (segun el 
teorema 10.2) que 2 a„ converge debido a que a„ = b n — \a„\, 

Puesto que b n es 0 6 2\a n \ tenemos 0 < b„ < 2 |a„|, y por tanto 2 \°n\ do- 
mina 2 ■ Por consiguiente 2 b n converge y, como ya se ha dicho, esto implica la 

convergencia de 2 ° n ■ 

Supongamos ahora que los terminos a„ son complejos, pongamos a„ = u„+iv„ 
siendo u» y v n reales. Puesto que |u n | < \a n \, la convergencia de 2 \° n \ implica la 
convergencia de2l w «l> a su vez implica la convergencia de 2 u n ya que u„ es 
real. Analogamente, 2 v n converge. En virtud de la linealidad, la serie 
2 (u n + iv n ) converge. 

Para demostrar (10.51), observemos que l2*=i a k \ < 2t=i Kl> Y hagamos 
luego que n -> °o . 


definicion. Una serie 2 a „ se Hama absolutamente convergente si 2 \° n \ 
converge. Es condicionalmente convergente si 2 a„ converge y en cambio 2 |a„| 
diverge. 

Si £ a„y £ b n son absolutamente convergentes, lo mismo le ocurre a la serie 
2 (««-. + flb„) cualesquiera que sean ay/?. Esto se deduce inmediatamente de las 
desigualdades 

.1/ M M oo oo 

2 |aa„ + z?b n I < l«l 2 l fl »l + I/ 5 ! 2 l^nl < 1*1 E l fl nl + 101 E l b «l > 

n—1 n —1 n=l «=1 1 

que demuestran que las sumas parciales de 2 + 0 W estan acotadas. 


10.19 Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel 

Los criterios de convergencia vistos en las Secciones anteriores que fueron 
desarrollados para series de terminos no negativos tambien pueden usarse para 
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averiguar la convergencia absoluta de una serie de terminos complejos cuales- 
quiera. En esta Seccion exponemos dos criterios que se utilizan a menudo para 
determinar la convergencia en el caso en que una serie no converja absoluta- 
mente. Ambos criterios hacen uso de una identidad algebraica llamada formula 
de sumacion parcial de Abel, en memoria del matematico noruego Niels Henrik 
Abel (1802-1829). Dicha formula es parecida a la de la integration por partes y 
puede enunciarse como sigue. 

TEOREMA 10.16. FORMULA DE SUMACION PARCIAL DE ABEL. Sean {fl„} y 
{b„} dos sucesiones de numeros complejos, y llamemos 

n 

A n 2 ®k * 

k= 1 


Tenemos entonces la identidad 

(10.52) |>A = A nb n+ 1 +iX-(b* - b k+ ,). 

k=l k= 1 

Demostracion. Si defmimos A 0 — 0 , entonces ak = A k — Ak-i para cada 
k — \, 2, .... n, asi que tenemos 

n n n n 

®k^k = 2 (A/c A k _i)b k ^ A k b k 2 A kbk+i ~b A n b n _^i , 

A:=l k= 1 k=l k = \ 


que nos da (10.52). 

Si hacemos que n -* en (10.52), vemos que la serie 2 a A converge si 
convergen simultaneamente la serie A k (b k — bk+A y la sucesion {A„b„+,}. 
Los dos criterios que siguen dan condiciones suficientes para que estas converjan. 

teorema 10.17. criterio de dirichlet. Sea ^ a n una serie de terminos 
complejos cuyas sumas parciales forman una sucesion acotada. Sea {b„} una 
sucesion real decreciente que converge hacia 0. Entonces la serie 2 a nb„ converge. 


Demostracion. Usando la notacion del teorema 10.16, existe un M > 0 tal 
que \A„\ <M para todo n. Por consiguiente AA+, 0 cuando n oo. Para 
establecer la convergencia de 2 tenemos que demostrar tan solo que la 
serie 2 A k (b k — bk+A es convergente. Puesto que b n \ , tenemos la desigualdad 


\ A kif } k b k+ 1 )| < M(b k b k+1 ). 
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Pero la serie 2 (&« — 6*+,) es una serie telescopica convergente que domina 

2 ^k(Pk ~ b k+ 1) . 

Esto implica la convergencia absoluta y por tanto la convergencia de 2 ^k(P * — ^+i)- 

TEOREMA 10.18. criterio de abel. Sean £ a„ una serie convergente de 
terminos complejos y {b n } una sucesion monotona convergente de terminos rea¬ 
les. Entonces la serie 2 a tP n converge. 

Demostracion. Utilizamos otra vez la notacion del teorema 10.16. La con¬ 
vergencia de %a n implica la de la sucesion {A„} y por tanto la de la sucesion 
{A„b„+ 1 }. Asimismo, { A „} es una sucesion acotada. El resto de la demostracion 
es semejante a la del criterio de Dirichlet. 

Para aplicar el criterio de Dirichlet, necesitamos conocer algunos ejemplos 
de series con sumas parciales acotadas. Naturalmente, toda serie convergente tiene 
esa propiedad. Un ejemplo importante de serie divergente con sumas parciales 
acotadas es la serie geometrica 2 *"> en la que x es un numero complejo con 
|*| = 1 pero x ¥= 1. El teorema que sigue nos proporciona una cota superior para 
las sumas parciales de esta serie. Cuando |x|' = 1, podemos escribir x — e 2W , 
siendo 6 real, y tenemos el siguiente 


teorema 10.19. Para todo 6 real no multiplo entero de n, tenemos la iden- 
tidad 


(10.53) 



fc—i 


sen nO e n„+i)o 
send 


a partir de la cual obtenemos la acotacidn 

o 0 - 54 ) 2>”’ 

k = 1 

Demostracion. Si * ¥= 1, las sumas parciales de la serie geometrica vienen 
dadas por 

s” - 1 
x-l ‘ 
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Poniendo x = e 2W en esta formula, donde 6 es real pero no multiplo entero de it, 
encontramos 


2 


e 2M 


e 2ive - 1 
e 2ie - 1 


e '" fl _ g-*«« 



gi(n+l)8 


sen nd ^un+ue 
sen 6 


Esto demuestra (10.53). Para deducir (10.54), observemos tan solo que |sen nd | < 1 
y IgHn+i)^ _ i 


ejemplos. Supongamos que {b,,} es una sucesion decreciente de numeros 
reales con lfmite 0. Tomando a n = x n en el criterio de Dirichlet, siendo x com- 
plejo, |*| = 1, x 1, encontramos que la serie 

(10.55) I bnX n 

n—1 


converge. Observese que la regia de Leibniz para series alternadas es tan solo el 
caso particular en el que * = — 1. Si escribimos x = e ie , siendo 6 real pero no 
multiplo entero de 2 tt, y consideremos las partes real e imaginaria de (10.55), de- 
ducimos que las dos series trigonometricas 

00 oo 

^b n cosnd y 2 b„sennO 

n =1 n =1 


convergen. En particular cuando b„ = n ", siendo * > 0, encontramos las si- 
guientes series convergentes: 



71=1 


2 cos nQ 
n a 


2 


sen nd 
n* 


n=l 


Cuando a > 1, convergen absolutamente ya que estan dominadas por 2 n ~ x - 


10.20 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 32, determinar la convergencia o divergencia de las series 
dadas. En caso de convergencia, determinar si la serie converge absoluta o condicionalmente. 


1. 


” (_l )n +i 

£-> V« 

n= 1 



n —1 


n + 100 
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sc i-ir - 1 

' Z, n s ' 

n —1 

4 V (_,)»/ ■' 3 ' 5 ' ( 2w ~ -D\ 8 . 

Z/ M 2 ■ 4 • 6 ■ - - (2«) / 

« = 1 

j)n(n-l)/2 


18. (* — COS “) • 

n=l ' * 

00 

19. 'V ( — 1)" arctan-. 

■4-* 2« + 1 


s. 2(-i)> 


2n + 100\ 
3« 4- 1 


ZjVm-C-iv 

V(-D" 

8 - 2 ^ • 

?i—i 

00 2 

2 rr 

«=1 

y (~l) n 
2-i log ( e n + e~ n ) ' 

n. <zlZL_ 

-Z n log 2 (n + 1) 

12 f ( ~ ir - 

Z log (1 + 1 /n) 

^(-1 ) n « 37 

,3 ' Z(TMjT' 

«=1 

r ,i+1 x 

i4. y (-o n —</*. 

H-l 

00 

15. ^ sen (log «). 

M —1 

16. 'V log («sen -) . 

S ' "/ 

17. ^ ( - 1)" ( 1 - wsenij . 

n =1 ' n ' 


20. ^ (~l) n - arctan (log n) j . 

2U ^ l0§ (* + l sen "l) ’ 

22 -| Sen (-+i^)- 

^<n(l + 1/2 + ■ • • + 1 In) 

U= 1 

24. 2(-'>" [«-('+;) • 

V (-D n 
Z(« +(-])")* 

n—1 

Z /„1°0\ 

26. 2(-i)" ( "- 1,/2 br • 

n—1 ' ' 

2 l\/n si n es i 
a n , donde a„ = 

1/„2 „ r,« 


1/n si n es un cuadrado 


28. ^ « n , donde o„ = 

-•iH” 

n=l x ' 

2 00 sen(l//i) 
n 

n = 1 

3i - 2(* ~" sen J) • 

n =1 x ' 

32 V 1 ~ n sen(l/n) 
Z < n 


\jn 2 si n no es un cua¬ 
drado 

l/n 2 si n es impar 
— 1 /tj si n es par 
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En los Ejercicios del 33 al 48, determinar el conjunto de todos los complejos z para los 
que la serie converge. 


33 


V (* -1)" 

2 (tT+2)! ' 

n =0 

41 - l)n 
Z—r n 


35 


36. 


37. 


38 


39 


(2z + 3)" 


. ^ n n z n . 

n =\ 

2 °° ( —l)"z 3n 
— 

n = 1 

2 z" 

3" ’ 

w=0 
00 

2 z n 
«" ‘ 

n - 1 

y (-0 B 

Zw z 4- n ' 

W= 1 
00 

V Z 1 2n + 

00 

■Z ' + 17Vt 

«=1 ' 

En los Ejercicios 47 y 48 determinar el conjunto de todos los numeros reales x para 
los que la serie converge. 


2 « + 1 


V J_L 

ZZ n log (n + 1) ' 

v (~D n a -*\ w 

' Z<2n - l \1 + z) ‘ 

M=1 ' 7 

co n 

Sfe) 

00 / 

ZZ n + 1 \2z + 1 


44. 




00 1 

46 - 2 (1 +| 2 |*)» • 


47 


2”sen" x 


2 2 “ sen™* v 7"sen 

48 -2-^ • 

n=l n = 1 

En los Ejercicios del 49 al 52, se supone que las series tienen los terminos reales. 

49. Si a„ > 0 y ^ a n converge, probar que ^ 1 la n diverge. 

50. Si ^ \ a n\ converge, probar que ^ a \ converge. Dar un contraejemplo en el que ^ a \ 
converge y sin embargo ^ I a n \ diverge. 

51. Dada una serie convergente ^ a n cn 1® 9 ue ca da a„ > 0, probar que 2 a n n ~ T con¬ 
verge si p > |. Dar un contraejemplo para p = 5 . 

52. Decidir si es cierta o falsa cada una de las siguientes proposiciones: 

(a) Si Va„ converge absolutamente, tambien converge absolutamente ^ a 3 /(I + a 2 n ). 

(b) Si 2, a « conver 8 e absolutamente, y para ningun n es a„ = — 1, entonces^ a n/0 + a n ) 
converge absolutamente. 


* 10.21 Reordenacion de series 

El orden de los terminos en una suma finita puede alterarse sin que por ello 
quede afectado el valor de la suma. En 1833 Cauchy hizo el sorprendente descu- 
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brimiento que eso no siempre es cierto para las series. Por ejemplo, consideremos 
la serie armonica alternada 

(10.56) 1 — I + 5 — i + 5 — i + — • • • = log 2 . 

La convergencia de esa serie hacia la suma log 2 se demostro en la Section 10.17. 
Si reordenamos los terminos de esa serie, tomando alternativamente dos terminos 
positivos seguidos de uno negativo, obtenemos una nueva serie 

(10.57) 1 + i — 2+i + y — i + i + i 1 ! - i+d-' ’ ’ • 


Cada termino de la serie armonica alternada se presenta exactamente una sola 
vez en esta reordenacion, y viceversa. No obstante con facilidad se puede demos- 
trar que esta nueva serie tiene una suma mayor que log 2. Se procede asi: 

Designemos por t„ la suma parcial n-sima de (10.57). Si n es multiplo de 3, 
pongamos n = 3m, la suma parcial t 3m contiene 2m terminos positivos y m nega¬ 
tives y viene dada por 


= ^ __i_v—=/V - - V —\_-V- = V---V- 

! 2,2k-i 2,2k IZfc 2,2k) ~22,k~2,k i2,k 

*~1 k =1 '*:=! ' k~ 1 fc=l 1 


IV- 

2 2,k' 

k =1 


En cada una de las tres ultimas sumas, utilizamos la relation asintotica 


n i 
V' 1 


V - = log n + C + o( 1 ) cuando n co , 
* ^ /c 


obteniendo 

t 3m = (log 4m + C + o(l)) - £(log 2m + C + o(l)) - £(log m + C + o(l)) = 
= | log 2 + o(l). 

Asi pues t 3m ->• l log 2 cuando m - > co. Pero t 3m+1 = t 3m + 1/(4m + 1) y 
hm-i — t 3 m —1 /(2m), con lo que t 3m+1 y t 3m -i tienen el mismo limite que t 3m 
cuando m -> oo. Por consiguiente, toda suma parcial t„ tiene como limite f log 2 
cuando n -*■ oo, con lo cual la suma de la serie (10.57) es f log 2. 

El ejemplo anterior demuestra que la reordenacion de los terminos de una 
serie convergente puede alterar su suma. A continuacion demostraremos que esto 
puede ocurrir tan solo si la serie dada es condicionalmente convergente. Esto es, 
la reordenacion de una serie absolutamente convergente no altera su suma. Antes 
de demostrarlo, precisaremos lo que se entiende por reordenacion. 
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definicion. Designemos por P = {1, 2, 5 ,...} el conjunto de los enteros 
positivos. Sea f una funcion cuyo dominio sea P y cuyo recorrido sea P, y supon- 
gamos que f tiene la propiedad siguiente: 

m # n implica f(m) ¥= f(n). 

Una tal funcion f se llama permutacion de P, o aplicacion uno a uno de P en si 
mismo. Si 2 a n y ^,b„ son dos series tales que para todo n > 1 tenemos 

t>n — a f(n) 

para una cierta permutacion f, entonces la serie 2 es una reordenada de 
la 2 a n • 


ejemplo. Si 2 a n representa la serie armonica alternada (10.56) y Ji, 
es la serie (10.57), tenemos b„ = siendo / la permutacion definida por las 
formulas 

f(3n + 1) = 4n + 1 , f(3n + 2) = 4n + 3 , f(3n + 3) = In + 2 . 

teorema 10.20. Sea 2 a n un a serie absolutamente convergente que tenga 
suma s. Entonces toda reordenada de ^ a „ tambien converge absolutamente y tiene 
suma S'. 

Demostracion. Sea J b n una reordenada, pongamos b n = «/<„). Observe- 
mos primero que 2 b n converge absolutamente porque 2 I^J es una serie de ter- 
minos no negativos cuyas sumas parciales estan acotadas superiormente por 

Para demostrar que ^b n tiene tambien suma S, introducimos 

n n n go 

s* A n = Za k , y 

k —1 fc—1 fc=l fr=l 

Pero A n -> S y A*->S* cuando n -*■ oo. Por consiguiente, dado un e > 0 cual- 
quiera, existe un N tal que 

y |4 - S*| < - . 

2 ' 2 

Para este valor /V podemos elegir M de modo que 

{1, 2,. . . , TV} £ {/(l),/(2), . . . ,/(A/)} . 



504 


Sucesiones, series, integrates impropias 


Esto es posible debido a que el recorrido de / contiene todos los enteros positivos. 
Si n ^ M, tenemos 


(10.58) \B n -S\ = \B n -A N +A N - S| ^ \B n - A N \ + \A N - S\ < \B n - A„\ + * . 


Pero tambien tenemos 


\&n ~ A n \ 


n N 

2 ^*. — 


14=1 4=1 


n 

2 a /<4> ~ 


14=1 


2«4 


4=1 


Los t&minos a lt ..., a N desaparecen en la sustraccion, con 1 q que resulta 


I B n — A n \ <, la^-nl + l a Af+2l + ' ‘ — Mjv — S*\ < ^ ‘ 


Combinando este resultado con (10.58), vemos que \B„ — S| < € para todo n > M, 
lo que significa que B n -> S cuando n~* <x>. Esto demuestra que la serie reordenada 
2 K tiene suma S. 

La hip6tesis de la convergencia absoluta en el teorema 10.20 es esencial. 
Riemann descubrio que una serie copdicionalmente convergente de terminos reales 
siempre se puede reordenar de manera que resulte una serie que converja y tenga 
una suma prefijada. El razonamiento de Riemann se basa en una propiedad de las 
series condicionalmente convergentes de terminos reales. Tales series 2 a » tienen 
infinitos terminos positivos e infinitos terminos negativos. Consideremos las dos 
nuevas series 2 a t Y 2 a n obtenidas tomando solo los terminos positivos o sqlo 
los negativos. Con mayor precision, definimos a+ y a~ como sigue: 


(10.59) 




a„ = 


Si a n es positivo, = a n y a~ = 0; si a„ es negativo, a~ = a n y a+ = 0. Las dos 
nuevas series 2 a t Y estan relacionadas a la serie dada 2 a„ del modo si- 
guiente. 


teorema 10.21. Dada una serie 2 a n de terminos reales, dejinamos a\ y a n 
mediante (10.59). 

a) Si 2 a n es condicionalmente convergente, las dos series 2 y 2 di¬ 
ver gen. 
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b) Si Z a„ es absolutamente convergente, las dos series Z a ty Z a n conver- 
gen, y tenemos 

OC 00 00 

(10.60) I «„ = !«: + 2 a~. 

7i=l ?(=1 n=l 

Demostracion. Para demostrar la parte a) observemos que Z \ a n converge 
y Z W a n\ diverge. Por lo tanto, en virtud de la propiedad de linealidad (teorema 
10.3) Z a n diverge y Z a n diverge. Para demostrar la parte b), observamos que 
las dos series Z k a n y Z i \ a n\ convergen, asi que segun la linealidad (teorema 
10.2) las dos series Z a t y Z a n convergen. Puesto que a n = a\ + a~ , obtenemos 
tambien (10.60). 

Podemos ahora demostrar facilmente el teorema de reordenacion de Riemann. 

teorema 10.22. Sea Z a n una serie condicionalmente convergente de termi- 
nos reales, y sea S un numero real dado. Existe una reordenacion Z b n deZ a n 
aue converge hacia la suma S. 

Demostracion. Definamos a+ y a~ como se indico en (10.59). Las dos series 
Z a n y Z a n divergen ya que Z a„ es condicionalmente convergente. Reordena- 
mos Z a n como sigue: 

Tomemos, ordenados, los suficientes terminos positivos a+ para que su suma 
exceda a S. Si es el numero de terminos positivos necesarios tenemos 

V\ Q 

Z a n> s pero Z a n< s si <? < Pi ■ 

71=1 71=1 

Siempre es esto posible ya que las sumas parciales de Z tienden a + co. 
A esta suma anadimos los terminos negativos a~ estrictamente necesarios, por 
ejemplo n x terminos negativos, de modo que la suma resultante sea menor que S. 
Esto es posible ya que las sumas parciales de a~ tienden a — co. Asi pues, te¬ 
nemos 


3>i n\ 2>i m 

Z a t + Z a n< S P er ° Z fl n + Z a n >! S Si m < ll x . 

n= 1 7i = l 71=1 77=1 

Repetimos el proceso, anadiendo los terminos positivos necesarios para hacer que 
la suma exceda a S, y luego los negativos precisos para que la suma sea menor 
que S. Continuando de este modo, obtenemos una reordenada Z b n ■ Cada suma 
parcial de Z b n difiere de S a lo sumo en un termino a+ o en un a~ , Pero a r 0 
cuando n -* co ya que Z a n converge, con lo que las sumas parciales de Z b„ 
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tienden a S. Esto prueba que la serie reordenada 2 b n converge y tiene suma S, 
como se afirmo. 


10.22 Ejercicios varios de repaso 


1. a) Sea a v = Vn + 1 — Vn. Calcular lim^oo a n . 

b) Sea a„ = (n + l) e — n c , donde c es real. Determinar los valores de c para los que la 
sucesion { a„ } converge y aquellos para los que diverge. En el caso de la convergencia, 
calcular el h'mite de la sucesion. Recuerdese que c puede ser positivo, negativo o nulo. 

2. a) Si 0 < x < 1, demostrar que (1 + x“)V” converge cuando n —> co y calcular su 
h'mite. 

b) Dados a > 0, b > 0, calcular lim + b n ) Un . 

3. Una sucesion { a„ } se define en forma recurrente en funcion de a, y a 2 por las formulas 


a n +1 


a n + a n -1 
2 


para n ^ 2 . 


a) Suponiendo que {a„} converge, calcular el h'mite de la sucesion en funcion de a 1 

y « 2 - 

El resultado es una media aritmetica ponderada de a, y a 2 . 

b) Demostrar que para cualesquiera a 1 y a 2 la sucesion {a„} converge. Se puede suponer 
que a 1 < a 2 . [ Indicacidti: Considerar {a 2 „} y {a 2n+1 } separadamente.] 

4. Una sucesion {*„} esta definida por la siguiente formula de recurrencia: 

*1 = 1, *„+i = Vl + x n . 

Demostrar que la sucesion converge y hallar su h'mite. 

5. Una sucesion {*„} esta definida por la siguiente formula de recurrencia: 

. _ . , 1 1 1 

*o 1 , *i — 1 , — H-. 

* 71+1 *77 

Demostrar que la sucesion converge y hallar su h'mite. 

6. Sean {«„} y {b n } dos sucesiones tales que para cada n se tiene 

e n = a n + e n 


a) Demostrar que a„ > 0 implica b„ > 0. 

b) Si a„ > 0 para todo n y si ^ a n converge, demostrar que 2 (b„/a„) converge. 
En los Ejercicios del 7 al 11, averiguar la convergencia de las series que se dan. 

CO 

7 - % (vTT72 - n) - 9 - 2 dog I W” ■ 

co _ _ 

8. ^ n s (Vn + 1 — 2\/« + V n — 1). 

77=1 


Z, (log n) l0E " 

71 = 2 

» I 

'• 2^+i 7 " ' 
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11. XiT=i a n > siendo a, = 1/n si n es impar, a„ = 1/n 2 si rt es par. 

12. Demostrar que la serie 


2 (vV + 1 - V n a ) 

n=0 


converge para a > 2 y diverge para a = 2. 

13. Dado a, > 0 para cada n. Dar una demostracion o un contraejemplo para cada una 
de las proposiciones siguientes. 

a) Si a n diverge, entonces a\ diverge. 

b) Si a n converge, entonces a r ,jn converge. 

14. Hallar todos los valores reales de c para los que la serie ^“ =1 («!) c /(3fl)! converge. 

15. Hallar todos los enteros a > 1 para los que la serie 2”=i ( w 0 3 /(o«)! converge. 

16. Sean n x < n 2 < n 3 < ... aquellos enteros positivos que no contienen el 0 en su repre¬ 
sentation decimal. Asi por ejemplo, n t = 1, n 2 = 2, ..., « 9 = 9, n 10 = 11, .... 

n lg = 19, «, a = 21, etc. Demostrar que la serie de los reciprocos 2*=t 1 l n k converge y 

tiene una suma menor que 90. 

[ Indication : Emplear la serie 9 ^n=o 0V 10)" que domina la serie en estudio.] 

17. Si a es un numero real arbitrario, sea s„(a) = 1“ + 2“ + •••+ n“. Determinar el si- 
guiente limite: 


lim 

n— oo 


s n (a + 1 ) 

ns n (a) 


(Considerar los valores positivos y negativos de a asi como a = 0.) 

18. a) Si p y q s6n enteros fijos, p > 1, demostrar que 


lim 

n-*°o 



b) La serie que sigue es una reordenada de la serie armonica alternada en la que apare- 
cen alternativamente tres terminos positivos seguidos de dos terminos negativos: 

1 + i + i — i — l+y + a + A — e — i + + + — —•••• 

Demostrar que la serie converge y que su suma es log 2 + \ log 

[Indication : Considerar la suma parcial ss„ y utilizar la parte a).] 

c) Reordenar la serie armonica alternada, escribiendo alternativamente p terminos positi¬ 
vos seguidos de q terminos negativos. Aplicar entonces la parte a) para demostrar que 
esta serie reordenada converge y tiene como suma log 2 + | log (p/q). 
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10.23 Integrales impropias 

El concepto de integral § b a f(x)dx se introdujo en el capitulo I con las restric- 
ciones de que la funcion / estuviera definida y acotada en un intervalo finito 
[a, &]. El objeto de la teori'a de la integracion se puede extender si se aflojan 
estas restricciones. 

Para empezar, se puede estudiar el comportamiento de j \f(x) dx cuando 
b + oo. Esto conduce a la nocion de integral infinita o tambien llamada inte¬ 
gral impropia de primera especie y que se indica por el simbolo J* fix) dx. Otra 
extension se obtiene cuando se toma el intervalo [a, b] finito, pero / no esta 
acotada en el intervalo. La nueva integral asi obtenida (con un paso a limite 
adecuado) se denomina integral impropia de segunda especie. Para distinguir 
las integrales del capitulo 1 de las integrales impropias, a las primeras se les suele 
llamar integrales «propias». 

Muchas funciones importantes en el Analisis se presentan como integrales 
impropias de una u otra clase, y se hace un estudio detallado de estas funciones 
en cursos superiores de Calculo. Aqui se consideraran solo los aspectos mas ele- 
mentales de la teori'a, y solo se daran algunas defmiciones, teoremas y ejemplos. 

Es evidente que las defmiciones correspondientes a las integrales impropias 
tienen un gran parecido con las de las series infinitas. Por tanto, no es sorprendente 
que muchos de los teoremas elementales sobre series tengan su replica en la teoria 
de las integrales impropias. 

Si la integral propia J‘/(x) dx existe para cada b > a, se puede definir una 
nueva funcion / como sigue: 

1(b) =| f(x) dx para cada b > a . 

* a 

La funcion / asi definida se denomina integral infinita o integral impropia de 
primera especie y se indica por medio del simbolo J f(x)dx. La integral se dice 
que es convergente si el limite 

(10.61) lim 1(b) = lim [ b f(x)dx 

&-++OC &-++0C -a 

existe y es finito. En caso contrario se dice que la integral J" f(x) dx es diver- 
gente. Si el limite en (10.61) existe y es igual a A, se dice que el numero A es el 
valor de la integral y se escribe: 

f f(x) dx = A . 

J a 

Esta definicion es analoga a la dada para las series infinitas. Los valores 
de la funcion 1(b) juegan el mismo papel que las «sumas parciales», por lo que 
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se las llamara «integrales parciales». Observese que el sfmbolo f(x) se usa 
tanto para la integral como para el valor de la integral cuando esta converge. 
(Comparese con la observacion hecha hacia el final de la Seccion 10.5.) 


ejemplo 1. La integral impropia Jj° at * dx diverge si s < 1 y converge si 
s > 1. Para demostrarlo, observese que: 


I V- - l 
m=j b i x-‘ dx =l i -* 

\log b 


si s / 1 , 
si s = 1 . 


Por tanto, 1(b) tiende a un limite finito si y solo si s > 1, en cuyo caso el limite es: 



x 3 dx 


1 


s — 1 ‘ 


El comportamiento de esta integral es analogo al de la serie correspondiente a la 
funcion zeta, £(s) = n~ s . 


ejemplo 2. La integral J” sen x dx diverge puesto que: 

1(b) = j" sen x dx = 1 — cos b , 
y no tiende a ningun limite cuando b -*■ + oo. 

Las integrales infmitas de la forma «, f(x) dx se definen de manera analo- 
ga. Ademas, si /£.„ j(x) dx y f(x) dx son ambas convergentes para un c, se 
dice que la integral f(x) dx es convergente y su valor se define como la suma: 

(10.62) I f(x) dx = | f(x)dx+ ( f(x)dx. 

v — oo d — oc d c 

(Es facil demostrar que es independiente de la eleccion de c.) La integral 
f”oo /(*) dx se dice que diverge si una por lo menos de las integrales del segundo 
miembro de (10.62) diverge. 
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eiemplo 3. La integral e-«M dx converge si a > 0. En efecto, si 
b > 0, se tiene: 

r» ri> „-<& _ i i 

e~ aM dx = e~ ax dx = --- — - cuando b -* oo . 

Jo Jo —a a 

Por tanto, <?~ aW converge y su valor es 1/a. Por otra parte, si b >0, se 
tiene: 

f° e -a\x\ _ f e ax dx = — f e~ ai dt— f e~ at dt. 

J—b j-b J b J 0 

Por tanto, f£co e~ alxl dx tambien converge y su valor es 1/a. Es decir, se tiene 
e~ a ^ dx = 2/a. Observese, sin embargo, que la integral $f x e- ax dx di¬ 
verge puesto que e~ ax dx diverge. 

Como en el caso de las series, se tienen tambien en el caso de las integrales 
impropias diversos criterios de convergencia. El mas sencillo de ellos se refiere a 
ifttegrandos positivos. 

teorema 10.23. Si la integral propia /(x) dx existe para cada b > a y si 
fix) > 0 para todo x >0, entonces J" fix) dx converge si y sdlo si existe una 
constante M > 0 tal que: 

|/(x) dx < M para cada b > a . 

Este teorema es la base del siguiente criterio de comparacion. 

TEOREMA 10.24. Si la integral propia }(x) dx existe para cada b > a y si 
0 <f(x) < g(x) para todo x> a, donde J” g(x) dx converge, entonces J* f(x) dx 
tambien converge y 


j J fix ') dx < j a g { x ) dx . 


Nota. Se dice que la integral J® g(x) dx domina la integral J® f(x) dx. 

teorema 10.25. criterio de comparaci6n del lImite. Si las dos inte¬ 
grales propias f a f ( x ) dx y J* g ( x ) dx existen para cada b > a, siendo f(x) > 0 y 
gix) > 0 para todo x > a, y si 

(10.63) Jim = c , donde c ^ 0, 

*-+« g(x) 

entonces las integrales /“ f(x)dx,yff g(x) dx oconvergen ambas c divergen ambas. 
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Nota. Si el limite en (10.63) es 0, solo se puede concluir que la convergencia de 
fa g( x ) dx implica la convergencia de J® f{x)dx. 

Las demostraciones de los teoremas del 10.23 al 10.25 son analogas a los de 
los correspondientes de series y se dejan como ejercicios. 

ejemplo 4. Para cada real s, la integral J" e~ x x s dx converge, como resulta 
de la comparacion con /“ x ~ 2 dx puesto que e~ x x s /x ~ 2 —>■ 0 cuando x ->- + oo. 

Las integrales impropias de segunda especie se pueden introducir como 
sigue: Se supone que / esta definida en el intervalo semiabierto (a, b], y que la 
integral J!j f(t) dt existe para cada x que satisface a < x < b. Se define entonces 
una nueva funcion 1 de la manera siguiente: 

J(x) = I /(f) dt si a < x < b . 

J X 

La funcion I asf definida se denomina integral impropia de segunda especie y 
se indica por el sfmbolo fl+f(t) dt. Se dice que la integral converge si el limite 

(10.64) lim/(x) = lim f b f(t) dt 

ai-»a+ x-*a+ •'x 


existe y es finito. Si esto no ocurre se dice que la integral JJ+/(f) dt diverge. 
Si el limite en (10.64) existe y es igual a A, el numero A se dice que es el valor 
de la integral y se escribe: 

A. 


ejemplo 5. Sea /(f) = t~ s si t > 0. Si b > 0 y x > 0 se tiene: 

(b 1 - 3 - x 1 " 8 • ^ , 

r b - SI S ^ 1 , 

/(x) = ) r s dt = 1 - S 

(log b — log x si s = 1 . 


Cuando x 0 +, I(x) tiende a un limite finito si y solo si s < 1. Por tanto, la 
integral /„+ t~ s dt converge si s < 1 y diverge si s > 1. 

Este ejemplo se podria tratar de otra forma. Si se hace la sustitucion f =1 /u, 
dt = —u~ 2 du, se obtiene: 
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Cuando x 0 + , i/x -* +<x> y por tantofo+ t~ s dt = u s ~ 2 du, siempre que la 
ultima integral converja. En virtud del ejemplo 1, esta converge si y solo si 
s — 2 < — 1, es decir, s < 1. 

El ejemplo anterior ilustra un hecho geometrico notable. Considerese la 
funcion / definida por fix) = x~ 3li para 0 < x < 1. La integral J£ + fix) dx con¬ 
verge, pero la integral JJ+ -nf\x) dx diverge. Geometricamente, esto significa que 
el conjunto del piano limitado por el eje x, y = fix), x = 0 y x = 1 tiene area 
finita, pero que el solido obtenido por su rotacion alrededor del eje x tiene 
volumen infinito. 

Las integrales impropias de la forma $ b a ~f( 0 dt se definen de manera ana- 
loga. Si las dos integrales $ c a+ f(t)dt y P c ~f(t)dt son ambas convergentes, se 
escribe 

j o 7/(odt = /; + /(odt+j;7o)d t . 

Nota. Algunos autores escriben en vez de JJJ- . 

La definicidn se puede extender (de manera obvia) a un numero finito cual- 
quiera de sumandos. Por ejemplo, si f no esta definida en dos puntos c < d 
interiores a un intervalo [ a , 6] se dice que la integral impropia j b f(t) dt con¬ 
verge y tiene el valor $ c a ~f(t)dt + $ d r ~f(t)dt + f‘ + f(t)dt, siempre que cada 
una de estas integrales converja. Aun mas, se pueden considerar combinaciones 
«mixtas» tales como f a ..f(t) dt -f J* f{t)dt que se escribe Sa+f(Odt o combina¬ 
ciones «mixtas» de la forma $ b ~f(t)dt + $ Q b+ f(t)dt + ^ fit) dt que se escribe 
simplemente J” fit) dt. 

ejemplo 6. La funcion gamma. Si s > 0, la integral JjJl dt conver¬ 
ge. Esta integral se ha de interpretar como una suma, de la forma: 

(10.65) dt + J" dt. 

La segunda integral converge para todo real s, en virtud del ejemplo 4. Para 
estudiar la primera integral se pone t = 1/w y se observa que: 

n ri/x 

J* e-'f- 1 dt = J x du . 

Pero ffe-'^u-’-'du converge para s > 0 por comparacidn con u^ 1 du. p 0 r 
tanto, la integral JJ + e-fi 8-1 dt converge para s > 0. Cuando s > 0 la suma 
en (10.65) se indica por T(j). La funcidn r asf definida se llama funcidn gamma, 
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introducida por primera vez por Euler en 1729. Tiene la propiedad im- 
portante que T(« + 1) — nl cuando n es un entero cualquiera >0. (Para la 
demostracion, vease Ejercicio 19 de la Seccion 10.24.) 

Los criterios de convergencia dados en los teoremas 10.23 al 10.25 tienen 
analogos para las integrales impropias de segunda especie. El lector no tendra 
dificultad en formular el mismo tales criterios. 


10.24 Ejercicios 

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 10 estudiar la convergencia de la integral im- 


propia correspondiente. 



'J 

rv *. 

0 Vx i + 1 

6 J 

f 1 log* 

- -= dx. 

0 +Vx 

2 -j 

■® J 

e x dx. 

— CO 

7 'J 

L 106 * i 

'o+ 1 - * 

3 'J 

P 1 dx 

S 'J 

r * , 

l vV + l 

Leo cosh x 

4. 

J 

* co j 

dx. 

o \e x 

9 'J 

p- dx 
'o+ V 7 * log. 

5. 

~—=dx. 

'o+ V* 

10. 

f°° dx 

l a * (log *)‘ 


11. Para un cierto valor real C, la integral 



2x + I 


dx 


converge. Determinar C y calcular la integral. 

12. Para un cierto valor real C, la integral 

x C \ 

2x 2 +2 C~ x + 1 / dx 

converge. Determinar C y calcular la integral. 

13. Para un cierto valor real C la integral 



r*( 1 

o \V1 + 2x 2 


x + 1 


dx 


converge. Determinar C y calcular la integral. 
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14. Hallar los valores de a y b tales que 



2x 2 + bx + a 
x(2x + a) 



dx = 1 . 


15. iPara que valores de las constantes a y b existe y es igual a 1 el limite siguiente? 


16. a) Demostrar que 


lim 

»-»+«> 


v x 3 + ax 2 + bx 
—-—:— dx 

X 2 + X + 1 


1 C~ h dx 

T 1 dx\ 


r 

Hm — 

+ 

1 

II 

o 

y que 

lim 

ft—*0+ \ J—1 x 

A X I 


A-M-® 


b) Decir si convergen o divergen las siguientes integrales impropias. 


ndx 

J-i* 



sen x dx. 


17. a) Demostrar que la integral fj + (sen x)/xdx converge. 

b) Probar que lim xJ*i(cos t)/t 2 dt = 1. 

c) Decidir si la integral JJ + (cos t)/t 2 dt converge o diverge. 


18. a) Si / es monotona decreciente para todo x > 1 y si f(x) —* 0 cuando x —* + <», 
demostrar que la integral J* f(x) dx y la serie ^ }(n) son ambas convergentes o ambas 
divergentes. 

[ Indication: Recuerdese la demostracidn del criterio de la integral ] 


b) Dar un ejemplo de una funcion f no monotona para la cual la serie f(n) converja 
y la integral j j f(x) dx diverja. 

19. Sea r(s) = t s ~ x e~ t dt para s > 0 (funcidn gamma). Aplicar la integracion por partes 
para probar que r(s + 1) = sr(s). Despues demostrar por induccion que T(n + 1) = n\ 
para n entero positivo. 

Cada uno de los Ejercicios 20 al 25 contiene una proposicion, no necesariamente cierta, 
sobre una funcion / defmida para todo x > 1. En cada uno de ellos, n representa un entero 
positivo, y /„ la integral Jj f(x) dx que se supone que existe siempre. De cada una dar la 
demostracion o un contraejemplo. 

20. Si / es monotona decreciente y si lim f n existe, entonces la integral J® f(x) dx 
converge. 

21. Si lim x —oo/(x) = 0 y lim „-. x h = A, entonces J* j(x) dx converge y su valor es A. 

22. Si la sucesion {/„} converge, la integral f * f(x) dx converge. 

23. Si / es positiva y si lim= A, entonces J* f(x) dx converge y vale A. 
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24. Supuesto que f'(x) existe para cada x > 1 y que existe una constante M > 0 tal que 
\f'(x)\ < M para todo x > 1; si lim n _, a /„ = A la integral Jf f(x) dx converge y su valor 
es A. 

25. Si ji f(x) dx converge, entonces lim x _oo/(x) = 0. 




11 

SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 


11.1 Convergence puntual de sucesiones de funciones 

En el capitulo 10 hemos considerado sucesiones cuyos terminos eran numeros 
reales o complejos. Ahora queremos considerar sucesiones {/„} cuyos terminos 
sean funciones reales o complejas que tengan un dominio comun en la recta real 
o en el piano complejo. Para cada x del dominio, podemos construir otra suce¬ 
sion {/„(*)} de numeros cuyos terminos son los correspondientes valores de las 
funciones. Designemos con S el conjunto de puntos x para los que esta sucesion 
converge. La funcion / definida en S por la igualdad 

f(x) = lim f n (x) si xeS , 

n-* oo 

se llama la funcion limite de la sucesion {/„}, y decimos que la sucesion {/„} 
converge puntualmente hacia / en el conjunto S. 

El estudio de tales sucesiones esta en principio relacionado con el tipo de 
pregunta siguiente: Si cada termino de una sucesion {/„} tiene una cierta propie- 
dad, como, por ejemplo, la continuidad, la derivabilidad o la integrabilidad, i,en 
que condiciones se conserva esa propiedad en la funcion limite? Por ejemplo, si 
cada funcion f„ es continua en un punto x, (.lo es tambien la funcion limite /? 
El ejemplo que sigue demuestra que, en general, no lo es. 

ejemplo 1. Sucesion de funciones continuas con funcion limite discontinua. 
Sea f„(x) = x” si 0 < x < 1. En la figura 11.1 se han representado algunos ter¬ 
minos. La sucesion {/„} converge puntualmente en el intervalo cerrado [0, 1], y 
su funcion limite / viene dada por la formula 


f(x) = lim x” 

n~* oo 


si 0 < x < 1 , 
si x = 1 . 


■517 
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Observese que la funcion limite / es discontinua en 1, si bien cada termino de la 
sucesidn es continua en todo el intervalo [0, 1]. 

ejemplo 2. Sucesidn para la que lim $Zf n (x) dx =£ P lim f„(x) dx. Sea 

71-+CO U 'n~* CO 

f n (x) = nx(\ — x 2 )" para 0 < x < 1. En este ejemplo, la sucesion {/„} converge 
puntualmente hacia una funcion limite / que es cero en todo pun to del intervalo 
cerrado [0, 1], En la figura 11.2 se han representado los primeros terminos de 
la sucesidn. La integral de f„ en el intervalo [0, 1] viene dada por 



n (1 — x a ) n+1 n 

2 n + 1 o 2(n + 1) 


Por consiguiente tenemos lim dx = pero lim /„(x) dx = 0. Dicho 

de otro modo, el limite de las integrales no es igual a la integral del limite. Este 



Figura 11.1 Sucesidn de funciones continuas Figura 11.2 Sucesidn de funciones para 
con funcidn limite discontinua. la que }„ —* 0 en [0, 1] pero 

JJ/n -*■ i cuando n—>«>. 


ejemplo prueba que las dos operaciones de «paso al limite» e «integracion» no 
siempre son intercambiables. (Ver tambien los ejercicios 17 y 18 de la seccion 
11.7) 

George G. Stokes (1819-1903), Phillip L. v. Seidel (1821-1896), y Karl 
Weierstrass fueron los primeros en comprobar que se necesitaba alguna condicion 
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adicional para justificar el intercambio de esas operaciones. En 1848, Stokes y 
Seidel (independientemente y casi al mismo tiempo) introdujeron un concepto 
ahora llamado convergencia uniforme y demostraron que para una sucesion unifor- 
memente convergente las operaciones de paso al h'mite e integracion pueden inter- 
cambiarse. Mas tarde Weierstrass demostro que el concepto es de gran importan- 
cia en Analisis superior. En la Seccion proxima introducimos el concepto y demos- 
tramos su relacion con la continuidad y la integracion. 


11.2 Convergencia uniforme de sucesiones de funciones 

Sea {/„} una sucesion que converge puntualmente en un conjunto S hacia una 
funcion llmite /. Segun la definicion de h'mite, eso significa que para cada x de S 
y para cada e > 0 existe un entero N, que depende de x y de e, tal que 
| f„(x) — f(x) | < e con tal que n^> N. Si el mismo N sirve para todos los puntos x 
de S, entonces la convergencia se llama uniforme en S. Esto es, tenemos la si- 
guiente 

definicion. Una sucesion de funciones {/„} se llama uniformemente con¬ 
vergente hacia f en un conjunto S si para todo e > 0 existe un N (dependiente tan 
solo de «) tal que n > N implica 

\f„(x) — /(*)[ < e para todo x de S. 

Expresamos simbolicamente eso escribiendo 

f»~* f uniformemente en S. 



Figura 11.3 Significado geometrico de la convergencia uniforme. Si n > N, toda la grafica 
de cada f„ esta situad'a a distancia menor que e de la grafica de la funcion limite f. 

Cuando las funciones f„ son de valores reales, existe una interpretacion geo- 
metrica sencilla de la convergencia uniforme. La desigualdad j n {x) — f{x) < e es 
equivalente al par de desigualdades 


f(x) - e </„(a) < f(x) + e . 
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Si estas son ciertas para todo todo x de S, entQnces toda la grafica de f„ 

correspondiente a S esta en una banda de altura 2e simetricamente situada res- 
pecto de la grafica de /, como se indica en la figura 11.3. 


11.3 Convergencia uniforme y continuidad 

Demostramos a continuacion que la convergencia uniforme transmite la con¬ 
tinuidad de los terminos de la sucesion {/„} a la funcion h'mite /. 

teorema 11.1. Si f n ~* f uniformemente en un intervalo S y cada funcion 
f„ es continua en cada punto p de S, la funcion limite f tambien es continua en p. 

Demostracion. Probaremos que para todo e > 0 existe un entorno N(p) 
tal que |/(jc) — f{p)\ < esiempre que x e N(p) n S. Si t > 0 esta dado, existe 
un entero N tal que n > N implica 

l/n(x) — /(x)| < ^ para todo x de S . 

Puesto que fs es continua en p, existe un entorno Nip) tal que 
l/iv( x ) ~ fs(P)\ < - para todo x deJV(p) n S . 

Por lo tanto, para todo x de N(p) n S, tenemos 

l/W -f(p)\ = I fix) -/vW +/*<*) -f\(p) +Mp) -f(p) I < 

< l/W -/vWI + 1/vW -Up) I + l Mp) -f(p )\. 

Puesto que cada termino del segundo miembro es <e/3. encontramos 
l/W ~f(p) I < e, lo cual completa la demostracion. 

El teorema anterior tiene una aplicacion importante a las series de funciones. 
Si los valores de las funciones /„(*) son sumas parciales de otras funciones, por 
ejemplo 

/*W = 2 “*W . 

fc=l 

y si f n ~* f puntualmente en S, tenemos entonces 

f(x) = lim f n (x) = ^ m*W 

n-f °° fc=l 
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para cada x de S. En este caso, se dice que la serie J converge puntualmente 
hacia la funcion suma /. Si /„ f uniformemente en S, decimos que la serie 2 "a- 
converge uniformemente hacia /. Si cada termino Uk es una funcion continua en un 
punto p de S, cada suma parcial f„ tambien es continua en p con lo que, en virtud 
del teorema 11.1, obtenemos el siguiente corolario. 

teorema 11.2. Si una serie de funciones 2 u t converge uniformemente 
hacia la funcion suma f en un conjunto S, y si cada termino Uk es continuo en un 
punto p de S, la suma f tambien es continua en p. 

Nota: Tambien podemos expresar simbolicamente este resultado escribiendo 

OC CC 

lim J u k (x) = ^ lim u k (x). 

x-'i>k=l A'=l a 

Expresamos esto diciendo que para una serie uniformemente convergente podemos inter- 
cambiar el simbolo de paso al limite con el de sumacion, o que podemos pasar al 
limite termino a termino. 


11.4 Convergencia uniforme e integracion 

El siguiente teorema demuestra que la convergencia uniforme nos permite 
intercambiar el simbolo de integracioh con el de paso al limite. 

teorema 11.3. Supongamos que f„ f uniformemente en un intervalo 
[a, b], y que cada funcion f„ es continua en \_a, b], Definamos una nueva sucesion 
{g„} mediante 

g n (x) = £7,(0 dt si x e [«, b], 

y pongamos 

g(X> = J f(t)dt . 

Entonces g„ g uniformemente en [a, 6], Simbolicamente, tenemos 

lim \ X f n (t) dt = | X lim f n {t)dt. 

n -oo Ja »-oo 

Demostracion. La demostracion es muy sencilla. Dado e > 0, existe un en- 
tero N tal que n > N implica 

f n (0 — fit 1 < —-— para todo r de [a, b] . 

b — a 
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Luego, si x e [a, b] y si n > N, tenemos 


l*«W - g<»l = f (/»(0 - /(0) dt \< f |/„(0 - /(Ol dt < f dt = € , 

' Ja \ Ja Ja b Cl 

con lo que gn g uniformemente en [a, b]. 

Otra vez, como corolario, tenemos un resultado analogo para las series. 


teorema 11.4. Supongamos que una serie de funciones 2 converge uni¬ 
formemente hacia la funcion suma f en un intervalo [ a, b], siendo cada Uk con- 
tinua en [a, &]. Si x e [a, 6], definimos 

g„(x) = 2 f u*(f) dt y g(x) = f /(f) dt. 

k=lJa Ja 

Entonces gn^* g uniformemente en [a, 6]. Dicho de otro modo, tenemos 
lim 2 Pu*(f) dt = f’lim fu k (t)dt 

it-* oo fc=l J a Ja n-*oofc=l 

0 

oo rx co 

2 “*(0 ^ = 2 “*( 0 dt • 

fc—1 •'a * a 

Demostracidn. Apliquemos el teorema 11.3 a la sucesion de sumas parciales 
{/„} dada por 

fnO ) = 2 U k (t) , 
k=l 


y observemos que JS/ n (0 * = 2?=i JS M *(0 dt. 

Con frecuencia el teorema 11.4 se expresa diciendo que una serie uniforme¬ 
mente convergente puede integrarse termino a termino. 


11.5 Una condicion suficiente para la convergencia uniforme 

Weierstrass indico un criterio para probar que ciertas series son uniforme¬ 
mente convergentes. El criterio es aplicable siempre que la serie dada pueda ser 
dominada por una serie numerica de terminos positivos. 
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teorema 11.5. criterio M de weierstrass. Dada una serie de funciones 
X 11 n que converge puntualmente hacia una funcion f en un conjunto S. Si existe 
una serie numerica convergente de terminos positivos X tal que 

0 <. \u„(x)\ < M n para todo n > 1 y todo x de S, 
entonces la serie X u n converge uniformemente en S. 

Demostracidn. El criterio de comparacion prueba que la serie 2 u n( x ) con¬ 
verge absolutamente para cada x de S. Para cada x de S, tenemos 


f(x) - X U k (x) 
1 



00 

— 

2 u k(x) 
1 


< 2 I«*(*)! < 2 M k ■ 

fc=n+l fc=n-fl 


Puesto que la serie 2 converge, para cada e > 0 existe un entero N tal que 
n > N implica 


Esto prueba que 


oo 


X M k < 

fc=n+l 


e . 


n 


f(x) - 2 «t(x) 

fr—1 


< € 


para todo n > N y todo x de S. Por lo tanto, la serie 2 u n converge uniformepiente 
hacia / en S. 


La derivacion termino a termino de una serie funcional cualquiera es asunto 
mas delicado, en cuanto a la conservacion de propiedades, que la integracion ter¬ 
mino a termino. Por ejemplo, la serie Xn=i ( sen nx)/n 2 converge para todo valor 
de x ya que es dominada por 2 l/” 2 - Ademas, la convergencia es uniforme en 
todo el eje real. No obstante, la serie obtenida derivando termino a termino es 
2 (cos nx)/n, y esta diverge cuando x = 0. Este ejemplo demuestra que la deri- 
vacion termino a termino puede destruir la convergencia, aun cuando la serie 
original sea uniformemente convergente. Por consiguiente, el problema de justi- 
ficar el intercambio de las operaciones de derivacion y sumacion es, en general, 
mas serio que en el caso de la integracion. Con este ejemplo el lector puede com- 
probar que las manipulaciones corrientes con sumas finitas no siempre pueden 
efectuarse con series, incluso en el caso en que las series de que se trate sean 
uniformemente convergentes. A continuacion no referimos a unas series de fun¬ 
ciones de tipo especial, llamadas series de potencias, que pueden manejarse en 
muchas ocasiones como si fueran sumas finitas. 
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11.6 Series de potencias. Circulo de convergencia 

Una serie de la forma 

2 a n (z - a) n = a 0 + a x (z - a) + ■ ■ • + a n (z - af + • • ■ 

«= 0 

se llama serie de potencias de z — a. Los numeros z, a, y los coeficientes a„ son 
complejos. Con cada serie de potencias esta asociado un circulo, llamado circulo 
de convergencia, tal que la serie converge absolutamente para todo z interior al 
mismo, y diverge para todo z exterior. El Centro del circulo es a y su radio r se 

Region de 
divergencia 


a\ = r 


Figura 11.4 Circulo de convergencia de una serie de potencias. 



llama radio de convergencia. (Ver figura 11.4.) En casos extremos, el circulo 
puede reducirse a un solo punto a, en cuyo caso r = 0, o puede consistir en todo 
el piano complejo, en cuyo caso decimos que r = +oo. La existencia del circulo 
de convergencia se demuestra en el teorema 11.7. 

El comportamiento de la serie en los puntos frontera del circulo no puede 
predecirse. Con ejemplos se ve que puede haber convergencia en ninguno, en 
alguno, o en todos los puntos frontera. 

Para gran parte de las series de potencias que en la practica se presentan, el 
radio de convergencia puede determinarse mediante el criterio del cociente o el 
de la ralz, como en los ejemplos que siguen. 


ejemplo 1. Para hallar el radio de convergencia de la serie de potencias 
aplicamos el criterio del cociente. Si z ¥= 0, la razon de terminos conse- 
cutivos tiene como valor absoluto 


z 


n +1 


n ! 


n + r 


(n + 1)! z n 
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Puesto que este cociente tiende hacia 0 cuando n oo, llegamos a la conclusion 
de que la serie converge absolutamente para todo complejo z^O. Tambien con¬ 
verge para z = 0, con lo que el radio de convergencia es + oo. 

Puesto que el termino general de una serie convergente debe tender a 0, el re- 
sultado del ejemplo anterior prueba que 


lim — = 0 

n-oo n\ 

para todo z complejo. Esto es, n\ «crece mas rapidamente» que la potencia rc-sima 
de cualquier numero complejo z fijo cuando n -» oo. 

ejemplo 2. Para averiguar la convergencia de la serie ^, n 2 3 n z n , utilizamos 
el criterio de la raiz. Tenemos 

(« 2 3" |z|") 1/n = 3 |z| n 2 > n -* 3 |z| cuando n -* oo , 

ya que « 2/n = (« 1/n ) 2 y n 1/n -> 1 cuando n oo. Por consiguiente, la serie con¬ 
verge absolutamente si |z| < J- y diverge si jz| > §. El radio de convergencia es 
Esta serie de potencias diverge en todo punto frontera debido a que, si |z| = 
el termino general tiene valor absoluto n 2 . 


ejemplo 3. Para cada una de las series 2 z n /« y 2 z"/« 2 , el criterio del 
cociente nos dice que el radio de convergencia es 1. La primera diverge en el 

punto frontera z = 1 pero converge en todos los demas puntos frontera (ver 

Seccion 10.19). La segunda serie converge en todo punto frontera puesto que es 
dominada por 2 l/” 2 - 

Terminamos esta Seccion demostrando que toda serie de potencias posee circu¬ 
lo de convergencia. La demostracion se apoya en el teorema siguiente. 

teorema 11.6. Si la serie de potencias 2 a n z ” converge en un punto z ¥= 0, 
por ejemplo para z = z 1( se tiene: 

a) La serie converge absolutamente para todo z siendo ]z] < zj. 

b) La serie converge uniformemente en todo disco circular de centro en 0 

y radio R < \z 1 \. 

Demostracion. Puesto que 2 a n z j converge, su termino general tiende hacia 
0 cuando n -> oo. En particular, \a n z*\ < ] a partir de un cierto n > N. Sea S un 
circulo de radio R, siendo 0 < R < \z t \. Si z e S y n > N, tenemos |z| < R y 


z 

n 

Z 

n 

R 


< 


< 


Zl 

Zl 


Zl 


donde 




R 

Zl 
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Puesto que 0 < t < 1, la serie 2 es dominada por la serie geometrica con- 
vergente 2 *"• En virtud del criterio M de Weierstrass, la serie 2 a n z ” converge 
uniformemente en S. Esto prueba b). El razonamiento prueba tambien que la 
serie 2 <W B converge absolutamente para cada z de S. Pero ya que cada z tal 
que |z[ < |zj| esta en un cierto circulo S de radio R < |zj, esto prueba tambien 
la parte a). 

TEOREMA 11.7. EXISTENCIA DE UN CIRCULO DE CONVERGENCIA. Si la Serie 
de potencias 2 a n zn converge por lo menos para un z ¥= 0, por ejemplo para 
z = z x , y diverge por lo menos para un z, por ejemplo para z — z 2) existe un nu- 
mero real positivo r tal que la serie converge absolutamente si |z| < r y diverge si 
|z| > r. 

Demostracion. Designemos con A el conjunto de todos los numeros positivos 
|z| para los que la serie de potencias 2 converge. El conjunto A no es vacio 
ya que, por hipotesis, contiene |zj,|. Asimismo, ningun numero de A puede ser ma¬ 
yor que |z 2 |(debido al teorema 11.6). Luego, |z 2 j es una cota superior de A. Puesto 
que A es un conjunto no vaci'o de numeros positivos acotado superiormente, tiene 
extremo superior que designamos con r. Es evidente que r > 0 ya que r > |z a |. 
En virtud del teorema 11.6 ningun numero de A puede superar a r. Por consi- 
guiente, la serie diverge si |z| > r. Pero es facil demostrar que la serie converge 
absolutamente si |z| < r. Si |z| < r, existe un numero positivo x en A tal que 
|z| < x < r. Segun el teorema 11.6, la serie 2 a n zn converge absolutamente. Esto 
completa la demostracion. 

Como es natural, existe un teorema analogo para series de potencias de z — a 
que puede deducirse del caso que acabamos de tratar, introduciendo el cambio de 
variable Z = z — a. El circulo de convergencia tiene su centro en a, como se ve 
en la figura 11.4. 


11.7 Ejercicios 

En los Ejercicios del 1 al 16, determinar el radio de convergencia r de las series de po¬ 
tencias que se dan. En los Ejercicios del 1 al 10, averiguar la convergencia en los puntos 
frontera si r es finito. 



n-o 


00 


‘2 

n=o 


Z n 

(n + 1)2” 


>■2 

n —o 

CO 

-2 


(z + 3) n 
(n + 1)2”' 

( —l) n 2 2n z 2n 


2 n 
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5. 2 H — (—2) n ]z n . 

n =l 

^n!z" 

6 'Z^' 

n= l 

(-l) n (z + l) n 


+1 


'• 2 ^ 

n —o 
co 

8. 2 a"' 2 ”’ 


v («!) 2 
3. > —— z n . 

Z, (2»)! 

71=1 

Z' 3V«z« 

.Z « 


0 < a < 1. 


11 


■2 


1 • 3 • 5 ■ • • (2« - 1) 
2 • 4 • 6 ■ • ■ (2«) 


IV s2 

1 + - z". 


“•2 
71=1 
00 

13. 2 ( s ena«)z", a > 0. 

71=0 

00 

14. 2 (senho/7)z", a > 0. 


15. 


2 


a" + b n ’ 


a > 0, b > 0. 


V> /a" b n \ 

16 - Z (7 + ^) zn ’ 

.. . 11=1 v ' 

17. Si /„(x) = nxe~ nxl para n = l, 2, .... y x real, demostrar que 

lim f f n (x) dx * I lim f n (x) dx . 

n-* co Jo Jo n—x> 


Este ejemplo demuestra que las operaciones de integration y de paso al h'mite no siem- 
pre pueden intercambiarse. 

18. Sea /„(*) = (sen nx)/rt, y para cada x real fijo sea j(x) = lim^* /„ (x). Demostrar que 


lim/;(0) */'(o). 


Este ejemplo prueba que las operaciones de derivation y de paso al h'mite no siempre 
pueden intercambiarse. 

19. Demostrar que la serie 2n=i (sen "x)/n 2 converge para todo real x, y designemos su 
suma con /(x). Demostrar que / es continue en [0, it], y utilizar el teorema 11.4 para 
demostrar que 

f* V 1 

J /W *-2 

77 = 1 

20. Se sabe que 


2 


cos nx 



si 


0 < * ^ 2tt . 
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Utilizar esta formula y el teorema 11.4 para deducir las siguientes formulas 



n =l 


® 2 ( 2 ^ 3 = 52 - 

«=1 


11.8 Propiedades de las funciones representadas por series reales de potencias 

En esta Seccion nos limitamos a series reales de potencias, esto es a series de la 
forma 2 a n {z — a) n en las que z, ay los coeficientes a„ son todos numeros reales. 
Escribiremos x en lugar de z. El cfrculo de convergencia limita en el eje real un 
intervalo (a — r, a + r) simetrico respecto al punto a; a tal intervalo lo llamamos 
intervalo de convergencia de la serie real de potencias 2 a »( x ~ «)"• El numero r 
se llama radio de convergencia. (Vease figura 11.5). 



a -r a a + r 

Figura 11.5 Intervalo de convergencia de una serie real de potencias. 


Cada serie real de potencias define una funcion suma cuyo valor en cada x 
del intervalo de convergencia viene dado por 

/(x) = f a n (x - a) n . 

71=0 

Se dice que la serie representa la funcion f en el intervalo de convergencia, 
y se la denomina el desarrollo en serie de / segun las potencias de a. 

Existen dos problemas basicos acerca de los desarrollos en serie de potencias 
que aqui nos interesan: 

1) Dada la serie, hallar propiedades de la funcion suma /. 

2) Dada una funcion /, ver si puede ser o no representada por una serie de 
potencias. Resulta que solo algunas funciones especiales poseen desarrollo en serie 
de potencias. Sin embargo la clase de tales funciones contiene la mayor parte de 
los ejemplos que se presentan en la practica, y por tanto su estudio es de gran 
importancia. Volvamos ahora a la discusion de la cuestion 1). 

El teorema 11.6 nos dice que la serie de potencias converge absolutamente 
para cada x del intervalo abierto (a — r, a + r), y que converge uniformemente 
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en todo subintervalo cerrado [a — R, a + /?], donde 0 < R < r. Puesto que cada 
termino de la serie de potencias es una funcion continua en todo el eje real, resulta 
del teorema 11.2 que la funcion suma / es continua en todo subintervalo cerrado 
[a — R, a + /?], y por tanto en el intervalo abierto {a — r, a + R). Asimismo, 
el teorema 11.4 nos dice que podemos integrar la serie de potencias termino a ter¬ 
mino en todo subintervalo cerrado [a — R, a + /?]. Estas propiedades de las fun¬ 
ciones representadas por series de potencias quedan concretadas en el teorema 
siguiente. 

teorema 11.8. Si una funcion f esta representada por la serie de potencias 

OO 

(11.1) fix) = 2 °n( X - ^ 

71—0 

en un intervalo abierto (a — r, a + r), es continua en ese intervalo, y su integral 
en cualquier subintervalo cerrado puede calcularse integrando la serie termino a 
termino. En particular, para todo x de (a — r, a + r), tenemos 



2 2,ftf*- 


a) 


n+1 


n =0 


El teorema 11.8 tambien demuestra que el radio de convergencia de la serie 
integrada es por lo menos igual al de la serie original. Demostraremos ahora que 
ambas series tienen exactamente el mismo radio de convergencia. Demostremos 
primero que una serie de potencias puede derivarse termino a termino en el interior 
de su intervalo de convergencia. 


teorema 11.9. Sea f la funcion representada por la serie (11.1) en el inter¬ 
valo de convergencia (a — r, a + r). Entonces tenemos: 

a) La serie derivada 2»T=i na f x ~ fl )“ 1 tiene tambien radio de conver¬ 
gencia r. 

b) La derivada f'(x) existe para cada x del intervalo de convergencia y viene 
expresada por 


00 

fix) = 2 na n (x - a)”- 1 . 

71=1 


Demostracion. Para simplificar, supongamos en la demostracion a — 0. 
Demostremos primero que la serie derivada converge absolutamente en el intervalo 
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(— r, r). Elijamos cualquier x positivo tal que 0 < x < r, y sea h un numero po¬ 
sitive* tal que 0<x<x + h<r. Entonces las series de f(x) y de f(x + h) son 
absolutamente convergentes. Luego, podemos escribir 

(11 2) /(* + h) ~ fix) (x + h) n — x n 

h Z° n h 

n=0 

La serie del segundo miembro es absolutamente convergente ya que es una com- 
binacion lineal de series convergentes. A continuation apliquemos el teorema del 
valor medio para escribir 


(x + h) n - x n = hnc ”- 1 , 

donde x < c n < x + h. Luego, la serie (11.2) es identica a la serie 
(11.3) 2 ” a n c " 1 

n=1 

que debe ser absolutamente convergente, puesto que la de la igualdad 11.2 lo es. 
La serie (11.3) no es ya una serie de potencias, pero domina la serie de potencias 
2 na„x n ~ 1 , con lo que esta ultima serie debe ser absolutamente convergente para 
ese valor de x. Esto demuestra que el radio de convergencia de la serie derivada 
2 na„x B_1 es por lo menos igual a r. Por otra parte, el radio de convergencia de 
la serie derivada no puede exceder a r porque esta serie derivada domina la ori¬ 
ginal 2 a nX n . Esto prueba la parte a). 

Para demostrar la parte b), sea g la funcion suma de la serie derivadaj 

g(x) = f 

n= 1 

Aplicando el teorema 11.8 a g, podemos integrar termino a termino en el intervalo 
de convergencia obteniendo 

f g(t) dt = 2 a nX n = f(x) - a 0 . 

Jo n—l 

Puesto que g es continua, el primer teorema fundamental del Calculo nos dice que 
fix) existe y es igual a g(x) para cada x del intervalo de convergencia. Esto de¬ 
muestra b). 

Nota: Puesto que toda serie de potencias 2 <J„(x — a)” puede obtenerse derivando su 
serie integrada, 2 a„(x — a)' ,+ '/(n + 1), el teorema 11.9 nos dice que las dos series 
tienen el mismo radio de convergencia. 
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Los teoremas 11.8 y 11.9 justifican las manipulaciones formales de la 
Section 10.8 en donde obtuvimos varios desarrollos en serie de potencias utilizando 
la derivacion y la integration termino a termino de la serie geometrica. En par¬ 
ticular, estos teoremas establecen la validez de los desarrollos 


log (1 + x) = 


00 

2 


(~l)”x " +1 
n + 1 


y 


arctan x = 


00 

2 


(-l)V n+1 

2n + 1 


siempre que x este en el intervalo abierto — 1 < x < 1. 

Como una consecuencia mas del teorema 11.9, obtenemos que la funcion 
suma de una serie de potencias tiene derivadas de todo orden y que pueden ser 
calculadas por derivacion reiterada termino a termino de la serie de potencias. 
Si f(x) = 2 °n{x — a) n y derivamos esta formula k veces y ponemos luego x — a 
en el resultado, encontramos que f m (a) = k\ak, con lo cual el coeficiente L-esimo 
ak viene dado por la formula 

a k = t —^ para k = 1, 2, 3,- 

kl 

Esta formula tambien es valida para k — 0 si interpretamos / (0) (a) como f(a). Asf 
pues, el desarrollo de f en serie de potencias tiene la forma 

(11.4) m='2 J -^f+(x-a) k . 

k =0 

Esta propiedad puede formularse como un teorema de unicidad para los desarro¬ 
llos en serie de potencias. 

teorema 11.10. Si dos series de potencias J a„(x — a) n y 2 b»(x — a)" 
tienen la misma funcion suma f en un cierto entorno del punto a, entonces las 
dos series son iguales termino a termino; en realidad, tenemos a„ = b„ = / (n) («)/«! 
para cada n > 0. 

La igualdad (11.4) demuestra tambien que las sumas parciales de una serie 
de potencias son sencillamente los polinomios de Taylor de la funcion suma en el 
punto a. En otras palabras, si una funcion / es representable por una serie de 
potencias en un intervalo (a — r, a + r), entonces la sucesion de polinomios de 
Taylor {T„f(x; a)} engendrada en a por / converge puntualmente en ese intervalo 
hacia la funcion suma /. Ademas, la convergencia es uniforme en todo subintervalo 
cerrado del intervalo de convergencia. 
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11.9 Serie de Taylor generada por una funcion 


Volvamos ahora al segundo problema que surgio al comenzar laSeccion pre- 
cedente. Esto es, dada una funcion /, averiguar si es o no desarrollable en serie 
de potencias en un cierto intervalo abierto en torno al punto a. 

Sabemos por lo que se acaba de demostrar que tal funcion debe tener nece- 
sariamente derivadas de todo orden en un cierto intervalo abierto en torno al 
punto a y que los coeficientes de su desarrollo en serie de potencias son los dados 
por la igualdad (11.4). Supongamos, entonces, que partimos de una funcion / 
que tenga derivadas de cualquier orden en un intervalo abierto en torno al pun¬ 
to a. Diremos que una tal funcion es infinitamente derivable en ese intervalo, Po- 
demos entonces formar la serie de potencias 

(ii.5) 2 /d ' 

fc =0 


Esta se llama serie de Taylor generada por f en a. Formulemos ahora dos pre- 
guntas: ^Converge esa serie para cualquier otro x distinto del x — al Si es asi, 
£su suma es igual a /(*)? Aunque sorprenda, la contestation a esas preguntas es, 
en general, «no». La serie puede ser o no convergente para x ¥= a y, si lo es, su 
suma puede o no coincidir con f(x). En el Ejercicio 24 de laSeccion 11.13 se da 
un ejemplo de una serie que converge hacia una suma distinta de f(x). 

Una condicion necesaria y suficiente para poder contestar afirmativamente 
las dos preguntas, puede conseguirse usando la formula de Taylor con resto, que 
da un desarrollo finito de la forma 


( 11 . 6 ) 


/(*) 


= v£!M(x - a? + EJx) . 


Z 

Jfc=0 


fc! 


La suma finita es el polinomio de Taylor de grado n generado por / en a, y 
E n (x) es el error cometido al aproximar / con su polinomio de Taylor. Si hacemos 
n -*■ co en (11.6), vemos que la serie de potencias (11.5) convergera hacia f(x) si 
y solo si el termino de error tiende a 0. En la Section que sigue hacemos la discu- 
sion de una condicion suficiente para que el termino de error tienda a 0. 


11.10 Condicion suficiente para la convergencia de una serie de Taylor 

En el teorema 7.6 se demostro que el termino de error en la formula de Taylor 
puede expresarse como una integral 

(11.7) E n (x) = f“(x - f)7 <n+1, (0 dt 

n]Ja 
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en cualquier intervalo en torno al punto a en el que / (n+1) sea continua. Por con- 
siguiente, si / es indefinidamente derivable, tenemos siempre esa representation del 
error, con lo que la serie de Taylor converge hacia f(x) si y solo si la integral 
tiende hacia 0 cuando n oo. 

La integral se puede poner en una forma algo mas util por medio de un cam- 
bio de variable. Escribamos 

t = x + (a — x)u , dt = — (x — a) du , 

y observemos que u varia de 1 a 0 cuando t varia de a a x. Por tanto, la integral 

(11.7) se convierte en 


(11.8) E n (x) = —-—— f u n f ln+t) [x + (a - x)u] du . 

n ! Jo 

Esta forma del error nos permite dar la siguiente condition suficiente para la con- 
vergencia de una serie de Taylor. 

teorema 11.11. Si f es infinitamente derivable en un intervalo abierto 
I = (a — r, a + r), y si existe una constante positiva A tal que 


(11.9) l/ (n) (*)| < A n para n = 1,2, 3. 

y todo x de /, entonces la serie de Taylor generada por f en a converge hacia fix) 
para cada x de I. 

Demostracidn. Utilizando la desigualdad (11.9) de la formula integral (11.8), 
obtenemos la estimation 


0 < \E n (x)\ < 



71+1 



u n du 


- a\ n+1 A n+1 _ B n+1 

(n + 1)! ”(«+!)!’ 


en donde B = A\x — a\. Pero para todo B, B n /n\ tiende a 0 cuando n~* oo, asi 
que E n (x ) 0 para cada x de I. 


11.11 Desarrollos en serie de potencias de las funciones exponencial y trigono- 
metricas 

Las funciones seno y coseno y todas sus derivadas estan acotadas por el nu- 
mero 1 en todo el eje real. Por consiguiente, la desigualdad (11.9) es valida con 
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A = 1 si f(x) — sen x o si f(x) — cos x, y tenemos los desarrollos en serie 


sen x = x 


v® 

- + --- + ••• + (-l) n_1 
3! 5! 7! 


x 8 "- 1 
(2n - 1)! 


+ ' ' ' > 


v 2 y 4 6 Y 2n 

cos X = 1 -- + --- + ••• + (-1)” — + 
2! 4! 6! (2m)! 


validos para todo x real. Para la funcion exponential, /(x) = e x , tenemos / (n) (x) = 
e* para todo x, asi que en cualquier intervalo finito (— r, r) tenemos e x < e r . Por 
consiguiente, (11.9) se satisface para A = e r . Puesto que r es cualquiera, esto de- 
muestra que el siguiente desarrollo en serie de potencias es valido para todo x real: 


e x = l + x + 



x ‘ 

+ V 

n! 


Los anteriores desarrollos en series de potencias del seno y del coseno se 
pueden tomar como punto de partida de un estudio completamente analitico 
de las funciones trigonometricas. Tomando estas series como definiciones del seno 
y del coseno, es posible deducir solo de ellas todas las propiedades analiticas y 
algebraicas de las funciones trigonometricas. Por ejemplo, de las series se de- 
ducen inmediatamente las formulas: 


sen 0 = 0, cos 0 = 1, sen (— x) = — sen x, cos (— x) = cos x, 

D sen x = cos x, D cos x = — sen x. 

Las fdrmulas de adicion se pueden obtener por medio del siguiente artificio: 
sean u y v nuevas funciones definidas por las ecuaciones: 

u(x) = sen (x + a) — sen x cos a — cos x sen a, 

v(x) = cos (x + a) — cos x cos a + sen x sen a, 

donde a es un mimero real fijo, y sea /(x) = [u(x)] 2 + [v(x)] 2 . Entonces es facil 
comprobar que u'(x) = v(x) y i/(x) = — «(x) y por tanto f\x) = 0 para todo x. 
De aquf resulta que /(x) es una constante, y puesto que /(0) = 0, ha de ser 

/(x) = 0 para todo x. Esto implica «(x) = v{x) = 0 para todo x, o de otra forma: 

sen (x + a) — sen x cos a + cos x sen a, 
cos (x + a) — cos x cos a — sen x sen a. 
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El numero n, se puede introducir como el menor numero positivo tal que 
sen x = 0 (se puede probar que existe una tal x) y despues se puede probar 
que el seno y el coseno son periodicas con peri'odo 2-n, que sen (\-n) = 1 , y que 
cos ( 577 ) = 0. Los detalles, que no se expondran aqui, se pueden encontrar en 
el libro Theory and Application of Infinite Series, por K. Knopp (Nueva York: 
Hafner, 1951). 

* 11.12 Teorema de Bernstein 

El teorema 11.11 demuestra que la serie de Taylor de una funcion / con¬ 
verge si la derivada n-sima / (ri) no crece mas rapidamente de la potencia n-sima 
de un cierto numero positivo. Otra condition suficiente para la convergencia fue 
formulada por el matematico ruso Sergei N. Bernstein (1880-). 

teorema 12.12. teorema de Bernstein. Si f y todas sus derivadas son no 
negativas en un intervalo cerrado [ 0 , r], esto es, si 

f{x) >0 y /<">(*) > 0 

para cada x en [0, r] y cada n = 1, 2, 3, ..., entonces, si 0 < x < r, la serie 
de Taylor 



k =0 


converge hacia f(x). 

Demostracion. El resultado es trivial para x = 0, asi que supongamos que 
0 < x < r. Utilicemos la formula de Taylor con resto para escribir 


n \ v/ (i, ( 0 ) k | c 

( 11 . 10 ) f(x) = 2_ ~ + tn( ' ) ’ 

0 

Demostraremos que el termino de error satisface las desigualdades 


( 11 . 11 ) 


0 < EJx) < ( 7 ) ' 


Hr)- 


Esto, a su vez, prueba que E„(x) 0 cuando n -* co puesto que el cociente 

(x/r ) n+1 -» 0 cuando 0 < x < r. 
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Para demostrar (11.11), utilizamos la forma integral del error que- se da en 
( 11 . 8 ) con a — 0 : 

„n+l r 1 

E„(x) = - uj <n+v (x — XU ) du . 

n 1 Jo 

Esta formula es valida para cada x del intervalo cerrado [0, r]. Si x # 0, ponemos 

FJx) = f \ n f {n+1 \x - xu) du . 

x + n!Jo 

La funcidn / <n+1) es monotona creciente en el intervalo [0, r] ya que su derivada es 
no negativa. Por consiguiente, tenemos 

/<"+ l >(x - xu) =/ (n + 1 >[x( 1 - //)] ^ / (n+1 >[r(l - «)] 

si 0 <, u < 1 , lo cual implica que F„(x) < F„(r) si 0 < x < r. Dicho de otro 
modo, tenemos E„(x)/x n+l < E„(r)/r n+1 o 

( 11 - 12 ) £„(x) ^ (^)" + 1 £„(r). 

Poniendo x = r en la igualdad (11.10), vemos que E„(r) < /(r) porque cada ter- 
mino de la suma es no negativo. Aplicando esto en (11.12), obtenemos (11.11) lo 
cual completa la demostracion. 

11.13 Ejercicios 

Para cada una de las series de potencias de los ejercicios 1 al 10 determinar el conjunto 
de todos los valores reales x para los que converge y calcular su suma. Los desarrollos en 
serie de potencias ya vistos pueden utilizarse cuando convenga. 
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' Z^ < n +3)!' 

n~ 0 

2 (x — 1)" 

STTW' 

n=u 

Cada una de las funciones de los ejercicios del 11 al 21 tiene una representacion en 
serie de potencias de x. Supuesta la existencia del desarrollo, comprobar que los coeficientes 
tienen la forma dada, y demostrar que la serie converge para los valores de x indicados. 
Cuando convenga pueden utilizarse los desarrollos ya vistos. 

2 (log a) n 

--— x n , a> 0 (todo x). [Indicacion: a x = e xloga .] 

n=0 

” x 2n+l 

12 . senh * =2, (2n + 1}! (todo x). 


” 2 in-l 

13. sen 2 * = 2^( -1 ) n+1 f2^7* 2n (todo x). [Indicacion: cos 2x = 1 - 2 sen 2 x.] 

n=i 

oo 

1 v X n 

l 4 - 2 -^=Z^ (W<2) - 


2 ( — \) n X 2n 

——: (todojx). 

n\ 

n =0 

3 v 3 2n — 1 

16. sen 3 ^ = - 2 ( - D” +1 (2 „ + 1} ; * 2n+1 

n=i 

[T+~x ^ * 2 " +1 

17 - l °zJ— x = ^ 2 ^TT (W<1) - 


(todoj x). 


x 2n+1 (todo x). 


1 + X - 2x 2 


1 °° 

=-2 [1 - ( - 2)n] x" (Ixl < i). 


[Indicacion: 3x/(l + x — 2x 2 ) = 1/(1 — x) — 1/(1 + 2x). 
12 - 5x (-l) n \ 

i 9 -— s t -j -z i+ —r <w<i) - 

«=0 x 1 

1 2 ^ 2t r(n -f- 1) 

20. - T —-—r = —= > sen--- x n (|x| < 1). 

x 2 + x + 1 V3 —J 3 

[Indicacion: x 3 — 1 = (x — l)(x 2 + x + 1).] 
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x 

21 • (1 - x)(l - A' 2 ) 



1 -(- 1 ) 


l"\ 

- JC" 


(1*1 < 1). 


22. Determinarel coeficiente a, s deldesarrolloen serie de potencias sen (2* + in)=2nLo a n x n . 

23. Sea /(x) = (2 + x 2 ) 57 . 2 Determinar los coeficientes a 0 , a, .... a 4 de la serie de Taylor ge- 
nerada por / en 0. 

24. Sea f(x) =e~ 1/x 2 si x ^ 0, y /(0) = 0. 

a) Demostrar que / tiene derivadas de todo orden en todo el eje real. 

b) Demostrar que / <n) = 0 para todo n > 1. Este ejemplo prueba que la serie de Taylor 
generada por / en torno al punto 0 converge en todo el eje real, pero que representa / 
solamente en el origen. 


11.14 Series de potencias y ecuaciones diferenciales 

A veces las series de potencias nos permiten obtener soluciones de ecuaciones 
diferenciales cuando fallan los otros metodos. En el Volumen II se da una discu- 
sion sistematica del empleo de las series de potencias en la teoria de las ecuaciones 
diferenciales lineales de segundo orden. Aqui ilustramos con un ejemplo alguna de 
las ideas y tecnicas relativas a este asunto. 

Consid 6 rese la ecuacion diferencial de segundo orden: 

(11.13) (i _ *•)/ = -2y. 

Supongamos que existe una solution, sea y = fix), que se puede expresar por 
medio de una serie de potencias en un entorno del origen, es decir: 

(11.14) y — ^ 0nX n 

71=0 

En primer lugar se han de determinar los coeficientes a 0 , a,, a 2 , ... 

Una manera de proceder es la siguiente: Derivando (11.14) dos veces, se 
ob tiene: 


y" = 2 n(n - 1 )a n x n ~ t . 

71=2 

Multiplicando por 1 — x 2 , se encuentra: 

(1 - x 2 )/' =f n (n- 1 )a„x n ~ 2 -f n (n- 1 )a n x n 

n=2 n=2 

= 2 (« + 2)(n + l)a n+ 2 x” — 2 n (n — 1 )a n x n 

n=0 7j=0 

OO 

= 2 [(” + 2 X” + l)«n +2 — n(n — l)a n ]x n . 


(11.15) 



Series de potencias y ecuaciones diferenciales 


539 


Sustituyendo cada una de las series (11.14) y (11.15) en la ecuacion diferencial se 
obtiene una ecuacion que contiene dos series de potencias, valida en un entorno 
del origen. En virtud del teorema de la unicidad, estas series de potencias han 
de ser iguales termino a termino, y se pueden igualar los coeficientes de x n obte- 
niendose las relaciones: 

(n + 2){n + 1 K +2 - n(n - 1 )a n = -2a n 
o lo que es lo mismo: 


n 2 — n — 2 _ n — 2 

an+2 ~ (n + 2)(n + l) an ~ n + 2 an ' 

Estas relaciones permiten determinar a 2 , a t , a 6 , . . . sucesivamente, a partir de a 0 . 
Analogamente, se pueden calcular a 3 , a 5 , a 7 , ... a partir de a,. Para los coeficien¬ 
tes de fndice par se tiene: 

a 2 = Q a , ^4 = 0 • <z 2 = 0 , a 6 = fl g = fljQ ==••■ = 0 . 

Los coeficientes impares son: 


1-2 -1 

fl 3 = nr2 fli = T ai ’ 


3-2 

d K do 

S 3 + 2 2 


1 (-D 


5-2 3 1 (-1) -1 

d 7 — d 5 — ’ d i — fli 

5 + 2 75 3 7-5 


y en general: 


2n - 3 

a 2n+l — . . . a in~l 

2 n+l 


2/i — 3 2/i — 5 2/i — 7 3 1 (—1) 

2/i + 12/i-12/i- 3 7 5 3 a 


Simplificando los factores comunes se tiene: 


a 2n+l — 


-1 

( 2 /i + l)( 2 /i - 1 ) 01 ' 


Por tan to la serie correspondiente a y se puede escribir como sigue: 


y 


= a 0 (l - x 2 ) - a x 2 

71=0 


1 _ 

(2/i + 1)(2« - 1) 


x 2n+1 
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La convergencia de esta serie para |x| < 1 se puede comprobar aplicando el 
criterio del cociente. Por la forma como se ha obtenido se ve que la serie satis- 
face efectivamente la ecuacion diferencial en (11.13), siendo a 0 y a x constantes 
arbitrarias. El lector puede observar que en este ejemplo particular el polino- 
mio que multiplica a 0 es el mismo una solucion de (11.13) y la serie que multi¬ 
plica flj es otra solucion. 

El metodo que se acaba de describir, se denomina metodo de los coeficientes 
indeterminados. Otro camino para obtener estos coeficientes se basa en el uso de 
la formula: 


__/ (wl ( 0 ) 


si y — /(*) 


Algunas veces las derivadas de y en el origen se pueden calcular directamente 
a partir de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, poniendo x = 0 en (11.13) se 
obtiene inmediatamente: 


y por tan to: 


/"( 0 ) = - 2 /( 0 ) = —2a 0 , 


a _A0)_ „ 

^2 — — a 0 > 

2! 


Para hallar las derivadas de orden superior se deriva la ecuacion diferencial 
obteniendo 


( 11 . 16 ) (1 - x 2 )/" - 2 xy" = -2/ . 

Poniendo x = 0 , se ve que /"'(0) = — 2/'(0) = — 2a x y por tanto a 3 = /'"(0)/3! 
= —aj/3. Derivando (11.16) se llega a la ecuacion: 

(1 - x 2 )v <4) - 4 xy'" = 0 . 

Haciendo x = 0 , resulta / ( 4 ) (0) = 0 , y por tanto c 4 = 0. Repitiendo nuevamente 
este proceso, se tiene: 


(1 - x 2 )/ 51 - 6xy {i) - 4y"' = 0, 

/ ( 5 > (0) = 4/"'(0) = -8a,, a 5 = f -^ = - g . 

y es claro que este metodo se puede repetir tantas veces como se quiera. 
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11.15 La serie binomica 

Nuestros conocimientos en series de potencias podemos tambien aplicarlos a 
la determinacion de sumas de ciertas series de potencias. Por ejemplo, haremos 
uso del teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales lineales de 
primer orden para demostrar que el desarrollo en serie binomica 

(11.17) (1 + xT = J (“)*" 

71 =0 

es valido en el intervalo |x| < 1. El exponente a es un numero real cualquiera y 
(*) representa el coeficiente binomico definido por 

(11.18) (*) - - l ) ^_ fe . Z- -g. + i ) . 

Cuando a es entero no negativo, todos los coeficientes (“) son cero salvo un 
numero finito de ellos, y la serie se reduce a un polinomio de grado x, obteniendo 
el teorema binomial ordinario. Para demostrar (11.17) para un a cualquiera, apli- 
camos primero el criterio del cociente encontrando que la serie converge absolu- 
tamente en el intervalo abierto — 1 < x < 1. Seguidamente definimos una fun 
cion / mediante la ecuacion 


(11.19) 



71=0 


Entonces demostramos que / es una solucion de la ecuacion diferencial lineal 

(11.20) / _ -— y = 0 

x + 1 

y satisface la condicion inicial /(0) = 1. El teorema 8.3 nos dice que en cualquier 

intervalo que no contenga el punto x = — 1 existe unicamente una solucion de 

esa ecuacion diferencial con y = 1 cuando x = 0. Puesto que y = (1 + x) a es 

una tal solucion, resulta que f(x) = (1 + x)“ si — 1 < * < 1. 

Por consiguiente, para demostrar (11.17) tan solo necesitamos probar que f 
satisface la ecuacion diferencial (11.20). A tal fin, necesitamos la propiedad si- 
guiente a los coeficientes binomiales: 


<-+»(„; i) 
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Esta propiedad, que es una consecuencia inmediata de la definition (11.18), es 
valida para todo real a y todo entero n > 0. Tambien puede expresarse 

( 11 . 21 ) (»+■>(„:,)+»(;)-*(;). 

La derivation de (11.19) nos da 


/,(x) “ 2 " (*)*"* - 2 ( ” + ‘’(n + l)*" ’ 

n—1 n~0 

de la que obtenemos que 

(1 + x)/'(x) = 2 { (n + 1} (n + l) + = “ 2 (n)*" = a/W ’ 


«=0 


debido a (11.21). Esto demuestra que / satisface la ecuacidn diferencial (11.20) 
y esto a su vez demuestra (11.17), 

11.16 Ejercicios 


1 . La ecuacidn diferencial (1 — x 2 )y" — 2xy' + 6y = 0 tiene una serie de potencias solu- 
ci6n fix) =£n = o a " x ’ con /(0) = 1 y /'(0) = 0. Con el mdtodo de los coeficientes inde- 
terminados obtenemos una formula recurrente que relaciona a„ +2 con a„. Determinar 
explfcitamente a„ para cada n y hallar la suma de la serie. 

2. Hacer lo mismo que en el ejercicio 1 para la ecuacidn diferencial (1— x 2 )y"— 2xy'+12y=0 
y las condiciones iniciales /(0) = 0, /'(0) = 2. 

En cada uno de los ejercicios del 3 al 9, se emplea una serie de potencias para definir 
la funcidn /. Determinar el intervalo de convergencia en cada caso y demostrar que / satis¬ 
face la ecuacidn diferencial que se indica, donde y = fix). En los ejercicios del 6 al 9, 
resolver la ecuacion diferencial y obtener despuds la suma de la serie.- 




n =0 


x 4n d*y 

(4 ri)\ : dT* ~ y ' 


OO 

4- /(*) =2 Aa ; xy'+y'-y = 0. 


1 • 4 • 7 • • ■ (3« — 2) 




y’ = x a y + b. (Hallar a y b.) 
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w ^ 2n 00 

6. f{x) =y X — ; y = 2x^. 8. f(x) =2 


(-l)"2 2n x 2: 


( 2 «)! 


n 00 

7. fix) =2^T ; y=x+j. 9. /(x)=x+2 




|2n+l 


(2/! + 1)! ’ 


y + 4^ = 0. 


y = 90 - y. 


10. Las funciones J 0 y J 1 definidas por las series 

oo g n 00 

y o( y =2 (- 1 )" (Tij^R - AW =2 ("D" „l 


)l=0 


v-2n+l 


!(« + l)!2 2n+1 


se llaman funciones de Bessel de primera especie de ordenes cero y uno, respectiva- 
mente. Se presentan en gran numero de problemas de Matematica pura y aplicada. 
Demostrar a) que ambas series convergen para todo x real; b) Jgix) = — J^x); 
ic) j 0 (x) = f(x), donde if x) = x 7 0 (x) y jiix) = xJ^x). 

11. La ecuacion diferencial 


x 2 y" + xy' + (x 2 - n 2 )y = 0 


se llama ecuacidn de Bessel. Demostrar que / 0 y f (como estan definidas en el ejer- 
cicio 10) son soluciones cuando n = 0 y 1, respectivamente. 


En cada uno de los ejercicios 12, 13 y 14, suponer que la ecuacidn diferencial daaa 
tiene una serie de potencias solucion y hallar los cuatro primeros terminos no nulos. 

12. y' = x 2 + y 2 , con y = 1 cuando x = 0. 

13. y' = 1 + xy 2 , con y = 0 cuando x = 0. 

14. y' = x + y 2 , con y = 0 cuando x = 0. 

En los ejercicios 15, 16 y 17, suponer que la ecuacion diferencial dada tiene una serie 
de potencias solucion de la forma y = 2 At*”, y determinar el coeficiente n-simo a„. 

15 . y = ay. 16. j" = xy. 17. y + xy' + y = 0. 

18. Sea f(x) =2^=0 a nX n , donde a 0 = 1 y los restantes coeficientes se determinan por la 
identidad 


e 2x = 2 + (n + l)« n +i}* n ■ 

n =0 

Calcular a 1 , a 2 , a 3 , y hallar la suma de la serie correspondiente a fix). 

19. Sea f(x) = a nX n , en donde los coeficientes a„ estan determinados por la relation 

co 

COS X = 2 a ni n + 2)x” . 
n =0 


Calcular a 5 , a 6 , y /('?r). 
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20. a) Demostrar que los seis primeros terminos de la serie binomica de (1— x) 1/2 son: 


, 1 3 5 35 63 

' + 2*+S* + T6 x +m x + 2T6 x ‘- 


b) Si a n es el tt-simo termino de esta serie cuando x = 1/50, y r„ el resto n-simo, es 
decir, para n > 0 es 


^n ^v+1 "b a n _^_2 "1" 3 "b ‘ • 

Demostrar que 0 < r„ < a„/ 49. 

[Indication: Demostrar que a„ + , < a n / 50, y mayorar r„ mediante una serie geo- 
metrica conveniente.] 

cl Comprobar la identidad 


vHo-r 

y utilizarla para calcular las diez primeras cifras decimales de s/l. 

[Indication: Aplicar las partes a) y b), conservar doce cifras decimales durante los 
calculos, y redondear los errores.] 

21. a) Demostrar que 

V3=^- 2 (i _!Zi-r /2 

1000\ 3 000 000/ 

b) Seguir el procedimiento del ejercicio 20 y calcular las quince primeras cifras deci¬ 
males correctas de \/3. 

22. Integrar la serie binomica de (1 — x 2 ) -1/2 y obtener luego el desarrollo en serie de 
potencias 


arcsenx = x 


+2 


1 • 3 • 5 ■ • • (2/7 - 1) x 2n+1 


2 • 4 ■ 6 • • ■ (2 77 ) 2n -1- 1 


(W < 1). 
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Algebra vectorial 


12.1 Introduction historica 

En los capitulos precedentes se han considerado algunos conceptos basicos 
del Calculo ilustrandolos con aplicaciones a la resolution de algunos problemas 
fi'sicos y geometricos sencillos. Otras aplicaciones del Calculo requieren ya un 
conocimiento mas profundo de la Geometria analitica y por esto se procedera 
ahora a un estudio mas detallado de algunas ideas geometricas fundamentales. 

Como ya se dijo anteriormente en este libro, el Calculo y la Geometria analitica 
estuvieron intimamente relacionados en su desarrollo historico. Cada nuevo des- 
cubrimiento en uno de ellos dio lugar a un progreso en el otro. El problema de 
trazar tangentes a las curvas se resuelve con el descubrimiento de la derivada; 
el del area conduce a la integral; y las derivadas parciales se introdujeron para 
estudiar superficies curvas en el espacio. Junto con estos descubrimientos se 
observa un desarrollo paralelo de la Mecanica y la Fisica matematica. En 1788, 
Lagrange publico su obra maestra, Mecanique analytique, que mostro la gran 
flexibilidad y la tremenda potencia alcanzada al utilizar metodos analiticos en el 
estudio de la Mecanica. Mas tarde, en el siglo xix, el matematico William Rowan 
Hamilton (1805-1865) introdujo su Theory of Quaternions, nuevo metodo y nuevo 
punto de vista que contribuyo mucho a la comprension tanto del Algebra como 
de la Fisica. Las mas notables caracteristicas del analisis de los cuaterniones y de 
la Geometria cartesiana se unieron mas tarde, en gran parte debido a los esfuer- 
zos de J. W. Gibbs (1839-1903) y O. Heaviside (1850-1925) para dar lugar a la 
llamada Algebra vectorial. Pronto se vio que los vectores eran los instrumentos 
ideales para la exposition y simplificacion de muchas ideas importantes en Geo¬ 
metria y Fisica. En este capitulo nos proponemos estudiar los elementos del Al¬ 
gebra vectorial. En el capitulo 13 se dan aplicaciones a la Geometria analitica. 
En el capitulo 14 se combina el Algebra vectorial con los metodos del Calculo, 
y se dan aplicaciones a la Geometria y a la Mecanica. 
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Existen tres modos esencialmente distintos para introducir el Algebra vecto¬ 
rial: geometricamente, analiticamente y axiomaticamente. En la introduccion 
geometrica, los vectores se representan por segmentos orientados, o flechas. Las 
operaciones algebraicas con vectores, tales como la adicion, sustraccion y multi- 
plicacion por numeros reales, se definen y estudian por metodos geometricos. 

En la introduccion analitica, los vectores y las operaciones se expresan me- 
diante numeros, llamados componentes. Las propiedades de las operaciones con 
vectores se deducen entonces a partir de las propiedades correspondientes de los 
numeros. La descripcion analitica de los vectores surge espontaneamente de la 
representacion geometrica en cuanto se introduce un sistema coordenado. 

En la introduccion axiomatica, no se intenta describir la naturaleza de un 
vector o de las operaciones algebraicas con vectores. En lugar de ello, los vectores 
y las operaciones con ellos se imaginan como conceptos no definidos de los que 
nada se sabe excepto que satisfacen un cierto conjunto de axiomas. Un tal sistema 
algebraico, con los axiomas apropiados, se llama espacio lineal o espacio vectorial. 
En todas las ramas de la Matematica se presentan ejemplos de espacios lineales y 
estudiaremos algunos en el capitulo 15. El algebra de los segmentos orientados y 
el algebra de los vectores construida con los componentes son dos ejemplos de 
espacios lineales. 

El estudio del Algebra vectorial desde el punto de vista axiomatico es quiza 
la introduccion matematicamente mas satisfactoria pues proporciona una descrip- 
cidn de los vectores que es independiente de los sistemas de coordenadas y de 
cualquier representacion geometrica especial. Este estudio se hace con detalle en 
el capitulo 15. En este capitulo fundamentamos nuestro estudio en la introduc¬ 
cion analitica, y tambien empleamos segmentos orientados para interpretar muchos 
de los resultados geometricamente. Cuando ello es posible, damos demostraciones 
sinteticas, es decir independientes de la representacion de los vectores por com¬ 
ponentes. De este modo, este capitulo nos sirve para familiarizarnos con ejemplos 
concretos importantes de espacios vectoriales, y tambien da origen a una intro¬ 
duction mas abstracta en el capitulo 15. 


12.2 El espacio vectorial de las R-plas de numeros reales 

La idea de emplear un numero para situar un punto en una recta fue conocida 
por los antiguos griegos. En 1637 Descartes extendio esta idea, utilizando un par 
de numeros ( a 1 , a 2 ) para situar un punto en el piano, y una terna de numeros 
(a l , a 2 , a 3 ) para situar un punto en el espacio. En el siglo xix los matematicos 
A. Cayley (1821-1895) y H. G. Grassmann (1809-1877) probaron que no era ne- 
cesario detenerse en las ternas de numeros. Se puede tambien considerar una 
cuaterna de numeros {a l ,a 2 ,a 3 , a 4 ) o, mas general, una n-pla de numeros reales 

( a l > a 2 » • • • > a n) 
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para todo entero n > 1. Una tal n-pla se llama punto n-dimensional o vector n- 
dimensional, siendo los numeros a, ,a 2 ,... ,a„ las coordenadas o componentes 
del vector. El conjunto de todos los vectores n-dimensionales se llama espacio 
vectorial de n-plas, o simplemente n-espacio. Lo designamos con V„. 

Puede preguntar el lector el motivo por el cual estamos interesados en espa- 
cios de dimension mayor que tres. Una contestation es que muchos problemas 
que suponen el estudio de sistemas de un numero grande de ecuaciones se anali- 
zan con mayor facilidad introduciendo vectores en un n-espacio conveniente y 
reemplazando todas aquellas ecuaciones por una sola ecuacion vectorial. Otra 
ventaja es la de que podemos tratar de una vez, muchas propiedades comunes a 
los espacios de una, dos, tres o mas dimensiones, esto es, propiedades indepen- 
dientes de la dimensionalidad del espacio. Esto esta de acuerdo con el espiritu de 
la moderna matematica que facilita el desarrollo de metodos de amplias sintesis 
para atacar distintos problemas de manera simultanea. 

Desgraciadamente, las representaciones geometricas que son una gran ayuda 
en la ilustracion y justification de conceptos sobre vectores, cuando n = 1, 2, y 3, 
no pueden utilizarse cuando n > 3; por ello, el estudio del Algebra vectorial en 
espacios de mas de tres dimensiones debe hacerse por entero con medios analiticos. 

En este capitulo designamos ordinariamente los vectores con letras mayuscu- 
las A, B, C, . . . , y los componentes con las correspondientes minusculas a,b,c ,... 
Asf, escribimos 


A — {a lt a 2 ,, a n ). 

Para convertir V„ en una estructura algebraica, introducimos la igualdad de vecto¬ 
res y dos operaciones la adicion de vectores y la multiplicacion por escalares. 
La palabra «escalar» se utiliza aqui como sinonimo de «numero real». 

definicion. Dos vectores A y B de V„ son iguales siempre que coinciden 
sus componentes. Esto es, si A = (a, , a 2 ,.. ., a„) y B = (b, . b,,. .., b„), la ecua- 
cion vectorial A — B tiene exactamente el mismo significado que las n ecuaciones 
escalares 


a i — b i, a 2 — b 2 , . . ., a n — b n . 

La suma A + B se define como el vector obtenido sumando los componentes co¬ 
rrespondientes: 


A + B — (a x + b 1 , a 2 + b 2 ,..., a n + b n ) 

Si c es un escalar, definimos cA o Ac como el vector obtenido multiplicando cada 
componente de A por c: 

cA = (ca 1 ,ca 2 ,..., ca n ). 
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Partiendo de esta definition es facil comprobar las siguientes propiedades de 
esas operaciones: 

teorema 12.1. La adicion de vectores es conmutativa. 

A + B = B + A , 


y asociativa. 


A + {B + C) = (A + B) + C. 

La multiplicacion por escalares es asociativa 

c(dA ) = (cd)A 

y satisface las dos leyes distributivas 

c(A + B) = cA + cB, y (c + d)A = cA + dA . 

Las demostraciones de esas propiedades son consecuencia inmediata de la 
definition y se dejan como ejercicio para el lector. 

El vector con todos los componentes 0 se llama vector cero y se representa 
con O. Tiene la propiedad de que A + O = A para todo vector A; dicho de 
otro modo, O es un elemento neutro o identico para la adicion de vectores. El 
vector ( — l)A que tambien se representa con — A se llama el opuesto de A. Tam¬ 
bien escribimos A — B en lugar de A + (— B) y lo llamamos diferencia de A y B. 
La ecuacion (A + B) — B — A demuestra que la sustraccion es la operation in- 
versa de la adicion. Observese que 0/l = Oy que IA = A. 

El lector habra observado la semejanza entre los vectores en el espacio de 
2 dimensiones y los numeros complejos. Ambos se definen como pares ordenados 
de numeros reales y ambos se suman de la misma manera. Asf pues, en lo que 
hace referencia a la adicion, los numeros complejos y los vectores bidimensionales 
algebraicamente son indistinguibles. Solo se diferencian al introducir la multi- 
picacion. 

La multiplicacion da al sistema de numeros complejos el conjunto de propie¬ 
dades que tambien poseen los numeros reales. Puede demostrarse (aunque resulta 
diffcil) que excepto para n — 1 y n = 2, no es posible introducir la multiplica¬ 
cion en V„ de modo que se satifagan todas las propiedades. Sin embargo pueden 
introducirse en V„ ciertos productos que no satisfacen todas las propiedades. 
Por ejemplo, en la section 12.5 hablaremos del producto interior de dos vectores 
en V„. El resultado de esta multiplicacion es un escalar, no es un vector. En la sec- 
cion 13.9 se tratara del producto vectorial. Esta multiplicacion solo es aplicable 
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en el espacio V 3 . El resultado siempre es un vector, pero este producto no es 
conmutativo. 

12.3 Interpretacion geometrica para n < 3 

Si bien las definiciones anteriores son completamente independientes de la 
Geometria, los vectores y las operaciones con ellos tienen una interesante inter¬ 
pretacion geometrica para espacios de dimension tres o menor que tres. Haremos 
representaciones para dos dimensiones y recomendamos al lector que se las haga 
para espacios de tres y de una dimensiones. 



Figura 12.1 El vector geometrico 
AB del punto A al B. 


Figura 12.2 AB y CD son equivalentes 
porque B — A — D — C. 


Un par de puntos A y B se llama vector geometrico si uno de los puntos, 
por ejemplo A, es el punto initial y el otro, B, es punto extremo. Representamos 
un vector geometrico con una flecha de A a B, como vemos en la figura 12.1, y 
empleamos la notacion AB. 

Los vectores geometricos son especialmente utiles para representar ciertas 
magnitudes ffsicas tales como fuerzas, desplazamientos, velocidades, y aceleracio- 
nes, que poseen magnitud y direccion. La longitud de la flecha es una medida 
de la magnitud y la punta de la flecha indica la direccion que se precisa. 
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Supongamos que introducimos un sistema coordenado con origen O. La figu- 

ra 12.2 muestra dos vectores AB y CD tales que B — A = D — C. En funcidn de 
los componentes, esto significa que 

b i ~ a i = di - y b 2 -a 2 = d 2 - c 2 . 

Comparando los triangulos iguales de la figura 12.2, vemos que las dos flechas 

que representan AB y CD tienen la misma longitud, son paralelos, e indican la 
misma direction. Llamamos a tales vectores geometricos equivalentes. Esto es, 

decimos AB es equivalente a CD siempre que 
(12.1) B — A = D — C. 

Observese que los cuatro puntos A, B, C, D son vertices de un paralelogramo. 
(Ver figura 12.3.) La ecuacion (12.1) tambien se puede escribir en la forma 
A + D = B + C\o que nos dice que los vertices opuestos del paralelogramo tie¬ 
nen la misma suma. En particular, si uno de los vertices, por ejemplo A, es el 
origen 0, como en la figura 12.4, el vector geometrico que une O al vertice 
opuesto D corresponde al vector suma D = B + C. Esto se expresa diciendo que 
la adicion de vectores corresponde geometricamente a la adicion de vectores 
geomdtricos por medio de la ley del paralelogramo. La importancia de los vectores 
en la ffsica proviene del hecho notable de que muchas magnitudes ffsicas (tales 
como fuerzas, velocidades y aceleraciones) se combinan por medio de la ley del 
paralelogramo. 



Figura 12.3 Los vertices opuestos Figura 12.4 La adicidn de vectores interpretada 

de un paralelogramo tienen la misma geometricamente con la ley del paralelogramo. 

suma: A + D = B + C. 
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A fin de simplificar la notacion, utilizaremos el mismo sfmbolo para designar 
un punto de V„ (cuando n < 3) y el vector geometrico que une el origen a ese 

punto. Asi pues, escribimos A en lugar de OA, B en lugar de OB, etc. Tambien 
escribimos algunas veces A en lugar de cualquier vector geometrico equivalente a 

OA. Por ejemplo, la figura 12.5 representa geometricamente la sustraccion de vec- 
tores. Dos vectores geometricos estan designados con B — A, y son equivalentes. 
Tienen la misma longitud y la misma direccion. 

La figura 12.6 representa geometricamente la multiplicacion por escalares. 
Si B = cA, el vector geometrico B tiene como longitud el producto de |c| por la 
longitud de A; tiene la misma direccion que A si c es positivo, y la direccion 
opuesta si c es negativo. 




Figura 12.5 Significado geometrico Figura 12.6 Multiplicacion de vectores. 

de la sustraccion de vectores. por escalares. 

La interpretacion geometrica de los vectores en V„ para n < 3 sugiere una 
manera de definir el paralelismo en un espacio de dimension rt cualquiera. 

definicion. Dos vectores A y B de V„ tienen la misma direccion si B — cA 

para un cierto escalar positivo c, y la direccion opuesta si B = cA para un cierto 
c negativo. Se Human paralelos si B = cA para un cierto c no nulo. 

Observese que esta definicion permite considerar que todo vector tiene la 
misma direccion que el mismo —propiedad que seguramente necesitaremos. Tam¬ 
bien se observa que esta definicion asigna al vector cero las siguientes propieda- 
des: El vector cero es el unico que tiene la direccion de su opuesto y por tanto 
el unico vector que tiene la direccion opuesta a si mismo. El vector cero es el 
unico vector paralelo al vector cero. 

12.4 Ejercicios 

1. Sean A = (1, 3, 6), B = (4, —3, 3), y C = (2, 1,5) tres vectores de V r Determinar los 

componentes de cada uno de los vectores: a) A + B; b ) A — B; c) A + B — C- 

d) 1A -2B - 3 C; e) 2 A + B - 3 C. 
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2. Dibujar los vectores geometricos que unen el origen a los puntos A = (2,1) y B = (1, 3). 
En la misma figura, trazar el vector geom&rico que une el origen al punto C = A + tB 
para cada uno de los siguientes valores de /: t = J; t = t = f; t = 1; t = 2; 
t = -1; ? =* -2. 

3. Resolver el ejercicio 2 si C = /A + B. 

4. Sean A = (2, 1), B = (1, 3), y C = xA + yB, en donde x e y son escalares. 

a) Trazar el vector que une el origen a C para cada uno de los siguientes pares de va¬ 
lores de x e y: x = y = $; x = ±,y = f; x = j, / = jf; * = 2, / = — 1; * = 3, 
j = -2;* = j = f; * = -l,_y = 2. 

b) ( ',Que conjunto es el de los puntos C obtenidos cuando x e y toman todos los valo¬ 
res reales tales que x + y = 1? (Hacer una conjetura y mostrar el lugar geometrico en 
la figura. No hacer la demostracion.) 

c) Dar una idea del conjunto de todos los puntos C obtenidos al variar independiente- 
mente teyen los intervalos 0<^x;Jl,0<_v<l,y hacer una representation de ese 
conjunto. 

d) Z,Que conjunto es el de todos los puntos C obtenidos si x varia en el intervalo 
0 <, x <, 1 e y recorre todos los numeros reales? 

e) 2Que conjunto resulta si x e y recorren ambos todos los numeros reales? 

5. Sean A = (2, 1) y B = (1, 3). Demostrar que todo vector C = (c lf c 2 ) de V 2 puede 
expresarse en la forma C — xA + yB. Expresar leyen funcidn de c 4 y c 2 . 

6. Sean A = (1, 1, 1), B = (0, 1, 1), y C = (1, 1, 0) tres vectores de V 3 y D=xA+yB + zC, 
donde x y z son escalares. 

a) Determinar los componentes de D. 

b) Si D = 0 demostrar que x — y = z = 0. 

c) Hallar x, y, z tales que D = (1, 2, 3). 

7. Sean A = (1, 1, 1), B = (0, 1, 1) y C = (2, 1, 1) tres vectores de V 3 , y D = xA + 
yB -f- rC, en donde x, y, z son escalares. 

a) Determinar los componentes de D. 

b) Hallar x, y, y z, no todos nulos, tales que D —O. 

c) Demostrar que ninguna eleccidn de x, y, z hace D = (1, 2, 3). 

8. Sean A = (1, 1, 1, 0), fl = (0, 1, 1, 1), C = (1, 1, 0, 0) tres vectores de V 4 , y 
D = xA + yB + zC siendo x, y, z escalares. 

a) Determinar los componentes de D. 

b) Si D =0, demostrar que x = y = z = 0. 

c) Hallar x, y, z tales que D = (1, 5, 3, 4). 

d) Demostrar que ninguna eleccidn de x, y, z hace D = (1, 2, 3, 4). 

9. En V„ demostrar que dos vectores paralelos a un mismo vector son paralelos entre sf. 

10. Dados cuatro vectores no nulos A, B, C, D de V„ tales que C = A + ByAes paralelo 
a D. Demostrar que C es paralelo a D si y solo si B es paralelo a D. 

11. a) Demostrar, para los vectores de V„, las propiedades de la adicidn y de la multipli- 
cacidn por escalares dadas en el teorema 12.1. 

b) Mediante vectores geometricos en el piano, representar el significado geometrico de 
las dos leyes distributives (c + d)A = cA + dA y c(A + B) = cA + cB. 

12. Si un cuadrilatero OABC de V 2 es un paraleldgramo que tiene A y C como vertices 
opuestos, demostrar que A + £ (C — A) = \B. iQue teorema relativo a los paralelogra- 
mos puede deducirse de esta igualdad? 

12.5 Producto escalar 

Introduzcamos ahora un nuevo tipo de multiplicacidn llamada producto es¬ 
calar o interior de dos vectores en V„. 
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definicion. Si A = (a, ,. . . , a n ) y B — (fc, ,. . . ,b n ) son dos vectores de 
V„, su producto escalar se representa con A • B y se define con la igualdad 

it 

A - B =2 a A ■ 

,i—i 

Asi pues, para calcular A • B multiplicamos los componentes correspondien- 
tes de A y B y sumamos luego todos los productos. Esta multiplication tiene las 
propiedades algebraicas siguientes. 

teorema 12.2. Para todos los vectores A, B, C de V„ y todos los escalares 
c, se tienen las propiedades siguientes: 

(a) A ■ B = B ■ A ( ley conmutativa), 

(b) A • (B + C) = A ■ B + A ■ C ( ley distributive), 

(c) c(A ■ B) = ( cA ) ■ B = A ■ ( cB ) ( homogeneidad ), 

(d) A • A > 0 si A O ( positividad ), 

(e) A ■ A = 0 si A = O. 

Demostracion. Las tres primeras propiedades son faciles consecuencias de 
la definicion y se dejan como ejercicios. Para demostrar las dos ultimas, usamos 
la relacion A • A — 2 a l ■ Puesto que cada termino es no negativo, la suma es 

no negativa. Ademas, la suma es cero si y solo’ si cada termino de la suma es 
cero y esto tan solo puede ocurrir si A — 0. 

El producto escalar tiene una interpretacion geometrica interesante que se 
vera en la seccion 12.9. Antes de discutirla, no obstante, mencionamos una des- 
igualdad importante relativa a productos escalares que es fundamental en Algebra 
vectorial. 

TEOREMA 12.3. DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ. Si A y B SOU Vectores 
de Vn, tenemos 

(12.2) (A ■ B) 2 < (A ■ A)(B ■ B). 

Ademas, el signo de desigualdad es el valido si y solo si uno de los vectores 
es el producto del otro por un escalar. 

Demostracion. Expresando cada uno de los dos miembros de (12.2) en 
funcion de los componentes, obtenemos 

que es la desigualdad ya demostrada en el teorema 1.41. 



554 


Algebra vectorial 


Presentaremos otra demostracion de (12.2) que no utiliza los componentes. 
Tal demostracion es interesante porque hace ver que la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz es una consecuencia de las cinco propiedades del producto escalar que 
se citan en el teorema 12.2 y no depende de la definition que se utilizo para de- 
ducir esas propiedades. 

Para llevar a cabo esta demostracion, observemos primero que (12.2) es 
trivial si A o B es el vector cero. Por tanto, podemos suponer que A y B son 
ambos no nulos. Sea C el vector 

C = xA — yB , donde x = B • B y y = A ■ B. 

Las propiedades d) y e) implican que C • C > 0. Cuando expresamos esto en 
funcion de x e y, resulta (12.2). Para expresar C C en funcion de x e y, utiliza- 
mos las propiedades a), b) y c) obteniendo 

C-C = (xA - yB)- (xA - yB) = x 2 (A ■ A) - 2xy(A ■ B) + y\B ■ B) . 

Utilizando las defmiciones de x e y y la desigualdad C • C > 0, se llega a 

(B ■ B)\A - A) - 2 (A ■ B)\B ■ B) + (A • B)\B ■ B) £ 0. 

La propiedad d) implica que B ■ B > 0 puesto que B ¥^O t con lo que podemos 
dividir por (B • B) obteniendo 

(B ■ B)(A ■ A) — (A • B) 2 > 0, 

que coincide con (12.2). Esto tambien demuestra que el signo igual es valido en 
(12.2) si y solo si C —Q. Pero C —0 si y solo si xA = yB. A su vez, esta igual- 
dad se verifica si y solo si uno de los vectores es el producto del otro por un 
escalar. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz tiene importantes aplicaciones a las pro¬ 
piedades de la longitud o norma de un vector, concepto que exponemos seguida- 
mente. 


12.6 Longitud o norma de un vector 

La figura 12.7 muestra el vector geometrico que une el origen al punto 
A = {a 1 , a 2 ) en el piano. A partir del teorema de Pitagoras encontramos que la 
longitud de A viene dada por la formula 


longitud d e A = ^ a\ + a\. 
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Figura 12.7 En V 2 la longitud Figura 12.8 En V 3 , la longitud de A es 

de A es \/ a \ + a\. Va\ + a\ + a*. 

En la figura 12.8 se muestra el dibujo correspondiente en V 3 . Aplicando el 
teorema de Pitagoras dos veces, encontramos que la longitud de un vector geo- 
metrico A en V 3 viene dada por 

longitud de A = ^a\ + a\ + a%. 

Observese que en uno u otro caso la longitud de A viene dada por (A •A ) 1/2 , la 
raiz cuadrada del producto escalar de A por si mismo. Esta formula sugiere un 
metodo para introducir el concepto de longitud en V„. 

definicion. Si A es un vector en V„, su longitud o norma se designa con 
||A|| y se define mediante la igualdad 

Mil = (A-Ay 12 . 

Las propiedades fundamentales del producto escalar conducen a las corres- 
pondientes propiedades de la norma. 

teorema 12.4. Si A es un vector de V n y c un escalar, tenemos las si- 
guientes propiedades: 

a) ||A|| > 0 si A ¥= O ( positividad ), 

b) ||A|| =0 si A — O, 

c) ||cA|| = |c| 11A|| ( homogeneidad ). 
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Demostracion. Las propiedades a) y b) son consecuencia inmediata de las 
propiedades d) y e) del teorema 12.2. Para demostrar c) utilizamos la propiedad 
de homogeneidad del producto escalar obteniendo 

MU = (cA ■ cAf' 2 = (c 2 A ■ A) 1 '* = (c 2 )i /2 (A ■ A) 1 ' 2 = [c\ M II • 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz tambien se puede expresar en funcidn 
de la norma. Ella establece que 

(12.3) (A • B) 2 < \\A || 2 Mil 2 . 

Tomando la rai'z cuadrada positiva de cada miembro, podemos tambien escribir 
la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la forma equivalente 

(12.4) \A-B\ < |M|| Mil . 

Utilizaremos ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz para deducir la desigualdad 
triangular. 

teorema 12.5. desigualdad triangular. Si A y B son vectores de V„, 
tenemos 

\\A + B\\ £ Mil + MU. 

Adetnas, el signo igual es valido si y solo si uno de los vectores es el producto del 
otro por un escalar. 

Demostracion. Para evitar las raices cuadradas, escribimos la desigualdad 
triangular en la forma equivalente 

(12-5) \\A + B\\ 2 < (Mil + MU) 2 . 

El primer miembro de (12.5) es 

M + fill 2 = (A + fi) • (A + fi) = A A + 2A B + B • B=\\A || 2 + 2A ■ B + Mil 2 , 
mientras que el segundo miembro es 

(Mil + Mil) 2 = Mil 2 + 2MII Mil + Mil 2 - 
Comparando esas dos formulas, vemos que (12.5) es valida si y solo si se 

tiene 


( 12 . 6 ) 


A B< Mil Mil- 
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Pero AB < AB con lo que (12.6) resulta de la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz, en la forma (12.4). Esto prueba que la desigualdad triangular es conse- 
cuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 

La proposicion reciproca tamben es cierta. Esto es, si la desigualdad trian¬ 
gular es cierta tambien lo es (12.6) para A y para —A, de lo que obtenemos 
(12.3). Asf pues, la desigualdad triangular y la de Cauchy-Schwarz son logica- 
mente equivalentes. Ademas, el signo de igualdad vale en una si y solo si vale 
en la otra, con lo que se completa la demostracion del teorema 12.5. 

En la figura 12.9 se representa geometricamente la desigualdad triangular. 
Con ello se puede afirmar que la longitud de un lado de un triangulo no supera 
la suma de las longitudes de los otros dos lados. 


12.7 Ortogonalidad de vectores 


A lo largo de la demostracion de la desigualdad triangular (teorema 12.5), se 
obtuvo la formula 

(12.7) \\A + B\\*= MU 2 + \\B\\* + 2A-B 



Figura 12.9 Significado geometrico de 
la desigualdad triangular: 

\\A + B \| < Mil + Mil. 


Figura 12.1U Dos vectores per¬ 
pendiculars satijacen la identidad 
pitagdrica-. 

\\A +£|| 2 = Mil 2 + Mil 2 . 


que es valida para dos vectores cualesquiera A y B de V n . La figura 12.10 
muestra dos vectores geometricos perpendiculares en el piano. Forman un trian- 
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gulo rectangulo cuyos catetos tienen longitudes ||A|| y ||B|| y cuya hipotenusa tiene 
longitud \\A + B||. El teorema de Pitagoras establece que 

\\a + 5f= mh«+ ii bv. 

Comparando este resultado con (12.7), vemos que A • B = 0. Dicho de otro modo, 
el producto escalar de dos vectores perpendiculares del piano es cero. Esta pro- 
piedad da origen a la definition de vectores perpendiculares en V„. 

definici6n. Dos vectores A y B de V„ son perpendiculares u ortogonales si 
A • B = 0. 

La igualdad (12.7) muestra que dos vectores A y B de V„ son ortogonales 
si y solo si ||A + Bjj 2 = ||A|| 2 + ||B|| 2 . Esta es la identidad de Pitagoras en V„. 

12.8 Ejercicios 

1. Sean A = (1, 2, 3, 4), B = ( — 1, 2, —3, 0) y C = (0, 1, 0, 1) tres vectores de V 4 . 
Calcular cada uno de los siguientes productos: 

(a) A B; (b) B ■ C; (c) A C; (d) A ■ (B + C); (e) (A — B) ■ C. 

2. Dados tres vectores A = (2, 4, —7), B = (2, 6, 3), y C = (3, 4, —5). En cada una de 
las expresiones siguientes se pueden introducir parentesis de una sola manera para obte- 
ner una expresion que tenga sentido. Introducir dichos parentesis y efectuar las ope- 
raciones. 

(a) A BC; (b) A ■ B + C; (c) A + B ■ C; (d) AB ■ C; (e) A/B ■ C. 

3. Demostrar si es o no cierta la proposicion siguiente referente a vectores en V„: Si 
A ■ B = A ■ C y A *0, es B = C. 

4. Demostrar si es o no cierta la proposicion siguiente que se refiere a vectores en V„: 

Si A ■ B para todo B, es A =0. 

5. Si A = (2,1,-1) y B = (1, —1,2), hallar un vector no nulo C de Vi tal que A ■ C = 

= B C = 0. 

6. Si A = (1, —2,3) y B = (3,1,2), hallar los escalares x e y tales que C = xA + yB es un 
vector no nulo y que C B = 0. 

7. Si A (2, 1, 2) y B = (1, 2, 2), hallar dos vectores C y D de V„ que satisfagan 

todas las condiciones siguientes: A = C + D, B D = 0, C paralelo a B. 

8. Si A = (1, 2, 3, 4, 5) y B = (1,-J ,-j , ^ , i,), hallar dos vectores C y D de V que 

satisfagan todas las condiciones siguientes: B = C + 2D, D ■ A = 0, C paralelo a A. 

9. Sean A = (2, —1, 5), B = ( — 1, —2, 3), y C = (1, —1, 1) tres vectores de V . Calcular 
la norma de cada uno de los siguientes vectores: 

(a) A + B; (b) A — B; (c) A + B - C; (d ) A - B + C. 

10. En cada caso hallar un vector B de V 2 tal que- B A = 0 y ||B|| = ||Aj| si: 

(a) A =(1,1); (b) A =(1,-1); (c) A = (2, -3); (d ) A = (a, b). 

11. Sean A = (1, —2, 3) y B = (3, 1, 2) dos vectores de V 3 . En cada caso, hallar un vec¬ 
tor C de longitud 1 paralelo a: 

(a) A + B; (b) A — B; (c) A + 2B; (d) A — 2B; (e) 2 A - B. 

12. Dados los vectores de V 3 , A = (4, 1, -3), B = (1, 2, 2), C = (1, 2, -2), D = (2, 
1, 2), y E =(2, —2, —1). Determmar todos los pares ortogonales. 

13. Hallar todos los vectores de V 2 que tienen la misma longitud que A y le son orto 
gonales si: 
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(a) A =(1,2); (b) A = (1, -2); (c) A = (2, -1); (d) A = (-2, 1). 

14. Si A = (2, — 1,1) y B = (3, —4, —4), hallar un punto C del espacio de 3 dimensiones 
tal que A, B, y C son los vertices de un triangulo rectangulo. 

15. Si A = (1, —1,2) y B = (2,1, —1), hallar un vector no nulo C de V 3 ortogonal a A y a B. 

16. Sean A = (1, 2) y B = (3, 4) dos vectores de V 2 . Hallar los vectores P y Q de V 2 

tales que A = P + Q, siendo P paralelo a B, y Q ortogonal a B. 

17. Resolver el ejercicio 16 si los vectores pertenecen a V , siendo A = (1, 2, 3, 4) y 

B = (1, 1, 1, 1)). 

18. Dados los vectores A = (2, —1, 1), B = (1, 2, — 1), y C = (1, 1, —2) de V 3 . Hallar los 
vectores D de la forma xB + yC ortogonales a A y de longitud 1. 

19. Demostrar que para dos vectores A y B de V„ se tiene la identidad 


II A + fi|| 2 - |\A - fill 2 = 4A-B, 

y por tanto A ■ B = 0 si y solo si ||/4 + Bj| = ||A — Bj|. Interpretar este resultado geo- 
metricamente en V 2 ; las diagonales de un paralelogramo son iguales si y solo si el para- 
lelogramo es un rectangulo. 

20. Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de V„ se tiene 

M + fill 2 + ||/4 - fill 2 = 2 ||/4 i] 2 + 2 ||fi|j 2 . 

7,Que teorema geometrico acerca de los lados y diagonales de un paralelogramo se 
puede deducir de esa identidad? 

21. El teorema geometrico que sigue sugiere una identidad vectorial relativa a tres vectores 
A, B y C. Decir cual es y demostrar que es valida para los vectores de V„. Tal identidad 
proporciona una demostracion del teorema con metodos vectoriales. 

«La suma de los cuadrados de los lados de un cuadrilatero cualquiera supera a la 
suma de los cuadrados de las diagonales en cuatro veces el cuadrado de la longitud 
del segmento rectilineo que une los puntos medios de las diagonales.* 

22. Un vector A de V„ tiene longitud 6. Un vector B de V„ tiene la propiedad de que para 
todo par de escalares x e y los vectores xA -t- yB y 4yA — 9xB son ortogonales. 
Calcular las longitudes de fl y de 2A + 35. 

23. Dados dos vectores A = (1, 2, 3. 4, 5) y B = (1, 1, l, J, i) de V y Hallar dos vectores 
C y D que satisfagan las tres condiciones siguientes: C es paralelo a A, D es ortogonal 
a A, y B = C + D. 

24. Dados en V„ dos vectores A y B no nulos y no paralelos, demostrar que existen vecto¬ 
res C y D en V„ que satisfacen las tres condiciones del ejercicio 23 y expresar C y D en 
funcion de A y B. 

25. Demostrar si es o no cierta cada una de las proposiciones siguientes relativas a vec¬ 
tores en V„: 

a) Si A es ortogonal a 6, [| A 4- xB\\ > ||/4[| para todo numero real x. 

b) Si ||/4 + xB|| > ||A|| para todo numero real x, A es ortogonal a B. 

12.9 Proyecciones. Angulo de dos vectores en el espacio de n dimensiones 

El producto escalar de dos vectores en V 2 tiene una interpretacion geometrica 
interesante. La figura 12.11 a) muestra dos vectores geometricos no nulos A y B 
que forman un angulo 9. En este ejemplo, tenemos 0 < 9 < \-n. La figura 
12.11 b) muestra el mismo vector A y dos vectores perpendiculares cuya suma 
es A. Uno de ellos, tB, es el producto de B por un escalar que llamamos la pro- 
yeccion de A sobre B. En este ejemplo, t es positivo ya que 0 < 6 < 2 77. 
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Figura 12.11 El vector tB es la proyeccion de A sobre B. 

Podemos utilizar los productos escalares para expresar t en funcion de A y 
B. Ponemos primero tB + C = A y tomar luego el producto escalar de cada 
miembro por B obteniendo 


tB- B + C- B = A ■ B. 


Pero C ■ B — 0, debido a que C se dibujo perpendicular a B. Por consiguiente 
tB ■ B — A ■ B, con lo que tenemos 


( 12 . 8 ) 


t = A ' 3 = A ' B 

B ' B \\B\\ 2 ' 


Por otra parte, el escalar t origina una sencilla relacidn para el angulo 6. De la 
figura 12.11 b), vemos que 


cos 0 = 


\m 

\\A\\ 


t I1BII 

Mil ' 


Aplicando (12.8) en esta formula, encontramos que 


(12.9) 

o 


cos 6 = 


A ■ B 

Mil Mil 


A ■ B = Mil Mil cose. 


Dicho de otro modo, el producto escalar de dos vectores no nulos A y B de V z 
es igual al producto de tres numeros: la longitud de A, la de B, y el coseno del 
angulo que forman. 
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La igualdad (12.9) sugiere una manera de definir el concepto de angulo en 
V„. La desigualdad de Cauchy-Schwarz, expresada en la forma (12.4), muestra 
que el cociente del segundo miembro de (12.9) tiene valor absoluto < 1 para 
dos vectores cualesquiera de V„. O de otro modo, tenemos 


-1 < 


A ■ B 

Mil Ml! 


< l 


Por lo tanto, existe un solo numero real 8 en el intervalo 0 < 6 < -n tal que (12.9) 
es cierta. Defmimos el angulo entre A y B como ese numero 6. La discusion ante¬ 
rior se resume en la definicion siguiente. 

definicion. Sean A y B dos vectores de V„, con B ^ (). El vector tB, siendo 


se llama la proyeccion de A sobre B. Si A y B son ambos no nulos, el angulo 0 
que forman se define mediante la igualdad. 

n A ■ B 

8 = arccos - 

Mil Mil 


Nota: La funcion arc coseno restringe 9 al intervalo 0 < 6 < n. Observese tam- 
bien que 9 — \-n cuando A ■ B = 0. 


12.10 Los vectores coordenados unitarios 

En el capitulo 9 aprendimos que todo numero complejo (a, b) puede expre- 
sarse en la forma a + bi, en donde i representa el numero complejo (0. 1). Ana- 
logamente, todo vector (a, b) de V 2 puede expresarse en la forma 

(a, b ) = a( 1, 0) -)- b{ 0, 1) . 

Los dos vectores (1,0) y (0, 1) que multiplican los componentes a y b se denomi- 
nan vectores coordenados unitarios. Introducimos ahora el concepto analogo en V„. 


definicion. En Vn, los n vectores £,= (1,0 ,.. . ,0), E 2 = (0, 1, 0,.... 0), 
= (0, 0, ..0, 1) se llaman vectores coordenados unitarios. El k-esimo 
componente de Ek es 1 y todos los demas componentes son cero. 
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La denomination de «vector unitario» precede del hecho de que cada 
vector Ek tiene longitud 1. Observese que esos vectores son ortogonales entre si, 
esto es, el producto escalar de dos cualesquiera de ellos es cere, 

E k 'E j = 0 si kjtj. 

teorema 12.6. Todo vector X = (x lt ..., x„) de V» puede expresarse en 
la forma 

X = x,Ey + • • • + x n E n = 2 x k E k . 

k= 1 

Ademds, esta representation es unica. Esto es, si 

X=Z* k E k y X = Iy k E k , 

*:=i fc=i 

entonces x k — }’k para cada valor k = 1, 2, .... n. 

Demostracion. La primera proposition resulta inmediatamente de la defi¬ 
nition de adicion y multiplication por escalares. La unicidad es consecuencia de 
la definition de igualdad de vectores. 

Una suma del tipo 2 c t A f se llama combinacion lineal de los vectores 
A lt . . . ,A„. El teorema 12.6 nos dice que todo vector de V„ puede expresarse 
como combinacion lineal de los vectores coordenados unitarios. Expresamos esto 
diciendo que los vectores coordenados unitarios E u ... ,E„ generan el espacio V„. 
Tambien decimos que generan V„ con unicidad porque la representation de un 
vector como combinacion lineal de es unica. Otros conjuntos de vec¬ 
tores distintos de los tambien generan V n con unicidad, y en la sec- 

cion 12.12 estudiaremos tales conjuntos. 

En V 2 los vectores coordenados unitarios £, y £ 2 frecuentemente se desig- 
nan, respectivamente, con los sfmbolos i y/'en negrita cursiva. En V 3 se utilizan 
los simbolos ij y k en lugar de £,, £ 2 , £ 3 . Algunas veces se coloca una flecha o 
una barra encima del simbolo, por ejemplo I o I. El significado geometrico 
del teorema 12.6 esta representado en la figura 12.12 para n = 3. 

Cuando los vectores se expresan como combinaciones lineales de los vec¬ 
tores coordenados unitarios, los calculos algebraicos con aquellos pueden efectuar- 
se con las sumas 2 x kE k de acuerdo con las reglas usuales del Algebra. Consi- 
derando los coeficientes de los vectores coordenados unitarios, pueden obtenerse 
los componentes en cualquier momento del calculo. Por ejemplo, para sumar 
dos vectores, A = (a lt . . . , a n ) y B = (b, . b» ), escribimos 

A = 2 a k E k , B = 2 b k E k , 

fc=l k =1 
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Figura 12.12 Un vector A de V 3 expresado como combination lineal de i , j , k . 


y aplicamos la propiedad de linealidad de sumas finitas obteniendo 


A + B = 2 a k E k + 2 b k E k = Z ( a k + b k )E k . 

k =1 k =1 k=\ 

coeficiente de E k en el segundo miembro es el /c-esimo componente de la suma 

+ B. 

12.11 Ejercicios 

1. Determinar la proyeccion de A sobre B si A = (1. 2, 3) y B = (1, 2, 2). 

2. Determinar la proyeccion de A sobre B si A = (4, 3, 2, 1) y B — (1, 1, 1, 1). 

3. a) Sean A = (6, 3, —2) y a, b, c los angulos que A forma con los vectores coordenados 

unitarios i,j, k, respectivamente. Calcular cos a, cos b y cos c. Estos se llaman los 
cosenos directores de A. b) Hallar todos los vectores de V 3 de longitud 1 paralelos a A, 

4. Demostrar que el angulo que forman A =(1.2, 1) y B = (2, 1, —1) es el doble del que 
forman C = (1, 4, 1) y D = (2, 5, 5). 

5. Determinar vectorialmente los cosenos de los angulos del triangulo en el espacio de 
3 dimensiones cuyos vertices son los puntos (2, —1, 1),(1, —3, —5), y (3, —4, —4). 

6. Tres vectores A, B, C de V 3 satisfacen las propiedades siguientes: 

\\A II = ||C|| = 5 , 11511 =1, \\A - B + C|| = \\A + B + C[| . 

Si el angulo que forman A y B es tr/8,, hallar el que forman B y C. 
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7. Dados tres vectores no nulos A, B, C de V„. Supongase que el angulo que forman A y C 
es igual al que forman B y C. Demostrar que C es ortogonal al vector ||B||A — ||Aj!B. 

8. Sea 8 el angulo que forman los dos vectores siguientes de V„: A = (1, 1, 1) y 

B = (1, 2, .... n). Hallar el valor li'mite de 8 cuando n -*■ oo. 

9. Resolver el ejercicio 8 si A = (2, 4, 6, .... 2 n) y B = (1, 3, 5. 2n — 1). 

10. Dados dos vectores A = (cos 8, —sen 0) y B = (sen 0, cos 0) de V 2 . 

a) Demostrar que A y B son vectores ortogonales de longitud 1. Hacer un dibujo en 
el que A y B formen un angulo 0 = tt/6. 

b) Hallar todos los vectores (x, y) de V 2 tales que (x, y) =xA 4- yB. Asegurarse de 
que se consideran todos los posibles valores de 0. 

11. Demostrar vectorialmente que las diagonales de un rombo son perpendiculares. 

12. Formando el producto escalar de los dos vectores (cos a, sen a) y (cos b, sen b), deducir 
la identidad trigonometrica cos (a — b) = cos a cos b + sen a sen b. 

13. Si 0 es el angulo que forman los vectores no nulos A y B de V„, demostrar que 

\\A - fill 2 = \\A || 2 + ||B|| 2 - 2 \\A || ||B|| cos 8 . 

Interpretado geometricamente en V 2 , este es el teorema del coseno de la Trigonometrfa. 

14. Supongamos que en lugar de definir el producto escalar de dos vectores A = (a ,... ,a„) 
y B = (6 ,..., b„) por la formula A B = i a kby , usamos la definicidn siguiente: 


A- B = 2 |aAI • 




^Cuales de las propiedades del teorema 12.2 son validas con esta definicion? iEs va- 
lida la desigualdad de Cauchy-Schwarz? 

15. Supongamos que en V 2 definimos el producto escalar de dos vectores A — (aj , a 2 ) y 
B = (B x , b 2 ) con la fdrmula 

A ■ B = 2a l b 1 + a 2 b 2 + a 2 b 2 + a 2 b x . 

Demostrar que son vdlidas todas las propiedades del teorema 12.2 con esta definici6n. 
£Es vfilida la desigualdad de Cauchy-Schwarz? 

16. Resolver el ejercicio 15 si el producto escalar de dos vectores A = (a v a 2 , a 3 ) y 
B = (fcj, b 2 , b 3 ) de V 3 se define mediante la formula A ■ B = 2a l b 1 + a 2 b 2 + a 3 b 3 
+ a x b 2 + a 3 b x . 

17. Supongamos que en lugar de definir la norma de un vector A = (a , ..., o„) con la 
fdrmula (A • A) 1/2 usamos la definicion siguiente: 


mii =i>*i. 


a) Demostrar que esta definicion de norma satisface todas las propiedades de los teo- 
remas 12.4 y 12.5. 

b) Usar esta definicion en V 2 y representar en una figura el conjunto de todos los 
puntos (x,y) de norma 1. 
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c) iCuales de las propiedades de los teoremas 12.4 y 12.5 serian validas si usaramos la 
definicion 


Mil = 



18. Supongamos que la norma de un vector A = (a f , ... ,a„) se definiera con la formula 

Mil = max | a k \, 

1 <k<n 


donde el simbolo del segundo miembro representa el maximo de los n numeros 

l«,|. \a 2 \, .... I<4 

a) iCuales de las propiedades de los teoremas 12.4 y 12.5 son validas con esa definicion? 

b) Usar esa definicion de norma en V 2 y representar en una figura el conjunto de 
todos los puntos (x.y) de norma 1. 

19. Si A = (a,, .... a„) es un vector de V„, definir dos normas del modo siguiente: 

M 111 = 2 y M l 2 = max |o*|. 

fc=l i <k<n 

Demostrar que ||A|| 2 < ||A[| < ||/4|| . Interpretar geometricamente esta desigualdad en 
el piano. 

20. Si A y B son dos puntos en el espacio de n dimerfsiones, la distancia de A a B se desig- 

na con d(A,B) y se define con la igualdad d(A,B) = \\A — B||. Demostrar que la distan¬ 

cia tiene las propiedades siguientes: 

(a) d(A, B ) = d(B, A). (b) d(A, B) = 0 si y s61o si A = B. 

(c) d(A, B ) < d(A, C) 4- d(C, B). 


12.12 Envolvente lineal de un conjunto finito de vectores 

Sea S = { A u . . ., /U} un conjunto no vacio que consta de k vectores de V n , 
donde k, el numero de vectores, puede ser menor, igual o mayor que n , la dimension 
del espacio. Si un vector X de V„ puede representarse como una combinacion lineal 
de A u ..., Ak, por ejemplo 


x = 2 

/ = ! 


se dice que S genera al vector X. 

definicion. El conjunto de todos los vectores generados por S se denomina 
envolvente lineal de S y se designa por L(S). 
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Dicho de otro modo, la envolvente lineal de S es simplemente el conjunto de 
todas las posibles combinaciones lineales de vectores en S. Observese que las com- 
binaciones lineales de vectores de L(S) pertenecen tambien a L(S). Decimos que 
S genera todo el espacio V n si L(S) = V n . 

ejemplo 1. Sea S = {A,}. Entonces L(S) consta de todos los productos de 
A 1 por escalares. 

ejemplo 2. Todo conjunto S = {A,,... ,Ak} genera el vector nulo ya que 
O = OAi + • •. +0/4t. Esta representacion, en la que todos los coeficientes 
Ci, ..., Ck son cero, se llama representacion trivial del vector nulo. Sin embargo, 
pueden existir combinaciones lineales no triviales que representen O. Por ejemplo, 
supongamos que uno de los vectores de S es el producto de otro por un escalar, 
sea A 2 = 2A 2 . Tenemos entonces muchas representaciones no triviales de O, por 
ejemplo 


O — 2tAy — tA 2 -E -E * ■ * ~E 0, 
siendo t cualquier escalar no nulo. 

Nos interesan en especial los conjuntos S que generan los vectores de una 
sola manera. 

defin1ci6n. Un conjunto S = {A lt ..., Ak} de vectores de V„ genera a X 
con unicidad si S genera a X y si 

k k 

(12.10) X = 2 C ,A t y X = ^ d t A t implica c, = d t para todo i. 

i =1 i = l 

En las dos sumas que aparecen en (12.10), se sobreentiende que los vectores 
A lt ..., Ak estan escritos en el mismo orden asi como tambien que la implicacion 
(12.10) es valida para una ordenacion prefijada pero arbitraria de los vectores 

Ai, • • i, Ah* 

teorema 12.7. Un conjunto S genera un vector cualquiera de L(S) con uni¬ 
cidad si y solo si S genera con unicidad el vector cero. 

Demostracion. Si S genera cualquier vector de L(S) con unicidad, eviden- 
temente genera O con unicidad. Para demostrar el reciproco, supongamos que S 
genera O con unicidad y elijamos cualquier vector X de L(S). Supongamos que 
S genera X de dos maneras, por ejemplo 

X = Zc i A i y X = Zd i A i . 

<=i i=i 
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Restando, encontramos que O = 2?=i (c t — d t )A t . Pero puesto que S genera O con 
unicidad, debe ser a — di = 0 para todo i, asi que S genera X con unicidad. 


12.13 Independencia lineal 

El teorema 12.7 demuestra la importancia de los conjuntos que generan con 
unicidad el vector cero. Tales conjuntos se distinguen con un nombre especial. 

definicion. I in conjunto S = {A , ... , Ak ) que engendra con unicidad el 
vector cero se denomina conjunto de vectores linealmente independiente. De no ser 
asi S es un conjunto linealmente dependiente. 

Dicho de otro modo, la independencia significa que S engendra O unica- 
mente con la representacion trivial: 

k 

^ c t A t = 0 implica todo c, = 0 . 

i =1 

La dependencia significa que S engendra O en alguna forma no trivial. Esto es, 
para unos ciertos escalares c,, ..., Ck, tenemos 

k 

2 c,A, = 0 pero no todo c\ es cero. 

i =1 

Si bien la dependencia e independencia son propiedades de los conjuntos de 
vectores, es corriente aplicar tambien esas denominaciones a los mismos vectores. 
Por ejemplo, los vectores de un conjunto linealmente independiente se llaman a 
menudo vectores linealmente independientes. Convenimos tambien en llamar con¬ 
junto linealmente independiente al conjunto vacio. 

Los ejemplos que siguen pueden servir para profundizar en los conceptos de 
dependencia e independencia. 

ejemplo 1. Si un subconjunto T de un conjunto S es dependiente, el mismo 
S es dependiente, porque si T genera O en forma no trivial, lo mismo hace S. Esto 
es logicamente equivalente a la proposicion de que todo subconjunto de un 
conjunto independiente es independiente. 

ejemplo 2. Los n vectores coordenados unitarios de V n generan 

O con unicidad asi pues son linealmente independientes. 

ejemplo 3. Cualquier conjunto que contenga el vector cero es dependiente. 
Por ejemplo, si A, = O, tenemos la representacion no trivial O = lAj + 0 A 2 + 

. . . + OAi. 
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ejemplo 4. El conjunto S = {i,j,i + j] de vectores de V 2 es linealmente 
dependiente porque tenemos la representation no trivial del vector cero 

O = i+j + (-l)(i+j). 

En este ejemplo el subconjunto T = {i,j} es linealmente independiente. El tercer 
vector, i + j, es de la envolvente lineal de T. El teorema siguiente demuestra que 
si adjuntamos a i y j cualquier vector de la envolvente lineal de T, obtenemos un 
conjunto dependiente. 

teorema 12.8. Sea S = {A 1( ..., Ak} un conjunto linealmente independien¬ 
te de k vectores de V„, y sea L{S) la envolvente lineal de S. Todo conjunto de 
k + 1 vectores de L(S) es linealmente dependiente. 

Demostracion. La demostracion se hace por induccidn en k, numero de vec¬ 
tores de S. Supongamos primero k = 1. Entonces, por hipotesis, S consta de un 
vector, tal como A u siendo A x i^ O ya que S es independiente. Tomemos ahora 
dos vectores distintos cualesquiera B, y B 2 de L(S). Entonces cada uno es el pro- 
ducto de A, por un escalar, por ejemplo B, = c,A, y B 2 = c 2 A u no siendo c 2 y 
c 2 los dos nulos. Multiplicando B x por c 2 y B 2 por c, y restando, encontramos que 


c 2 Bj c x B 2 — O . 


Esta es una representation no trivial de O asi que B, y B 2 son dependientes. Esto 
demuestra el teorema cuando k = 1. 

Supongamos ahora que el teorema es valido para k — 1 y vamos a demostrar 
que tambien lo es para k. Tomemos cualquier conjunto de k + 1 vectores de 
L(S), sea T = {B lt B 2 , ... , B*+, }. Queremos demostrar que T es linealmente de¬ 
pendiente. Puesto que cada Bi es de L(S), podemos escribir 

(12.11) 

J=1 

para cada i = 1,2, ..., k + 1. Examinemos todos los escalares a h que multipli- 
can A t y escindamos la demostracion en dos casos segun sean todos los escalares 
nulos o no. 

CASO 1. au = 0 para, todo i = 1, 2, ..., k + 1. En este caso la suma de 
(12.11) no incluye At asi que cada B, de T pertenece a la envolvente lineal del 
conjunto S' = {A 2 , ..., Ak}. Pero S' es linealmente independiente y consta de 
k — 1 vectores. Segun la hipdtesis de induccidn, el teorema es valido para k — 1 
con lo que el conjunto T es dependiente. Esto demuestra el teorema en el Caso 1. 
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CASO 2. No todos los escalares a,-, son cero. Supongamos que a,, ¥= 0. (Si 
es preciso, podemos volver a numerar los B para que sea asi.) Tomando i = 1 en 
la igualdad (12.11) y multiplicando ambos miembros por c„ siendo a = 
flij/fln, llegamos a 


c i B i = + 2 . 

3=2 


De esta igualdad restemos la (12.11) y obtenemos 


CfB i — 2 j * 

i=2 


para i = 2, .... /c + 1. Esta ecuacion expresa cada uno de los & vectores 
CiB t — Bi como combinacion lineal de k — 1 vectores linealmente independientes 
A 2 , .... Ak- Segun la hipotesis de induccion, los k vectores c,B, — Bi deben ser 
dependientes. Por lo tanto, para unos ciertos escalares t 2 , ..., tu+ 1 , no todos nulos, 
tenemos 


*+i 

2 h( c i B t “ B i) = 0 . 

t=2 

de la que results 

/k+l \ fc+1 

2 to fli-2<A = o- 

\.'=2 / 1=2 

Pero esta es una combinacion lineal no trivial de Bj , . . ., B* +1 que representa el 
vector cero, con lo cual los vectores B 2 , .... Bk+i deben ser dependientes. Esto 
completa la demostracion. 

A continuation demostramos que el concepto de ortogonalidad esta intima- 
mente relacionado con la independencia lineal. 

definici6n. Un conjunto de vectores S = {A lf . .., Ak} de V„ se denomina 
ortogonal si A; • A; = 0 siempre que i ¥= j. Dicho de otrc- modo, dos vectores dis- 
tinfos cualesquiera de un conjunto ortogonal .son perpendiculares. 

TEOREMA 12,9. Cualquier conjunto ortogonal S = {A,, .. ., Ak) de vecto¬ 
res no nulos de V„ es linealmente independiente. Ademas, si S genera un vector X, 
sea este 


fc 



2 = 1 


( 12 . 12 ) 


A 
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entonces los fadores escalares c u ... ,ct vienen dados por las fdrmulas 
02.13) Cj = para j = l,2,...,k. 

Aj ■ Ai 

Demostracion. Demostremos primero que S es linealmente independiente. 
Supongamos que Jf=i c iA { = O. Multiplicando escalarmente cada miembro por A, 
y teniendo en cuenta que A 1 • A, = 0 para cada i# 1, encontramos cAAi • A,) = 0. 
Pero (A x • A a ) ¥= 0 puesto que A 1 ¥= O, con lo que Cj = 0. Repitiendo este razo- 
namiento con A, sustituido por A,, encontramos que cada c# = Q. Por consiguiente 
S genera O con unicidad por lo que S es linealmente independiente. 

Supongamos ahora que S genera X como en (12.12). Formando el producto 
escalar de X por A,- como antes, encontramos que c,(A,- • A,) = X ■ A ; de donde 
obtenemos (12.13). 

Si todos los vectores A u .. ., A* del teorema 12.9 tienen norma 1, la fdrmula 
para los multiplicadores se simplifica quedando en la forma 

Cj = X-A f . 

Un conjunto de vectores ortogonales {A,, ..., A*} cada uno de los cuales tiene 
norma 1, se denomina conjunto ortonormal. Los vectores coordenados unitarios 
E u .... E„ son un ejemplo de conjunto ortonormal. 


12.14 Bases 

Es corriente estudiar conjuntos de vectores que generen cualquier vector de 
V„ con unicidad. Tales conjuntos se llaman bases de V„. 

definici6n. Un conjunto S = {A lt ..., Ak} de vectores de V„ es una base 
para V n si S genera todo vector de V„ con unicidad. Si, ademas, S es ortogonal, 
entonces S se denomina base ortogonal. 

As! pues, una base es un conjunto linealmente independiente que genera todo 
el espacio V n . El conjunto de vectores coordenados unitarios es un ejemplo de 
base. Este caso particular de base es tambien una base ortogonal. Demostremos 
ahora que toda base contiene el mismo numero de elementos. 

teorema 12.10. En un espacio vectorial dado V„, las bases tienen las pro- 
piedades siguientes: 

a) Toda base contiene exactamente n vectores. 

b) Cualquier conjunto de vectores linealmente independientes es un subcon- 
junto de una cierta base. 

c) Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes es una base. 
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Demostracion. Los vectores coordenados unitarios E lt ..., E„ constituyen 
una base para V n . Si demostramos que dos bases cualesquiera contienen el mismo 
numero de vectores obtenemos a). 

Sean S y T dos bases, teniendo S,k vectores y T que tenga r vectores. Si 
r > k, entonces T contiene por lo menos k + 1 vectores de L(S), ya que L(S) = V„. 
Por consiguiente, en virtud del teorema 12.8, T debe ser linealmente dependiente, 
en contradiccion con la hipotesis de que T es una base. Esto significa que no 
puede ser r > k, por tanto sera r < k. Aplicando el mismo razonamiento inter- 
cambiando S y T, encontramos que k < r. Luego, r = k con lo que la parte a) 
queda demostrada. 

Para probar b), sea S = {A lt ..., A*} cualquier conjunto de vectores lineal¬ 
mente independiente de V„. Si L(S) = V n , S es una base. Si no es asi, existe un 
cierto vector X de V„ que no pertenece a L(S). Adjuntemos este vector aSy con- 
sideremos el nuevo conjunto S’ — {A lt .... Ak, X}. Si este conjunto fuera de¬ 
pendiente, existirian unos escalares c u ..., Ck+ X , no todos nulos, tales que 

2 C i^i + C k+ iX = O . 

i=i 

Pero Ck+i ¥= 0 puesto que A u At son independientes. Luego, podriamos re¬ 
solver esa ecuacion respecto a X y encontrar que X e L(S), en contradiccion con 
el hecho de que X no pertenece a L(S). Por consiguiente, el conjunto S' es lineal¬ 
mente independiente pero contiene k+l vectores. Si L(S’) = V„, S’ es una base 
y, puesto que S es un subconjunto de S', la parte b) queda demostrada. Si S' no es 
una base, podemos razonar con S' como lo hicimos con S, obteniendo un nuevo 
conjunto S" que contiene k + 2 vectores y es linealmente independiente. Si S" 
es una base, la parte b) esta demostrada. Si no, repetimos el proceso. Debemos 
llegar a una base al cabo de un numero finito de repeticiones del proceso, de otro 
modo obtendriamos un conjunto independiente con n +1 vectores, en contradic¬ 
cion con el teorema 12.8. Por lo tanto la parte b) queda demostrada. 

Finalmente, utilizando las partes a) y b) demostramos c). Sea S cualquier 
conjunto linealmente independiente que conste de n vectores. Segun la parte b), 
S es un subconjunto de una cierta base B. Pero segun a) la base B tiene exacta- 
mente n elementos, con lo que S — B. 


12.15 Ejercicios 

1. Sean i y j los vectores coordenados unitarios de V r Hallar en cada caso escalares x e y 
tales que x(i -j) +(j + j) es igual a 

(a) /; (b) j; (c) 3 i - 5/; (d) 7/ + 5j. 

2. Si A = (1, 2), B — (2, —4), y C = (2, —3) son tres vectores de V 2 , hallar unos esca¬ 
lares x e y tales que C = xA + yB. tCuantos pares de esos existen? 
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3. Si A = (2, —1, 1), B = (1, 2, —1), y C = (2, —11, 7) son tres vectores de V 3 , hallar 
unos escalares x e y tales que C = xA + yB. 

4. Demostrar que el ejercicio 3 no tiene solution si C se reemplaza por el vector (2, 11, 7). 

5. Sean A y B dos vectores no nulos de V, 

a) Si A y B son paralelos, demostrar que son linealmente dependientes. 

b) Si A y B no son paralelos, demostrar que son linealmente independientes. 

6. Si (a, b) y (c, d) son dos vectores de V 2 , demostrar que son linealmente independientes 
si y s61o si ad — be ^ 0. 

7. Hallar todos los numeros reales t para los cuales los dos vectores (1 + f, 1 — t) y 
(1 — t, 1 + t) de V 2 sean linealmente independientes. 

8. Sean i,j, k los vectores coordenados unitarios de V s . Demostrar que los cuatro vectores 
i, j, k, i + j + k son linealmente dependientes, pero que tres cualesquiera de ellos son 
linealmente independientes. 

9. Sean j y j los vectores coordenados unitarios de V 2 y S = {/,» + j}. 

a) Demostrar que S es linealmente independiente. 

b) Demostrar que j pertenece a la envolvente lineal de S. 

c) Expresar 3/ — 4j como combinacidn lineal de » e / + j. 

d) Demostrar que L(S) = V r 

10. Considerar los tres vectores A = i, B = i +j y C = i +j + 3k de V s . 

a) Demostrar que el conjunto {A,B,C} es linealmente independiente. 

b) Expresar cada uno de los vectores j y k como combinaci6n lineal de A, B y C. 

c) Expresar 2i—3j+5k como combinacidn lineal de A, B, y C. 

d) Demostrar que {A,B, C] es una base para V s . 

11. Sean A = (1, 2), B = (2, —4), C = (2, —3), y D = (1, —2) cuatro vectores de V 2 . 
Formar todos los subconjuntos no vacios de [A, B, C,D] que son linealmente inde¬ 
pendientes. 

12. Sean A = (1, 1, 1, 0), B = (0, 1, 1, 1) y C = (1, 1, 0, 0) tres vectores de V 4 . 

a) Determinar si A, B, C son linealmente dependientes o independientes. 

b) Obtener un vector no nulo D tal que A,B,C,D sean dependientes. 

c) Obtener un vector E tal que A,B,C,E sean independientes. 

d) Elegido E de la parte c), expresar el vector X = (1, 2, 3, 4) como combinacidn 
lineal de A,B,C,E. 

13. a) Demostrar que los tres vectores siguientes de V 3 son linealmente independientes: 
(A/3, 1, 0), (1, V3, 1), (0, 1.V3). 

b) Demostrar que los tres siguientes son dependientes: (V?, 1, 0), (1, V2, 1), (0, 1, \/2). 

c) Hallar todos los numeros reales t para los cuales los tres vectores siguientes de V 3 
son dependientes: (f, 1, 0), (1, t, 1), (0, 1, t). 

14. Considerar los siguientes conjuntos de vectores de V 4 . En cada caso, hallar un subcon- 
junto linealmente independiente que contenga el mayor numero posible de vectores. 

(a) {(1,0,1,0), (1,1,1,1), (0,1, 0,1), (2,0, -1,0)}. 

(b) {(1,1,1,1), (1,-1,1,1), (1,-1,-1,1), (1,-1,-1,-1)}. 

(c) {(1,1,1,1), (0,1,1,1), (0,0,1,1), (0,0,0,1)}. 

15. Dados tres vectores linealmente independientes A,B,C de F„. Demostrar si son o no 
ciertas las proposiciones siguientes. 

a) A + fi,S + C, A + C son linealmente independientes. 

b) A — B, B + C, A + C son linealmente independientes. 

16. a) Demostrar que un conjunto S de tres vectores de V a es una base para V 3 si y solo 
si su envolvente lineal L(S) contiene los tres vectores coordenados unitarios i,j y k. 

b) Establecer y demostrar una generalizacidn de la parte a) para V„. 
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17. Encontrar dos bases para V, que contengan los dos vectores (0, 1, 1) y (1, 1, 1). 

18. Encontrar dos bases para V 4 que tengan comunes sdlo los dos vectores (0, 1, 1, 1) j 
(1, 1, 1, 1). 

19. Considerar los siguientes conjuntos de vectores de V ? : 

S = {(1,1,1), (0,1,2), (1,0, -1)}, T = {(2,1,0), (2,0, -2)}, U = {(1, 2, 3), (1, 3, 5)} 

a) Demostrar que L(T) £ L(S). 

b) Determinar todas las relaciones de inclusion que existen entre los conjuntos L(S), 
L(T), y L(U). 

20. Designemos con A y B dos subconjuntos finitos de vectores en un espacio vectorial V„, 
y con L(A) y L(B) sus envolventes lineales. Probar cada una de las proposiciones si¬ 
guientes. 

a) Si A £ B, entonces L(A) £ L(B). 

b) L(A Pi B)£ L(A) n L(B). 

c) Dar un ejemplo en el que L(A Pi B) ^ L(A) P L(B). 


12.16 El espacio vectorial V n (C) de n-plas de numeros complejos 

En la seccion 12.2 se definio el espacio vectorial V„ como el conjunto de 
todas las n-plas de numeros reales. La igualdad, la adicion de vectores, y la mul- 
tiplicacion por escalares se definieron en funcion de los componentes del siguien- 
te modo: Si A = (a u . . . , a„) y B — ( b u .... b„), entonces 

A = B significa a t = b t para cada i = 1, 2.n, 

A + B = (a x + a n + b n ), cA = ( ca x , . . . , ca n ). 

Si todos los escalares a t , b { y c de esas relaciones se reemplazan por numeros cotn- 
plejos, el nuevo sistema algebraico as! obtenido se llama espacio vectorial complejo 
y se designa con V„(C). La C se utiliza para recordarnos que los escalares son 
complejos. 

Puesto que los numeros complejos satisfacen el mismo conjunto de propie- 
dades que los numeros reales, todos los teoremas relativos al espacio vectorial real 
V n que utilizan tan sdlo propiedades de los numeros reales son tambien validos 
para V„(C), con tal que todos los escalares puedan ser complejos. En particular, 
aquellos teoremas de este capttulo que sdlo tratan de la adicion de vectores y de la 
multiplicacion por escalares son tambien validos para V„(C). 

Esta extension no se hace solamente con la idea de conseguir una generali- 
zacion. Los espacios vectoriales complejos surgen espontaneamente en la teoria 
de las ecuaciones diferenciales lineales y en la moderna Mecanica cuantica, asi 
que su estudio es de importancia considerable. Afortunadamente, gran parte de los 
teoremas relativos al espacio vectorial real V n subsisten sin cambio para V„(C). 
Sin embargo, se hacen unos pequenos cambios en aquellos teoremas que incluyen 
productos escalares. Al probar que el producto escalar A • A de un vector no nulo 
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por si mismo es positiyo, hicimos uso del hecho de que una suma de cuadrados de 
numeros reales es positiva. Puesto que una suma de cuadrados de numeros com- 
plejos puede ser negativa, tenemos que modificar la definicion de A • B si quere- 
mos conservar la propiedad de que sea positivo. Para V„(C), usamos la siguiente 
definicion de producto escalar. 

definici6n. Si A = la .... ,a„) y B = (b lf .. . ,b„) son dos vectores de 
V„(C), definitnos su producto escalar A • B con la formula 

n 

A - B = 2 » 

*=i 

donde b k es el complejo conjugado de bk. 

Observese que esta definicion esta de acuerdo con la antes dada para V n 
porque bk = bk cuando bk es real. Las propiedades fundamentales del producto 
escalar, correspondientes a las del teorema 12.2, toman ahora la siguiente forma. 

teorema 12.11. Para todos los vectores A, B, C de V«(C) y todos los esca- 
lares complejos c, tenemos 

(a) A ■ B = B~ r A, 

(b) A ■ {B + C) = A ■ B + A ■ C, 

(c) c(A • B ) = (cA) ■ B — A ■ ( cB ), 

(d) A ■ A > 0 si A O, 

(e) A ■ A = 0 si A = O. 

Todas esas propiedades son sencillas consecuencias de la definicion y sus 
demostraciones se dejan como ejercicios. El lector deberfa observar que aparece el 
conjugado en la propiedad a) cuando se invierte el orden de los factores. Asimis- 
mo, aparece el conjugado del factor escalar en la propiedad c) cuando el escalar c 
pasa de un lado al otro del punto. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz toma ahora la forma 

(12.14) M 1 B\ 2 < {A ■ A)(B • B) . 

La demostracion es parecida a la dada para el teorema 12.3. Consideremos el vec¬ 
tor C = xA — y B, donde x = BBey = AB, y calculamos C • C. La desigual¬ 
dad C • C > 0 nos conduce a (12.14). Los detalles los dejamos como ejercicio para 
el lector. 

Puesto que el producto escalar de un vector por si mismo es no negativo, po- 
demos introducir la norma de un vector de V„(C) mediante la formula usual 


Mil =(A-A?'*. 
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Las propiedades fundamentales de las normas, como se establecieron en el teo- 
rema 12.4, tambien son validas sin modificacion para V„(C). La desigualdad trian¬ 
gular, |\A + B|| < ||A|| + i|B||, tambien vale en V„(C). 

La ortogonalidad de vectores en V„(C) se define con la relation A • B = 0. 
Como en el caso real, dos vectores A y B de V„(C) son ortogonales si y solo si 
satisfacen la identidad pitagorica, ||A + B\\ 2 — |j/l|| 2 + ||B|| 2 . 

Los conceptos de envolvente lineal, independencia lineal, y base, se definen 
para V„(C) exactamente como en el caso real. Los teoremas del 12.7 al 12.10 y 
sus demostraciones son todas validas sin modificacion para V„(C). 


12.17 Ejercicios 

L Sean A = (l,i), B = (i, —/), y C = (2i, 1) tres vectores de V 2 (C). Calcular cada uno 
de los siguientes productor escalares: 

(a) A-B- (b) B ■ A ; (c) (iA) ■ B; (d) A ■ (iB); (e) (/A) ■ (iB); 

(f) B-C; (g) A ■ C; (h) (B + C) ■ A; (i) (A - C) ■ B: 

(j) (A - iB) ■ (A 4- iB). 

2. Si A = (2, 1, —i) y B = (i, —1, 2i), hallar un vector no nulo C de V 3 (C) ortogonal 
simultaneamente a A y B. 

3. Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de V„(C), tenemos la identidad 

\\A +B\ | 2 = M|| 2 + |!Bj| 2 +A B + T~B. 

4. Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de VMC), tenemos la identidad 


\\A + B \| 2 - M - B || 2 =2 (A-B + A-B). 

5. Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de V„(C), tenemos la identidad 

\\A + B[| 2 + \\A - B\\ 2 = 2 M|| 2 + 2 \\Bf. 


6. a) Demostrar que para dos vectores cualesquiera A y B de V„(C), la suma A ■ B + A ■ B 
es real. 

b) Si A y B son vectores no nulos de V„(C), demostrar que 


„ A ■ B + A ■ B 

—2 <-< 2 

~ Million - 

7. Definimos el angulo 0 formado por dos vectores no nulos A y B de V„(C) mediante la 
identidad 


0 = arccos 


\(A ■ B 4- A ■ B) 


Mil [|£|| 
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La desigualdad del ejercicio 6 demuestra que siempre existe un unico angulo 6 en el 
intervalo cerrado 0 < 6 < w que satisface esta igualdad. Demostrar que 

\\A - fill 2 = \\A I! 2 + !|fi|| 2 - 2 \\A I! ||fi|| cos 6 . 

8. Aplicar la definicidn del ejercicio 7 al calculo del angulo iormado por los dos vectores 
siguientes de V R (C): A = (1, 0, i, i, i), y B = ( i, i, i, 0, i). 

9. a) Demostrar que los tres vectores siguientes forman una base para V 3 (C): A = (1, 0, 0), 
B = (0, i, 0), C = (1, 1, i). 

b) Expresar el vector (5, 2 — i, 2i) como combinacidn lineal de A,B,C. 

10. Demostrar que la base de los vectores coordenados unitarios E , de V„ tambi^n 

constituyen una base para V„(C). 
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APLICACIONES DEL ALGEBRA VECTORIAL 
A LA GEOMETRlA ANALlTICA 


13.1 Introduction 

En este capi'tulo se trata de las aplicaciones del Algebra vectorial al estudio 
de las rectas, los pianos y las secciones conicas. En el capitulo 14 el Algebra vec¬ 
torial se combina con los metodos del calculo, y se dan otras aplicaciones al estu¬ 
dio de curvas y a ciertos problemas de Mecanica. 

El estudio de la Geometria como sistema deductivo, fue concebido por 
Euclides aproximadamente 300 anos antes de Jesucristo, empezando con un con- 
junto de axiomas o postulados que describen propiedades de los puntos y las 
rectas. 

Los conceptos «punto» y «recta» se toman como nociones primarias y no 
se definen. Se definen otros conceptos a partir de los puntos y rectas, y los teore- 
mas se deducen sistematicamente a partir de los axiomas. Euclides establecio diez 
axiomas con los que intento deducir todos sus teoremas. Ha sido demostrado que 
esos axiomas no son adecuados para la teoria. Por ejemplo, en la demostracion de 
su primer teorema, Euclides hace una hipotesis tacita relativa a la intersection 
de dos circunferencias que no esta cubierta por sus axiomas. Desde entonces han 
sido formuladas otras listas de axiomas de los que resultan todos los teoremas de 
Euclides. La mas famosa es la que dio el matematico aleman David Hilbert (1862- 
1943) en su obra Grundlagen der Geometrie, publicado en 1899. (Existe una tra- 
duccion inglesa: The Foundations of Geometry, Open Court Publishing Co., 1947.) 
Este trabajo, del que se hicieron siete ediciones alemanas en vida de Hilbert, inau- 
guro la Matematica abstracta del siglo xx. 

Hilbert comenzo su estudio de la Geometria plana con cinco conceptos que 
no definio: punto, recta, en (relacion entre un punto y una recta), entre (relacion 
entre un punto y un par de puntos), y congruencia (relacion entre pares de pun¬ 
tos). Da entonces quince axiomas a partir de los cuales desarrolla toda la Geome¬ 
tria plana euclidiana. La Geometria del bspacio se basa en veintiun axiomas que 
incluyen seis conceptos que no se definen. 
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La introduccion de la Geometri'a analltica es algo distinta. Definimos con- 
ceptos tales como punto, recta, en, entre, etc., pero lo hacemos en funcion de 
numeros reales, que no se definen. La estructura matematica que resulta se llama 
modelo analltico de la Geometna euclidiana. En este modelo, se utilizan las pro- 
piedades de los numeros reales para deducir los axiomas de Hilbert. No intentare- 
mos comentar todos los axiomas de Hilbert. En lugar de eso, indicaremos tan solo 
como se definen los conceptos primitivos por medio de numeros reales y daremos 
algunas demostraciones para ilustrar los metodos de la Geometna analltica. 


13.2 Rectas en el espacio n-dimensional 

En esta seccion empleamos los numeros reales para definir los conceptos de 
punto, recta, y en. Las derfiniciones se formulan de modo que se acomoden a nues- 
tras ideas intuitivas acerca de la Geometna euclidiana tri-dimensional, pero tienen 
tambien sentido en un espacio de n dimensiones para cualquier n > 1. 

Un punto es simplemente un vector de V„, esto es, una n-pla ordenada de 
numeros reales; utilizaremos las palabras «punto» y «vector» indistintamente. 
El espacio vectorial V„ es el modelo analltico del espacio euclidiano n-dimensional. 
Para definir la «recta», empleamos las operaciones algebraicas de adicion y de 
multiplication por escalares en V„. 

definicion. Sea P un punto dado y A un vector no nulo dado. El conjunto 
de todos los puntos de la forma P 4- tA, en donde t recorre todos los numeros 
reales, es una recta que pasa por P y es paralela a A. Designamos esa recta con 
L(P; A) y escribimos 

L(P; A) = {P + tA\t real} o, mas brevemente, L(P; A) ={P + tA} . 

Se dice que un punto Q esta en la recta L(P; A) si Q e L(P; A). 

En el sfmbolo L(P; A), el punto P escrito en primer lugar esta en la recta, 
ya que corresponde a t = 0. El segundo punto, A, se llama vector de direccidn 
de la recta. La recta L(0; A) que pasa por el origen O es la envolvente lineal 
de A; consta de todos los productos de A por escalares. La recta por P paralela a 
A se obtiene sumando P a cada vector de la envolvente lineal de A. 

La figura 13.1 muestra la interpretation geometrica de esta definicion en V 3 . 
Cada punto P + tA puede representarse por el extremo de un vector geometrico 
trazado por el origen. Cuando t varia tomando todos los valores reales, el corres- 
pondiente punto P + tA describe una recta que pasa por P y paralela al vector A. 
La figura 13.1 muestra los puntos correspondientes a algunos valores de t en las 
dos rectas L(P; A) y L(0; A). 
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Figura 13.1 La recta L(P\ A) por P paralela a A y su relacion geometrica con la recta 

L(Q\ A) por O paralela a A. 


15.3 Algunas propiedades sencillas de las rectas 

Primero demostramos que el vector direccion A que aparece en la definition 
de L(P ; A) puede reemplazarse por cualquier otro vector paralelo a A. (Recorde- 
mos que dos vectores A y B se Raman paralelos si A — cB para un cierto escalar 
c no nulo.) 

teorema 13.1. Dos rectas L(P; A) y L(P; B ) que pasan por el mismo pun- 
to P son iguales si y solo si los vectores de direccion A y B son paralelos. 

Demostracion. Supongamos primero que L(P; A) — L(P; B). Tomemos un 
punto en L{P\ A) distinto de P, por ejemplo P + A. Este punto esta tambien en 
L(P- B) de manera que P + A = P + cB para un cierto escalar c. Luego, tene- 
mos A = cB y c ¥= 0 ya que A=AO. Por consiguiente, A y B son paralelos. 

Demostremos ahora el reciproco. Supongamos que A y B son paralelos, sea 
A=cB para un cierto c¥= 0. Si Q esta en L(P; A), entonces tenemos Q = P+tA = 
= P + t(cB) = P + ( ct)B, con lo que Q esta en L(P; B). Por consiguiente 
L(P; A) £ L(P; B). Del mismo modo, L(P; B) £ L(P; A), por tanto L(P; A) = 
= L(P; B). 

A continuacidn demostramos que el punto P que aparece en la definicion de 
L(P; A) puede reemplazarse por cualquier otro punto Q situado en la misma 
recta. 
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teorema 13.2. Dos rectas L(P; >4) y L(Cf; A) con el mismo vector de di- 
reccidn A son iguales si y solo si Q esta en L(P; A). 

Demostracidn. Supongamos que L(P; A) = L(Q; A). Puesto que Q esta en 
L(Q; A), Q tambien esta en L(P; A). Para demostrar el reci'proco, supongamos 
que Q esta en L(P; A), sea Q = P 4- cA. Queremos demostrar que L(P; A) = 
L(Q; A). Si X e L(P; A), entonces X — P + tA para un cierto t. Pero 
P = Q — cA, asf que X = Q — cA + tA — Q + (t — c)A, y por tanto X tam¬ 
bien esta en L(Q; A). Por lo tanto L(P; A) £ L(Q; A). Analogamente, encontra- 
mos jL(Q; A) £ L(P; A), con lo cual las dos rectas son iguales. 

Uno de los famosos postulados de Euclides es el postulado de las paralelas 
que es logicamente equivalente a la proposition de que «por un punto dado existe 
una y solo una recta paralela a una recta dada». Deduciremos esta propiedad 
como una consecuencia del teorema 13.1. Necesitamos primero definir el parale- 
lismo de rectas. 

definici6n. Dos rectas L(P; A) y L(Q; B) son paralelas si sus vectores de 
direccidn A y B son paralelos. 

teorema 13.3. Dados una recta L y un punto O no perteneciente a L, 
existe una y sdlo una recta L' que contiene Q y es paralela a L. 

Demostracidn. Supongamos que la recta dada tiene el vector de direccidn 
A. Consideremos la recta L' = L{Q\ A). Esta recta contiene Q y es paralela a L. 
El teorema 13.1 nos dice que esta es la tinica recta con esas dos propiedades. 

Nota: Largo tiempo los matematicos sospecharon que el postulado de las paralelas 
podia deducirse a partir de los otros postulados de Euclides, pero todos los intentos para 
demostrarlo resultaron inutiles. A principios del siglo xix los matematicos Karl F. Gauss 
(1777-1855), J. Bolyai (1802-1860), y N. I. Lobatchevski (1793-1856) llegaron a la con- 
viccidn de que el postulado de las paralelas no podia deducirse de los otros y desarro- 
llaron Geometrias no euclidianas, esto es, Geometrias en las que no es valido el citado 
postulado. El trabajo de esos hombres inspird a otros matematicos y cientificos la am- 
pliacion de sus puntos de vista acerca de las «verdades aceptadas* y a rechazar otros 
axiomas que durante siglos habian sido considerados como sagrados. 


Tambien se deduce con facilidad la siguiente propiedad de las rectas que 
Euclides establecio como un axioma. 

teorema 13.4. Dos puntos distintos determinan una recta. Esto es, si 
P ^ Q, existe una y sdlo una recta que contiene P y Q. Puede describirse como 
el conjunto {P + t(Q — P)} . 
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Demostracidn. Sea L la recta que pasa por P y es paralela a Q — P, esto es, 
L = L(P- Q-P) = {P+t{Q- P)}. 

Esta recta contiene a P y a Q (tomar t = 0 para P y t — \ para Q). Sea ahora L’ 
cualquier recta que contenga P y Q. Demostraremos que 1/ = L. Puesto que 
U contiene P, tenemos L' — L(P; A) para algun A ^ O. Pero tambien U contiene 
Q con lo que P + cA = Q para un cierto c. Luego tenemos Q—P = cA, donde 
c ¥= 0 ya que Q ¥= P. Por consiguiente Q — P es paralela a A con lo que, segun 
el teorema 13.2, tenemos L’ = L(P; A) = L(P; Q — P) = L. 

ejemplo. El teorema 13.4 nos da un sencillo metodo para averiguar si un 
punto Q esta en una recta dada L(P; A). Nos dice que Q esta en L{P\ A) si y solo 
si Q — P es paralelo a A. Por ejemplo, consideremos la recta L(P; A), donde 
P = (1, 2, 3) y A = (2, —1, 5). Para averiguar si el punto Q = (1, 1, 4) esta en 
esa recta, examinemos Q — P = (0, —1, 1). Puesto que Q — P no es el producto 
de A por un escalar, el punto (1, 1, 4) no esta en esa recta. Por otra parte, si 
Q = (5, 0, 13), encontramos que Q — P = (4, — 2, 10) = 2A, asi que Q esta 
en la recta. 

La dependencia lineal de dos vectores en V„, puede expresarse con lenguaje 
geometrico. 

teorema 13.5. Dos vectores A y B de V„ son linealmente dependientes si 
y solo si estan en la misma recta que pasa por el origen. 

Demostracidn. Si es cero uno de los vectores A o B, el resultado es trivial. 
Si ambos son no nulos, entonces A y B son dependientes si y solo si B = tA para 
un cierto escalar t. Pero B = tA si y solo si B esta en la recta que pasa por el 
origen y es paralela a A. 


13.4 Rectas y funciones vectoriales 

El concepto de recta se puede relacionar al de funcion. La correspondencia 
que asocia a cada numero real t el vector P + tA, es un ejemplo de funcion cuyo 
dominio es el conjunto de los numeros reales y cuyo recorrido es la recta L(P; A). 
Si designamos la funcion con el simbolo X, el valor de la funcion X(t) en t viene 
dado por la ecuacion 

(13.1) X(t)=P+tA. 

Llamamos a esta, funcion vectorial de una variable real. 

La consideracion de esa funcion es importante debido a que, como veremos 
en el capitulo 14, nos da un metodo natural para estudiar curvas en forma mas 
general. 
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El escalar t de la ecuacion (13.1) se denomina a menudo parametro, y la 
ecuacion (13.1) se llama ecuacion vectorial parametrica o simplemente ecuacion 
vectorial de la recta. A veces conviene imaginar la recta como la trayectoria de 
una particula movil, en cuyo caso el parametro t es el tiempo y el vector X(t) el 
vector posicion 

Observemos que dos puntos X(a) y X(b) de una recta dada L(P; A) son 
iguales si y solo si tenemos P + aA = P + bA o (a — b)A = O. Puesto que 
A # O, esta ultima relacion es valida si y solo si a = b. Asi que, valores distin- 
tos del parametro t conducen a puntos distintos de la recta. 

Consideremos ahora tres puntos distintos de una recta dada, sean X(a), X(b), 
y X{c), siendo a > b. Decimos que X(c) esta entre X(a) y X(b) si c esta entre 
a y b, esto es, si a < c < b. 

La congruencia puede definirse en funcion de las normas. Un par de puntos 
P, Q se llama congruente a otro par P’, Q' si ||P — Q|| = ||P' — Q' ||. La norma 
||P — Q]| se llama tambien distancia entre P y Q. 

Esto completa las definiciones de los conceptos punto, recta, en, entre, y 
congruencia en nuestro modelo anah'tico del espacio euclideo de n dimensiones. 
Concluimos esta seccion con alguna otra observation relativa a las ecuaciones pa¬ 
rametricas para las rectas en el espacio tridimensional. 

Si una recta pasa por dos puntos distintos P y O, podemos utilizar P — O 
como vector de direccion A en la ecuacion (13.1); la ecuacion vectorial de la 
recta es entonces 

X(t) = P + t(Q - P) o X(t) = tQ + (l - t)P. 

Las ecuaciones vectoriales se pueden expresar tambien en funcion de los 
componentes. Por ejemplo, si escribimos P = (p, q, r), A = ( a, b, c), y X(t) = 
= (x,y , z), la ecuacion (13.1) es equivalente a las tres ecuaciones escalares 

(13.2) x = p + ta, y = q + tb , z = r + tc. 

Estas son las ecuaciones escalares parametricas o simplemente ecuaciones parame- 
tricas de la recta; son utiles en los calculos en los que intervienen los componen¬ 
tes. La ecuacion vectorial es mas sencilla y mas natural para estudiar las propie- 
dades generales de las rectas. 

Si todos los vectores son del espacio de dos dimensiones, se necesitan solo las 
dos primeras ecuaciones parametricas (13.2). En este caso, podemos eliminar t 
entre las dos ecuaciones parametricas y obtenemos la relacion 


( 13 . 3 ) 


b(x - p) - a(y -q) = 0 , 
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que se llama ecuacion cartesiana de la recta. Si a ¥= 0, aquella puede escribirse 
en la forma 

b. 

y-q = -(x-p). 

El punto ( p , q) esta en la recta; el numero b/a es la pendiente de la recta. 

La ecuacion cartesiana (13.3) puede tambien escribirse por medio de pro¬ 
duces escalares. Si ponemos N = (b, —a), X = (x, y), y P = (p, q), la ecuacion 
(13.13) se convierte en 


(X-P)-N=0 o X • N = P ■ N. 

El vector N es perpendicular al vector de direccion A puesto que N • A = 
— ba — ab = 0; el vector N se llama vector normal a la recta. La recta consta 
de todos los puntos X que satisfacen la relacion (X — P) • N = 0. 

En la figura 13.2 se muestra el significado geometrico de esa relacion. Los 
puntos P y X estan en la recta y el vector normal N es ortogonal al X — P. La figu¬ 
ra sugiere que entre todos los puntos X de la recta, el de menor longitud [|X|| se 
obtiene cuando X en la proyeccion de P sobre N. Damos ahora una demostracion 
algebraica de este hecho. 


y 



Figura 13.2 Recta en el piano xy que pasa por P con vector normal N. Cada punto X 
de la recta satisface (X — P) • N = 0. 


teorema 13.6. Sea L la recta de V 2 consistente en todos los puntos X que 
satisfacen 


X-N = P-N, 
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estando P en la recta y siendo N un vector no nulo normal a la recta. Pongamos 

m 

Todo X de L tiene longitud 11X11 > d. Ademas, ||X|| = d si y solo si X es la pro- 
yeccion de P sobre N: 


X = tN, donde t — ——— . 

N ■ N 

Demostracion. Si X e L, tenemos X • N = P • N. Segun la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz, tenemos 


|P-X| = |X-A/|< ||XU \\N\\, 

lo que implica ||X|| > |P • N|/||lVj| = d. El signo de igualdad es valido si y solo 
si X = tN para un cierto escalar t, en cuyo caso P-N = X- N = tN-N, con lo 
cual t — P - N/N ■ N. Esto completa la demostracion. 

Del mismo modo podemos demostrar que si Q es un punto dado de V 2 no 
situado en la recta L, entonces para un cierto X de L el menor valor de ||X — Q|| 
es |(P — Q) ■ N|/||/V||, y esto ocurre cuando X — Q es la proyeccion de P — Q 
sobre el vector normal N. El numero 

i(f - Q)-n\ 

II Nil 

se llama distancia desde el punto Q a la recta L. El lector podrfa representar 
estos conceptos en una figura parecida a la 13.2. 

13.5 Ejercicios 

1. Una recta L de V 2 contiene los dos puntos P = ( — 3, 1) y Q = (I, 1). Determinar cuales 
de los siguientes puntos estan en L. a) (0,0); b) (0.1); c) (1,2); d) (2,1); e) ( — 2,1). 

2. Resolver el ejercicio 1 si P = (2, — 1) y Q = ( — 4,2). 

3. Una recta L de V 2 contiene el punto P = (-3, 1,1) y es paralela al vector (1, —2,3). 
Determinar cuales de los siguientes puntos estan en L. a) (0,0,0); b) (2-1 4)- 

c) (-2, -1, 4); d) (-4, 3,-2); e) (2, -9, 16). 

4. Una recta L contiene los dos puntos P = ( — 3, I, 1) y Q = (1, 2, 7). Determinar cuales 
de los siguientes puntos estan en L. a) (—7, 0, 5); b) ( — 7, 0, —5)- c) (-11 1 11)- 

d) (-11, -1, 11); e) (-1, i4); f) (-#,|, 3), g) (-1, f, -4). 

5. En cada caso, determinar si los tres puntos P, Q, R estan en una recta. 

(a) P = (2, 1, 1), Q = (4, 1, -1), R = (3, -1, I). 

(b) P = (2, 2, 3), Q = (-2, 3, 1), R = (-6,4, 1). 

(c) P =( 2, 1, 1), Q = (-2,3, 1), R = (5, -1, 1). 
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6. Entre los ocho puntos siguientes A, B, y C estan en una recta. Determinar todos los 
subconjuntos de tres o mas puntos que estan en li'nea recta: A = ( 2, 1, 1), B = ( 6, —1, 1), 
C = (-6, 5. 1), D =(— 2, 3, 1), E = (1, 1, 1), F = (-4, 4, 1), G = (-13. 9, 1), 
H = (14. -6, 1). 

7. Una recta pasa por el punto P = (1, 1, 1) y es paralela al vector A = (1, 2, 3). Otra recta 

por Q = (2, 1, 0) es paralela al vector B = (3, 8, 13). Demostrar que las dos rectat se 

cortan y determinar su punto de interseccion. 

8. a) Demostrar que dos rectas L(P ; A) y L(Q\ B) de V„ se cortan si y solo si P — O 
pertenece a la envolvente lineal de A y B. 

b) Determinar si se cortan o no las dos rectas siguientes de V.,: 

L ={(1,1, -1) + t(—2, 1,3)}, L' ={(3, -4,1) 4-f( —1,5,2)}. 

9. Sea X(t) — P + tA un punto arbitrario en la recta L(P; A), siendo P = (1, 2, 3) y 
A = (1, -2, 2), y sea Q = (3, 3, 1). 

a) Calcular j|Q — X(f)[| 2 , cuadrado de la distancia entre Q y X(r). 

b) Demostrar que hay exactamente un punto X(t 0 ) para el que la distancia 

||Q — X(t)|[ es minima y calcularla. 

c) Demostrar que Q — X(t tl ) es ortogonal a A. 

10. Sea Q un punto no situado en la recta L(P- A) de V„. 

a) Sea j(t) = ||Q — X(t)|| 2 , donde XU) — P + tA. Demostrar que /(t) es un polinomio 
cuadratico en t y que tal polinomio alcanza su valor minimo en un solo valor de t , 
tal como t = t () . 

b) Demostrar que Q — X(t 0 ) es ortogonal a A. 

11. Dadas dos rectas paralelas L(P; A) y HQ-, A) de V„. Demostrar que o bien L(P, A) = 
L(Q; A) o la interseccion L(P; A) n L(Q; A) es vacia. 

12. Dadas dos rectas L(P; A) y L(Q; B) de V„ que no son paralelas. Demostrar que la in- 
terseccion es vacia o consta de un solo punto. 


13.6 Pianos en el espacio euclideo n-dimensional 

Se definio una recta en el espacio n-dimensional como un conjunto de la for¬ 
ma {P + tA} obtenida sumando a un punto dado P todos los vectores de la en¬ 
volvente lineal de un vector A no nulo. De modo parecido se define un piano, 
con la diferencia de que sumamos a P todos los vectores de la envolvente lineal de 
dos vectores A y B linealmente independientes. Para asegurarnos que V n contiene 
dos vectores linealmente independientes, suponemos desde el principio que n > 2. 
Muchas de nuestras aplicaciones se referiran al caso n = 3. 

definicion. Un conjunto M de puntos de V„ es un piano si existen un 
punto P y dos vectores linealmente independientes A y B tales que 

M = {P + sA + tB | i, t real} . 

Designaremos el conjunto mas brevemente escribiendo M = {P + sA + tB}. 
Cada punto de M decimos que esta en el piano. En particular, tomando s — t = 0, 
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Figura 13.3 Plano que pasa por P generado por A y B, y su relacidn geometrica 
con el piano que pasa por O y esta generado por A y B. 

vemos que P esta en el piano. El conjunto {P 4 - sA + tB} tambien se llama piano 
que pasa por P generado por A y B. Cuando P es el origen, el piano es simple- 
mente la envolvente lineal de A y B. La figura 13.3 muestra un piano de V 3 que 
pasa por el origen y generado por A y B, y un piano que pasa por un punto P 
no nulo y generado por el mismo par de vectores. 

Ahora deduciremos algunas propiedades de los pianos analogas a las de las 
rectas dadas en los teoremas del 13.1 al 13.4. La primera nos muestra que los 
vectores A y B de la definicion del piano { P + sA + tB } puede reemplazarse por 
cualquier otro par que tenga la misma envolvente lineal. 

TEOREMA 13.7. Dos pianos M = {P + sA + tB} y M' = {P + sC + tD} 
que pasan por el mismo punto P son iguales si y solo si la envolvente lineal de 
A y B coincide con la de C y D. 

Demostracion. Si la envolvente lineal de A y B es igual a la de C y D, es 
evidente que M = M', Reci'procamente, supongamos que M — M'. El piano M 
contiene a P + A y a P + B. Puesto que esos puntos estan ambos tambien en 
M’, cada uno de los A y B debe estar en la envolvente lineal de C y D. Analoga- 
mente, C y D estan ambos en la envolvente lineal de A y B. Por consiguiente la 
envolvente lineal de A y B es igual a la de C y D. 

El teorema siguiente muestra que el punto P que aparece en la definicion del 
piano {P+sA + tB } puede susdtuirse por cualquier otro punto Q del mismo piano. 
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teorema 13.8. Dos pianos M = {P+sA + tB} y M' = {Q + sA + tB} 
generados por los mismo vectores A y B coinciden si y solo si Q esta en M. 

Demostracion. Si M — M' } entonces 0 esta ciertamente en M. Para demos- 
trar el reciproco, supongamos que Q esta en M, sea Q = P + aA + bB. Tome- 
mos cualquier punto X de M. Entonces X — P sA + tB para unos ciertos es- 
calares s y t. Pero P = Q — aA — bB, de modo que X = Q + (s — a)A+(t — b)B. 
Por consiguiente X esta en M', con lo que M £ M’. Del mismo modo, encon- 
tramos que M' £ M, asi que los dos pianos son iguales. 

El postulado de las paralelas de Euclides (teorema 13.3) tiene una forma 
analoga para los pianos. Antes de establecer este teorema necesitamos defrnir el 
paralelismo de dos pianos. La defmicion esta sugerida por la representation geo- 
metrica de la figura 13.3. 

definicion. Dos pianos M = {P + sA + tB} y M' — {Q + sC + tD} son 
paralelos si la envolvente lineal de A y B es igual a la de C y D. Decimos tambien 
que un vector X es paralelo al piano M si X pertenece a la envolvente lineal de 
A y B. 

teorema 13.9. Dados un piano M y un punto Q no perteneciente a M, exis- 
te un piano y solo uno M' que contiene Q y es paralelo a M. 

Demostracion. Sea M = {P + sA + tB} y consideremos el piano 
M' = {Q + sA 1 tB}, Este piano contiene O y es generado por los mismos vec~ 
tores A y B que engendran M. Por consiguiente M' es paralelo a M. Si M" es otro 
piano que pasa por Q paralelo a M, entonces 

M" = {Q + sC + tD} 

en donde la envolvente lineal de C y D es igual a la de A y B. Segun el teorema 
13.7, debe ser M" = M'. Por lo tanto M' es el unico piano por Q paralelo a M. 

El teorema 13.4 nos dice que dos puntos distintos determinan una recta. 
El teorema que sigue demuestra que tres puntos distintos determinan un piano, 
con tal que los tres puntos no esten alineados. 


teorema 13.10. Si P, O y R son tres puntos no situados en la misma recta, 
existe un piano M y solo uno que contiene esos tres puntos. Tal piano esta dado 
por el conjunto 


(13.4) 


M = {P + s(Q - P) + t(R - P )}. 
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Demostracion. Supongamos primero que uno de los tres puntos, por ejem- 
plo P, sea el origen. Entonces Q y R no estan en una misma recta que pase por el 
origen de modo que son linealmente independientes. Por consiguiente, engendran 
un piano que pasa por el origen, sea este 

M' = {sQ + tR}. 

Este piano contiene los tres puntos O, Q y R. 

Demostremos ahora que M' es el unico piano que contiene esos tres puntos. 
Cualquier otro piano que pase por el origen tiene la forma 

M" = {sA + tB}, 

siendo A y B linealmente independientes. Si M” contiene Q y R, tenemos 

(13.5) Q = aA + bB, R = cA + dB, 

para ciertos escalares a, b, c„ d. Luego, toda combinacion lineal de Q y R es 
tambien una combinacion lineal de A y B, asi que M' £ M". 

Para demostrar que M" £ M', basta demostrar que A y B Son cada uno de 
ellos una combinacion lineal de Q y R. Multiplicando la primera ecuacion (13.5) 
por d y la segunda por b y restando, eliminamos B y se obtiene 

(ad — bc)A - dQ — bR . 

La diferencia ad — be no puede ser cero, de otro modo Q y R serfan dependien- 
tes. Por lo tanto podemos dividir por ad — be y expresar A como combinacion 
lineal de Q y R. Analogamente, podemos expresar B como combinacion lineal de 
Q y R, con lo que M" £ M’. Esto demuestra el teorema cuando uno de los tres 
puntos P, Q, R es el origen. 

Para demostrar el teorema en el caso general, sea M el conjunto (13.4), 
C — Q — P y D — R — P. Demostramos primero que C y D son linealmente 
independientes. Si no, tendriamos D = tC para algun escalar t, dandonos 
R — P — t(Q — P), o R = P + t(Q — P), en contradiccion con el hecho de que 
P, Q, R no estan en la misma recta. Por consiguiente el conjunto M es un piano 
que pasa por P y esta generado por el par de vectores linealmente independientes 
C y D. Este piano contiene los tres puntos P, Q y R (tomamos s = 1, t = 0 para 
obtener Q, y s = 0, / = 1 para obtener R). Ahora tenemos que demostrar que 
este es el unico piano que contiene P, Q y R 

Sea M' cualquier piano que contenga P, Q y R. Ya que M' es un piano que 
contiene P, tenemos 


M' = {P + sA + tB} 
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para un cierto par de vectores linealmente independientes A y B. Sea M' n = {s/1 + 
+ IB} el piano que pasa por el origen generado por el mismo par A y B. Eviden- 
temente M’ contiene un vector X si y solo si M' u contiene X — P. Puesto que M' 
contiene Q y R, el piano M ' a contiene C = Q — PyD = R— P. Pero acabamos 
de demostrar que existe un piano y solo uno que contiene O, C y D puesto que 
C y D son linealmente independientes. Por consiguiente M' = {sC + tD}, de 
modo que M’ = {P + sC + tD] = M. Esto completa la demostracion. 

En el teorema 13.5 se demostro que dos vectores de V„ son linealmente de- 
pendientes si y solo si estan en una misma recta que pasa por el origen. El teore¬ 
ma que sigue es el correspondiente al caso de tres vectores. 

teorema 13.11. Tres vectores A, B, C de V n son linealmente dependientes 
si y solo si estan en un mismo piano que pasa por el origen. 

Demostracion. Supongamos que A, B, C son dependientes. Podemos enton- 
ces expresar uno de los vectores como combinacion lineal de los otros dos, sea 
C = sA + tB. Si A y B son independientes, engendran un piano que pasa por 
el origen y C esta en este piano. Si A y B son dependientes, entonces A, B y C 
estan situados en una misma recta que pasa por el origen, y por tanto estan en 
cualquier piano que pase por el origen que contiene los tres puntos B y C. 

Para demostrar el reclproco, supongamos que A, B, C estan en un mismo 
piano que pasa por el origen, sea este el piano M. Si A y B son dependientes, en¬ 
tonces A, B y C son dependientes, y no hay nada mas que demostrar. Si A y B 
son independientes, generan un piano M' que pasa por el origen. Segun el teore¬ 
ma 13.10, existe un piano y solo uno que pasa por O y contiene A y B. Por con¬ 
siguiente M' = M. Puesto que C esta en ese piano, debe ser C = s,4 + tB, con 
lo que A, B y C son dependientes. 


13.7 Pianos y funciones vectoriales 

La correspondencia que asocia a cada par de numeros reales s y / el vector 
P + s.4 + tB en el piano M — {P + sA + tB} es otro ejemplo de funcion vectorial. 
En este caso, el dominio de la funcion es el conjunto de todos los pares de nume¬ 
ros reales (s, t) y su recorrido es el piano M. Si designamos la funcion por X y sus 
valores por X(s, <), entonces para cada par (s, t) tenemos 

(13.6) X(s,t) = P + sA + tB. 

Esta funcion X es una funcion vectorial de dos variables reales. Los escalares s y t 
se llaman parametros, y la ecuacion (13.6) es la ecuacion parametrica o vectorial 
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del piano. Esto es lo mismo que la representation de una recta mediante una 
funcion vectorial de una variable real. La presencia de dos parametros en la ecua- 
cion (13.6) da al piano una cualidad bidimensional. Cuando cada vector esta en 
V 3 y se expresa en funcion de sus componentes, por ejemplo 

P — (Pi,Pi,p 3 ), A = (a 1 ,a 2 ,a 3 ), B = (b lt b 2 , b 3 ), y X(s, t) = (x, y, z), 

la ecuacion vectorial (13.6) puede reemplazarse por tres ecuaciones escalares, 

x = p 1 +.sa 1 + tb lt y = p 2 + sa 2 + tb 2 , z — p 3 + sa 3 + tb 3 . 

Los parametros s y t siempre pueden eliminarse entre esas tres ecuaciones obte- 
niendo una ecuacion lineal de la forma ax + by + cz = d, llamada ecuacion car- 
tesiana del piano. Ponemos seguidamente un ejemplo. 

ejemplo. Sea M = {P + sA + tB}, donde P = (1, 2, 3), A = (1, 2, 1), 
y B = (1, — 4, —1). La ecuacion vectorial correspondiente es 

X(s, t) = (1, 2, 3) + 41, 2, 1) + t(l, -4, -1). 

De esta obtenemos las tres ecuaciones parametricas 

x=l+s + f, y = 2 + 2s — 4f, z = 3 + s — t. 

Para obtener una ecuacion cartesiana, ponemos la primera y la tercera ecuaciones 
en la forma x — 1 = s + t, z — 3 = s — t. Sumando y luego restando esas ecua¬ 
ciones, encontramos que 2s = x + z — 4, 2t — x — z + 2. Sustituyendo en la 
segunda ecuacion de la y, obtenemos la ecuacion cartesiana x + y — 3z = —6. 
Volveremos a estudiar las ecuaciones cartesianas en la seccion 13.16. 

13.8 Ejercicios 

1. Sea M = {P + sA + tB}, donde P = (1, 2, -3), A = (3, 2, 1) y B = (1, 0, 4). Deter¬ 
miner cuales de los siguientes puntos estan en M. 

(a) (1, 2, 0); (b) (1, 2, 1); (c) (6, 4, 6); (d) (6, 6, 6); (e) (6, 6, -5). 

2. Los tres puntos P = (1, 1, —1), Q = (3, 3, 2) y R = (3, —1, —2) determinar un piano 

M. Decir cuales de los puntos siguientes estan en M. 

(a) (2, 2, i); (b) (4, 0, -|); (c) (-3, 1, -3); (d) (3,1, 3); (e) (0, 0, 0). 

3. Determinar las ecuaciones escalares parametricas para cada uno de los pianos siguientes. 

a) El piano que pasa por (1, 2, 1) y esta generado por los vectores (0, 1, 0) y (1, 1, 4). 

b) El piano que pasa por (1, 2, 1), (0, 1, 0) y (1, 1, 4). 

4. Un piano M tiene las ecuaciones escalares parametricas. 

x = 1 + * - 2/, y = 2 +s + 4t, z = 2s At. 
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a) Determinar cuales de los siguientes puntos estan en M: (0, 0, 0), (1, 2, 0), 
(2, -3, -3). 

b) Hallar los vectores P, A y B tales que M = {P + sA + tB}. 

5. Sea M el piano determinado por tres pantos P, Q, R no alineados. 

a) Si p, q, r son tres escalares tales que p -4- q + r = 1, demostrar que pP + qQ + rR 
esta en M. 

b) Demostrar que todo punto de M es de la forma pP + qQ + rR, donde p + q + r— 1. 

6. Determinar la ecuacion lineal cartesiana de la forma ax + by + cz — d para cada uno 

de los pianos siguientes. 

a) Plano que pasa por (2, 3, 1) y esta generado por (3, 2, 1) y (—1, —2, —3). 

b) Plano que pasa por (2, 3, 1), ( — 2, — 1, —3) y (4, 3, —1). 

c) Plano que pasa por (2, 3, 1) y es paralelo al piano que pasa por el origen y esta 

generado por (2, 0, —2) y (1, 1, 1). 

7. La ecuacion cartesiana de un piano M es 3x — 5y + z = 9. 

a) Determinar cuales de los siguientes puntos estan en M: (0, —2, —1), ( — 1, —2, 2), 
(3, 1, -5). 

b) Hallar los vectores P, A y B tales que M = {P + sA + tB). 

8. Consideremos los dos' pianos M = {P + sA + tB] y M' = {Q + sC + tD}, donde 
P = (l, i, 1), A = (2, -1, 3), B = (-1, 0, 2). O = (2, 3, 1), C = (1, 2, 3) y D = (3,2,1). 
Hallar dos puntos distintos situados en la interseccion M n M'. 

9. Dados un piano M = {P + sA + tB}, donde P = (2, 3, 1), A = (1, 2, 3) y B = (3, 2, 1), 
y otro piano M' cuya ecuacion cartesiana es x — 2y + z = 0. 

a) Determinar si M y M' son paralelos. 

b) Hallar dos puntos en la interseccion M' rv M" si M" tiene la ecuacion cartesiana 

x + 2y + z = 0 . 

10. Sean L la recta que pasa por (1, 1, 1) paralela al vector (2, — 1, 3) y M el piano que 

pasa por (1, 1, —2) y generado por los vectores (2. 1, 3) y (0, 1, 1). Probar que existe 

un punto y solo uno en la interseccion L n M y determinarlo, 

11. Una recta con vector de direction X es paralela a un piano M si X es paralelo a M. 

Sea L la recta que pasa por (1, 1, 1) y es paralela al vector (2, —1, 3). Determinar si 

L es paralela a cada uno de los pianos siguientes. 

a) Plano que pasa por (1, 1, —2) y generado por (2, 1, 3) y (f, 1, 1). 

b) Plano que pasa por (1, 1, —2), (3, 5, 2) y (2, 4, —1). 

c) Plano de ecuacion cartesiana x + 2y + 3z = —3. 

12. Dos puntos P y Q estan en un piano M. Demostrar que todo punto de la recta que 
pasa por P y Q pertenece tambien a M. 

13. Dada la recta L que pasa por (1, 2, 3) y es paralela al vector (1. 1, 1), y dado un punto 
(2, 3, 5) que no esta en L. Hallar la ecuacion cartesiana del piano M que pasa por 
(2, 3, 5) y que contiene todos los puntos de L. 

14. Dados una recta L y un punto P no situado en L. Demostrar que existe un piano y 
solo uno que pasa por P y contiene todos los puntos de L. 


13.9 Producto vectorial 

En muchas aplicaciones del Algebra vectorial a problemas de Geometria y 
de Mecanica resulta util disponer de un metodo facil de obtener un vector per¬ 
pendicular a cada uno de dos vectores dados A y B. Esto se consigue con el pro¬ 
ducto vectorial A X B que se define asi: 
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definici6n. Sean A = (a,, a 2 , a 3 ) y B = ( b n , b 2 , b 3 ) dos vectores de V 3 . 
Su producto vectorial A XB (en este orden) se define como el vector 

A x B = ( a 2 b 3 — a 3 b 2 , a 3 b x — a x b 3 , a x b 2 — a 2 b ,). 


A partir de esta definicion se deducen con facilidad las propiedades siguientes. 


teorema 13.12. Para todos los vectores A, B, C de V 3 y para todo mime- 
ro real c tenemos: 


a ) A x B — —(£ x A) 

b ) A X (B+ C) = (A x B) +(A X C) 

c ) c(A x B) = ( cA ) X B, 

d) A • (A X B) = 0 

e) B ■ (A x B) = 0 

f) \\A X BV= Mn*||*-04 •*)* 


(simetria alternada ), 

(ley distributive), 

(ortogonalidad respecto a A), 
(ortogonalidad respecto a B), 

(identidad de Lagrange), 


g) A x B = O si y solo si A y B son linealmente dependientes 


Demostracion. Las partes a), b) y c) resultan inmediatamente de la defini¬ 
cion y se dejan como ejercicios para el lector. Para demostrar d), observemos que 

A ■ (A x B) — a x (aj} 3 — a 3 b 2 ) + a 2 (a 3 b x — a x b 3 ) + a 3 (a,b 2 — a 2 by) — 0. 


La parte e) se deduce del mismo modo, o puede deducirse de a) y d). Para de 
mostrar f), escribimos 

II A X 51| 2 = (a 2 b 3 - a 3 b 2 ) 2 + (a 3 b 1 — a x b 3 ) 2 + ( a x b 2 — a 2 b x f 


y 


\\A || 2 ||fi|| 2 - (A ■ Bf = («* + a\ + a%)(b\ + b\ + b\) - (aA + a 2 b 2 + a 3 b 3 ) 2 

y comprobamos luego que los dos segundos miembros coinciden. 

La propiedad f) muestra que A X B = O si y solo si (A • B) 2 = ||A|| 2 ||B|| 2 . 
Segun la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 12.3), eso ocurre si y solo si uno 
de los vectores es el producto del otro por un escalar. Dicho de otroimodo, 
A X B — O si y solo si A y B son linealmente dependientes, lo que demuestra g). 

ejemplos. Las partes a) y g) demuestran que A X A = O. De la definicion 
de producto vectorial encontramos que 


i X j = k , 


j X k = i . 


k x / = j . 
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El producto vectorial no es asociativo. Por ejemplo, tenemos 

/' x (i x j) = i x k = —j sin embargo (/ x *) x j = O x j = O . 

El teorema que sigue muestra dos propiedades fundamentales del producto 
vectorial. 

teorema 13.13. Sean A y B dos vectores linealmente independientes en V s . 
Se tiene: 

a) Los vectores A, B, A X B son linealmente independientes. 

b) Todo vector N de V 3 ortogonal a A y B simultaneamente es el producto 
de un escalar por A X B. 

Demostracion. Sea C = A X B. Entonces C ¥= O pues Ay B son linealmente 
independientes. Dados los escalares a, b, c tales que aA + bB + cC — O, forme- 
mos el producto escalar de cada miembro por C y teniendo en cuenta que 
A C — B ■ C = 0 encontramos c = 0. Esto da aA + bB — O, con lo que 
a = b = 0 ya que A y B son independientes. Esto demuestra a). 

Sea N un vector cualquiera ortogonal a la vez a A y a B, y sea C = A X B. 
Demostraremos que 


(N ■ C) 2 = (N ■ N)(C ■ C). 

Entonces de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 12.3) resulta que N es 
el producto de C por un escalar. 

Puesto que A, B y C son linealmente independientes, sabemos, en virtud del 
teorema 12. 10 c), que generan V 3 . En particular, generan N, de modo que po- 
demos escribir 


N = aA + bB + cC 

para ciertos escalares a,b,c. Esto nos da 


N ■ N = N ■ {aA + bB + cC) = c N ■ C 


puesto que N A = N ■ B = 0. Tambien, ya que C ■ A = C • B = 0, tenemos 
C • N = C ■ (aA + bB + cC) = cC ■ C . 


Por consiguiente, (N ■ N)(C ■ C) = ( cN ■ C)(C - C) = (N • C)(cC • C) = (N ■ C) 2 , lo 
que completa la demostracion. 



594 


Aplicaciones del algebra vectorial a la geometria analitica 


El teorema 13.12 nos facilita la interpretacion geometrica del producto vec¬ 
torial. Por las propiedades d) y e), sabemos que A X B es perpendicular simul- 
taneamente a A y a B. Cuando el vector A X B se representa geometricamente 
mediante una flecha, la direccion de la flecha depende de las posiciones relativas 



a) Sistema coordenado orientado en 
sentido directo. 


b) Sistema coordenado orientado 
en sentido retrograde. 


Figura 13.4 Posiciones relativas de A, B y A x B. 


de los tres vectores unitarios coordenados. Si i, j y k se colocan como se ve en 
la figura 13.4 a), se dice que forman un sistema coordenado orientado en sentido 
directo. En este caso, la direccion de A X ‘B esta determinada por la «regla de 
la mano derecha». Esto es, cuando A gira hacia B de modo que los dedos de la 
mano derecha senalen el .sentido de la rotation, entonces el pulgar indica la di¬ 
rection de A X B (suponiendo, de acuerdo con lo que se discute, que el pulgar 
esta perpendicular a los otros dedos). En un sistema coordenado orientado en sen¬ 
tido retrogrado, como en la figura 13.4 b), la direccion de A X B se invierte y 
puede determinarse con una correspondiente regia de la mano izquierda. 

La longitud de A X B tiene una interpretacion geometrica interesante. Si A 
y B son vectores no nulos que forman una angulo 6, siendo 0 < 6 <tt, podemos 
escribir A' B = ||A|| ||fl|| cos 6 en la propiedad f) del teorema 13.12 obteniendo 

\\A x B\\ 2 = M|| 2 [|5|| 2 (l - cos 2 6)= IMH^fserfe, 

de la que resulta 


\\A x B || = M|| ||fi|| seni© . 

Puesto que ||B|| sen 6 es la altura del paralelogramo determinado por A y B (ver 
figura 13.5), vemos que la longitud de A X B es igual al area de ese paralelogramo. 
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Figura 13.5 La longitud de A X B es igual at area del paralelogramo determinado por A y It. 


15.10 El producto vectorial expresado en forma de determinante 

La formula que define el producto vectorial puede ponerse en forma mas 
compacta con la ayuda de los determinantes. Si a, b, c, d son cuatro numeros, la 
diferencia ad — be se designa a menudo con el sfmbolo 

a b 

c d 

y que se llama determinante (de segundo orden). Los numeros a, b, c, d son sus 
elementos, y decimos que estan colocados en dos filas a, b y c, d y en dos colum- 
nas a, c y b, d. Observese que un intercambio de las dos filas o de las dos colum- 
nas solo cambia el signo del determinante. Por ejemplo, puesto que ad —be = 
= — (be — ad), tenemos 

a b b a 

c d d c 

Si expresamos cada uno de los componentes del producto vectorial como un 
determinante de orden dos, la formula que define A X B toma la forma 

/ a 2 a 3 & 3 a l &1 a 2 \ 

A x B = i 

\ ^2 ^3 bi b\ b 2 ) 

Esto puede tambien expresarse en funcion de los vectores i, j, k como sigue: 

^2 ^3 ^3 ^1 ^2 

i + j+ k. 

b 2 b 3 b s b 1 b 1 b 2 


(13.7) A x B = 



596 


Aplicaciones del algebra vectorial a la geometria analitica 


Los determinantes de tercer orden se escriben con tres filas y tres columnas 
y pueden definirse en funcion de los determinantes de orden dos por la formula 


(13.8) 


ci 1 a 2 a z 

1 





^2 ^3 


« 


h b 2 

b 1 b 2 b z 

= 


~ 


+ ^3 




C 2 C 3 


Cl c 3 


Cl c 2 

^2 ^3 





Esto es lo que se llama el «desarrollo» de un determinante por los elementos 
de la primera fila. Observemos que el determinante del segundo miembro que 
multiplica a-, puede obtenerse del determinante del primer miembro suprimiendo 
la fila y la columna en las que aparece a 1 . Los otros dos determinantes del segun¬ 
do miembro se obtienen del mismo modo. 

En el Volumen II se estudian los determinantes de orden mayor que tres. 
Nos proponiamos unicamente introducir los determinantes de ordenes segundo y 
tercero para disponer de un instrumento para escribir ciertas formulas en forma 
compacta que permita recordarlas con mayor facilidad. 

Los determinantes tienen pleno significado si los elementos de la primera 
fila son vectores. Por ejemplo, si escribimos el determinante 


i j k 

a l @2 ®3 

by b 3 b 3 

y «desarrollamos» segun la regia establecida en (13.8), encontramos que el re- 
sultado coincide con el segundo miembro de (13.7). De otro modo, podemos es¬ 
cribir la definicion del producto vectorial A X B en la forma compacta siguiente: 


A x B = 


i j k 

a 3 a 3 
b\ b 2 b 3 


Por ejemplo, para calcular el producto vectorial de A = 2i — 8/ + 3k y 
B = 4/ + 3k, escribimos 


A 


xfi = 


i 

j k 


CO 

oo 

1 


2 3 


to 

1 

OO 

2 

0 

cn 

oo 

1 

= 

4 3 

i — 

0 3 

j + 

0 4 

4 3 







— 36/ — 6 j + 8 k 
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13.11 Ejercicios 

1. Sean A = — i + 2k, B =2 i + j — k, C = i +2j + 2k. Calcular cada uno de los siguien- 
tes vectores en funcion de i,j, k: 

(a) A x B; (d) A x (C x A); (g) (A x C) x B; 

(b) B x C; (e) (A x B) x C; (h) (A 4- B) x (A - C); 

(c) C x A; (f ) A x (B x C); (i) (A x B) x (A x C). 

2. En cada caso hallar un vector de longitud 1 en V 3 ortogonal a la vez a A y a B: 

(a) A = i + j + k, B = 2i 4- 2j — k; 

(b) A = 2t - 3 j + 4 k, B = -/ + 5 j + Ik; 

(c) A = i - 2j + 2k, B = -3/ + 2 j - k. 

3. En cada caso utilizar el producto vectorial para calcular el area del triangulo de verti¬ 
ces A, B, C: 

(a) A = (0, 2, 2), B = (2, 0, -1), C = (3, 4, 0); 

(b) A =(-2,3, 1), B=(l, -3,4), C = (1,2,1); 

(c) A = (0, 0, 0), B = (0,1,1), C = (1,0,1). 

4. Si A — 2i 4- 5/ + 2k, b =2i 4- Ij 4- 4k, y c = 2i + 3/ 4- 6k, expresar el producto vec¬ 
torial (A — C) x (B — A) en funcion de i,j, k. 

5. Demostrar que || A X B\\ = [|A|| |jfll| si y solo si A y B son ortogonales, 

6. Dados dos vectores linealmente independientes A y. B de V s . Sea C = (B X A) — B. 

a) Demostrar que A es ortogonal a S + C, 

b) Demostrar que el angulo e que forman B y C satisface < 0 < w. 

c) Si ||B|| = 1 y ||B X /4|| = 2, calcular la longitud de C. 

7. Sean A y B dos vectores ortogonales en V 3 , teniendo cada uno longitud 1. 

a) Demostrar que A, B, A X B es una base ortonormal para V 3 . 

b) Sea C = (A X B) X A. Demostrar que ||C|| = 1. 

c) Trazar una figura que muestra la relacion geometrica entre A, B, y A X B y utilizar 
esa figura para obtener las relaciones 

(A x B) x A =3, (A x B) x B — —A . 

d) Demostrar las relaciones de la parte c) algebraicamente. 

8. a) Si A X B = O y A B x 0, uno por lo menos de los vectores A o B es nulo. De¬ 

mostrar esta proposicion y dar su interpretacion geometrica. 

b) Dado A ^ O. Si A X B = A X C y A ■ B — A ■ C, demostrar que B = C. 

9. Sean A = 2/ - j + 2k y C = 3/ 4- 4 j - k. 

a) Hallar un vector B tal que A X B = C. cHay mas de una solucidn? 

b) Hallar un vector B tal que AxB = CyAB = l. cHay mas de una solucion? 

10. Dados un vector no nulo 4 y un vector C ortogonal a A, ambos en V Demostrar que 

existe un solo vector B tal que AxB = CyA B — 

11. Tres vertices de un paralelogramo son los puntos A = (1, 0, 1), B = ( —1, 1, 1), 
C = (2, -1, 2). 

a) Hallar todos los puntos D que pueden ser el cuarto vertice del paralelogramo. 

b) Calcular el area del triangulo ABC. 
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12. Dados dos vectores no paralelos A y B de V 3 siendo A ■ B = 2, ||A|| = 1, ||B|| = 4. Sea 
C = 2 (A x B) — 3B. Calcular A ■ (B + C), ||C||, y el coseno del angulo 8 que forman 
B y C. 

13. Dados dos vectores linealmente independientes A y B de V 3 . Determinar si cada una de 
las siguientes proposiciones es cierta o falsa. 

a) A + B, A — B, AxB son linealmente independientes. 

b) A + B, A +(A X B), B + (A x B) son linealmente independientes. 

c) A, B, (A + B) X (A — B) son linealmente independientes. 

14. a) Demostrar que tres vectores A, B, C, de V 3 estan en una misma recta si y solo, si 
(B - A) X (C - A) = O. 

b) Si A + B, demostrar que la recta que pasa por A y B consiste en el conjunto de 
todos los vectores P tales que (P — A) X (P — B) = O. 

15. Dados dos vectores ortogonales A, B de V 3 , ambos de longitud 1. Sea P un vector que 
satisface la ecuacion P x B — A — P. Demostrar cada una de las proposiciones. 

a) P es ortogonal a B y. tiene longitud |"\/2. 

b) P, B, P X B forman una base para V 3 . 

c) (P X B) X B = - P. 

d) P = \A - {(A x B). 


13.12 Producto mixto 

Los productos escalar y vectorial pueden combinarse para formar el producto 
mixto A- B X C, cuyo significado es A ■ (B X C) exclusivamente. Puesto que este 
es un producto escalar de dos vectores, su valor es un escalar. Podemos calcular 
este escalar por medio de determinantes. Escribamos A = (a a , a 2 , a 3 ), 
B = (6, ,b 2 , b 3 ), C — (c, , c 2 , c 3 ) y expresemos B X C en la forma (13.7). For- 
mando el producto escalar con A, obtenemos 

t?2 a 3 

b 2 b 3 

C 2 c 3 

Asf pues, A ■ B X C es igual al determinante cuyas filas son los componentes de 
los factores A, B y C. 

En el teorema 1-3.12 se encontro que dos vectores A y B son linealmente de- 
pendientes si y solo si su producto vectorial A X B es el vector nulo. El teorema 
siguiente da un criterio analogo correspondiente para la dependencia lineal de tres 
vectores. 

teorema 13.14. Tres vectores A, B, C de V 3 son linealmente dependientes 
si y sdlo si 


4 ■ B x C = a x 


b 2 b 3 

C 2 c 3 


+ a 2 


b 3 b x 
c 3 Cl 


+ o 3 


b\ b 2 


h 

Cl 


A ■ B x C = 0. 
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Demostracion. Supongamos primero que A, B, y C son dependientes. 
Si B y C son dependientes, entonces B X C = O, y por tanto A ■ B X C = 0. 
Supongamos, seguidamente, que B y C son independientes. Puesto que los tres son 
dependientes, existen unos escalares a, b, c, no todos nulos, .tales que 
aA + bB + cC = O. En esta relacion debe ser a=A 0, de otro modo B y C serian 
dependientes. Por consiguiente, podemos dividir por a y expresar A como una 
combinacion lineal de B y C, por ejemplo A = tB + sC. Formando el producto 
escalar de cada miembro por B X C, e'ncontramos 

A ■ (B x C) = tB- B x C + sC - B X C = 0, 

puesto que B y C son ambos ortogonales a B X C. Por tanto la dependencia de 
A, B y C implica que A - B X C — 0. 

Para demostrar el reclproco, supongamos que A B X C = 0. Si J3 y C son 
dependientes, tambien lo son A, B y C, y el teorema esta demostrado. Suponga¬ 
mos, pues, que B y C son linealmente independientes. Entonces, segun el teorema 
13.13, los tres vectores B, C, y B X C son linealmente independientes. Luego, en- 
gendran A con lo que podemos escribir 


A = aB + bC + c(B x C) 


para ciertos escalares a, b, c. Formando el producto escalar de cada miembro 
por B X C y teniendo en cuenta que A ■ (B X C) = 0, encontramos c = 0, asi 
que A = aB + bC. Esto demuestra que A, B y C son linealmente dependientes. 


ejemplo. Para determinar si los tres vectores (2, 3, —1), (3, —7, 5), y 
(1, —5, 2) son dependientes, formamOs su producto mixto, expresado en forma de 
determinante 


2 3-1 

3-7 5 

1 -5 2 


= 2(—14 + 25) - 3(6 - 5) - 1(—15 + 7) = 27 . 


Puesto que el producto mixto no es nulo, los tres vectores son linealmente inde¬ 
pendientes 


Ill producto mixto tiene una interesante interpretacion geometrica. La figu- 
ra 13.6 muestra un paralelepfpedo determinado por tres vectores geometricos A, 
B, C no situados en el mismo piano. Su altura es ||C|| cos <j>, siendo <f> el angulo 
que forman A X B y C. En esta figura, cos <f> es positivo porque 0 <. <f> < \rr. 
El area del paralelogramo que forma la base es ||/4 X B||, y esta es tambien el 
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area de cada seccion paralela a la base. Integrando el area seccion entre 0 y 
||C|| cos <f>, encontramos que el volumen del paralelepi'pedo es \\A x B\\ (||C|| cos </>), 
el area de la base multiplicada por la altura. Pero tenemos 

\\A X B\\ (||C|| cos <f>) = {A X B)-C. 

Dicho de otro modo, el producto mixto A X B ■ C es igual al volumen del parale¬ 
lepipedo determinado por A, B, C. Cuando < <j> <. n, cos <p es negativo y el 
producto A X B ■ C es el valor opuesto al del volumen. Si A, B, C estan en un 
piano que pasa por el origen, son linealmente dependientes y su producto mixto 
es nulo. En este caso, el paralelepipedo degenera y tiene volumen cero. 


Ax B 



Figura 13.6 Interpretacion geometrica del producto mixto como volumen 
de un paralelepipedo. 


Esta interpretacion geometrica del producto mixto sugiere ciertas propieda- 
des algebraicas del mismo. Por ejemplo, una permutation cfclica de los tres vec- 
tores A, B, C deja el producto mixto invariable. Con esto queremos indicar que 

(13.9) A x B- C = B x C- A = Cx A- B 

Una demostracion algebraica de esa propiedad se puede ver en el ejercicio 7 de 
la seccion 13.14. Esta propiedad implica que el punto y el aspa son intercambia- 
bles en un producto triple. En efecto, la conmutatividad del producto escalar 
implica (B X C) • A = A ■ (B X C) y cuando esto se combina con la primera 
igualdad de (13.9), encontramos que 

(13.10) AxBC = ABxC. 

El producto triple A B X C a menudo se indica con el simbolo [ABC] sin indi¬ 
car el punto ni el aspa. Debido a la igualdad (13.10), no hay ambigiiedad con 
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esta notation, el producto depende tan solo del orden de los factores A, B, C 
y no de las posiciones del punto y del aspa. 


13.13 Regia de Cramer para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales 

El producto mixto puede utilizarse para resolver un sistema de tres ecuacio¬ 
nes lineales con tres incognitas x, y, z. Supongamos que el sistema esta escrito 
en la forma 


a x x + b x y + CjZ = d x , 

(13.11) a 2 x + b 2 y -f c 2 z = d 2 , 

a 2 x -f b 3 y + c 3 z = d 3 . 

Sea A el vector de componentes a, ,a 2 ,a 3 y definamos del mismo modo B, C, y D. 
Entonces las tres ecuaciones (13.11) son equivalentes a la unica ecuacion vec¬ 
torial 

(13.12) xA + yB + zC = D . 

Si multiplicamos escalarmente los dos miembros de esta ecuacion por B X C, po- 
poniendo [ABC] en lugar de A • B X C, encontramos que 

x[ABC] + y[BBC] + z[CBC] = [DBC] . 

Puesto que [fifiC] = [CSC] = 0, los coeficientes de y y de z desaparecen y ob- 
tenemos 


(13.13) 


[DBC] 

[ABC] 


si [ABC] 0 . 


Del mismo modo llegamos a formulas analogas para y y z. Asi pues tenemos 


(13.14) 


[A DC] 
[ABC] 


[ABD] 

[ABC] 


si [ABC] t* 0 . 


La condition [ABC] 0 significa que los tres vectores A, B, C son linealmente 
independientes. En este caso, (13.12) muestra que todo vector D en el espacio 
tridimensional esta generado por A, B, C y los multiplicadores x, y, z estan deter- 
minados con unicidad por las formulas (13.13) y (13.14). Cuando los productos 
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mixtos que aparecen en esas formulas se ponen como determinantes, el resultado 
se conoce con el nombre de regia de Cramer para la resolution del sistema 
(13.11): 



hi 

Cl 


a i 

di 

Cl 


ai 

bi 

di 

d 2 

b 2 

c 2 \ 


a 3 

d 2 

c 2 


a 2 

b 2 

d 2 

d 3 

b 3 

C Z 


a 3 

d 3 

c 3 


a 3 

b 3 

d 3 

«i 

h 

Ci 

» y — 

fli 

bi 

Cl 

» 2 = 

C>1 

bi 

Cl 

«2 

b 2 

c 3 


a 3 

b 2 

C 2 


a 2 

b 2 

c 2 

a 3 

b 3 

C 3 


a 3 

b 3 

C 3 


a 3 

b 3 

C 3 


Si [_ABC~\ = 0, entonces A, B, C estan en un piano que pasa por el origen 
y el sistema no tiene solution a menos que D este en dicho piano. En efecto, los 
vectores A, B, C son linealmente dependientes, de suerte que existen escalares 
u, v, w no todos nulos tales que uA + vB + wC =0. Si la terna (x, y, z) satis- 
face (13.12), lo mismo ocurre con la terna (x + tu, y + tv, z + tw) para todo t, 
ya que tenemos 

(x + tu)A + (y + tv)B + (z + tw)C = 

= xA + yB + zC + t(uA + vB + wC ) = xA + yB + zC . 


13.14 Ejercicios 

1. Calcular el producto mixto A • B x C en cada caso. 

(a) A = (3, 0, 0), B = (0, 4, 0), C = (0, 0, 8). 

(b) A = (2, 3, — 1), B — (3, — 7, 5), C = (1, -5,2). 

(c) A = (2,1, 3), .b=(_3, 0 ,6), C = (4, 5, — 1). 

2. Hallar todos los numeros reales t para los que los tres vectores (1, t, 1), (f, 1, 0), (0, 1, t) 
son linealmente dependientes. 

3. Calcular el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores i + j, j + k, k + i. 

4. Demostrar que A X B = A • (B x /)/ + A ■ (B x j)j + A • (5 x k)k. 

5. Demostrar que i x (A x i) + j x (A x /) + k x (A x k) = 2A. 

6. a) Hallar todos los vectores ai + bj + ck que satisfagan la relacion 


(ai + bj + ck) k x (6/ + 3 j + 4*) = 3 . 
b) Hallar el vector ai + bj + ck de menor longitud que satisfaga la relacion de a). 
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7. Hacer uso de las propiedades algebraicas, de los productos escalar y vectorial, para de- 
mostrar las siguientes propiedades del producto mixto 

a) (A + B) ■ (A + B) x C = 0. 

b) A ■ B X C =: —B ■ A X C. Esto demuestra que al invertir la position de los dos pri- 
meros vectores cambia el signo. 

[ Indication : Utilizar la parte a) y las leyes distributivas.] 

c) A ■ B X C = —A ■ C x B. Esto demuestra que la permutation de los vectores segun- 
do y tercero cambia el signo. [Indication: Utilizar la simetria alternada.] 

d) A ■ B X C = — C B X A. Esto demuestra que la permutacion de los vectores prt- 
mero y tercero cambia el signo. [Indicacidn: Utilizar b) y c).] 

Igualando los segundos miembros de b), c), y d), encontramos que 

A-BxC = B- CxA=C-A x B , 

lo que demuestra que una permutacion ciclica de A, B, C deja invariable el producto 
mixto. 

9. Este ejercicio esboza una demostracion de la identidad vectorial 
(13.15) A x (B x C) = (C ■ A)B — (B ■ A)C , 

que algunas veces se llama formula «cab menos bac». Sean B = {b Jt b 2 , b 3 ), 
C = (Cj, c 2 , c 3 ), demostrar que 

» X (B x C) = c x B - b v C . 

Esto demuestra (13.15) en el caso particular A = i. Demostrar las formulas correspon 
dientes para A = j y A ~k, y combinarlas luego para obtener (13.15). 

10. Utilizar la formula «cab menos bac» del ejercicio 9 para deducir las siguientes identi- 
dades vectoriales. 

(a) (A x B) x (C x D) = (A x B • D)C - (A x B ■ C)D. 

(b) A x (B x C) + B x (C x A) + C x (A x B) = O. 

(c) A x (B x C) = (A x B) x C si y s61o si B x (C x A) = O. 

(d) (A x B) ■ (C x D) = (B ■ D)(A C)-(B C)(A ■ D). 

11. Cuatro vectores A, B, C, D de V 3 satisfacen las relaciones A X C ■ B = 5, A X D ■ B = 3, 
C + D = / + 2j + k, C — D = / — k. Calcular (A X B) X (C X D) en funcion en i,j, k. 

12. Demostrar que (A + B) ■ (B X C) X (C X A) = (A ■ B X C) 2 . 

13. Demostrar si es o no cierta la formula A X [ A X {A X B )] • C = — ||A|| 2 A B X C. 

14. a) Demostrar que el volumen del tetraedro cuyos vertices son A, B, C, D es 

i\(B — A) ■ (C — A) x (D - A )| . 

b) Calcular dicho volumen cuando A = (1, 1, 1), B = (0, 0, 2), C = (0, 3, 0), y 
D = (4, 0, 0). 

15. a) Si B ^ C, demostrar que la distancia desde A a la recta que pasa por B y C es 


II (A — B) x (C — B)\\!\\B - C\\ . 

b) Calcular esa distancia cuando A = (1, —2. —5), B = ( — 1, 1 , 1) y C = (4, 5, 1). 
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16. La fdrmula de Heron para calcular el area S de un triangulo cuyos la'dos tienen lon¬ 
gitudes a, 6, c es S = y/ s(s — a)(s — b)(s — c), siendo s = (a + b + c)/2. Este ejem- 

plo esboza una demostracion vectorial de esa formula. 

Supongamos que el triangulo tiene los vertices en O, A y B, siendo ||A|| = a, 

Pll = b, p - A]| = c. 

a) Combinar las dos identidades 

\\A x fi||* = ||<4||*||fi||* - (A ■ Bf , -2 A ■ B = \\A — fi|| 2 - Mil 2 - IPII 2 

para obtener la formula 

45 2 = a 2 b 2 — l(c 2 — a 2 — b 2 ) 2 = \(2ab — c 2 + a 2 + b 2 )(2ab + c 2 — a 2 — b 2 ) . 

b) Poner la formula de la parte a) en la forma 

S 2 = h(a + b + c)(a + b - c)(c - a + b)(c + a - b) , 
y de ahi deducir la formula de Heron. 

Resolver mediante la regia de Cramer el sistema de ecuaciones eri cada uno de 
los ejercicios 17. 18 y 19. 

17. x + 2y + 3z = 5, 2x — y + 4z = 1 1, — y + z — 3. 

18. x + y + 2z = 4, 3* — y — z — 2, 2x + Sy + 3z = 3. 

19. x 4- y = 5, x + z = 2, y + z = 5. 

20. Si P = ( 1 , 1 , 1 ) y A — (2, 1 , — 1 ), demostrar que cada punto ( x , y, z) de la recta 
{P + tA} satisface el sistema de ecuaciones lineales x — y + z = 1, x + y + 3z = 5, 
3x + y + 7z = 11. 


13.15 Vectores normales a pianos 

En la seccion 13.6 se definio el piano como un conjunto de la forma 
{P + s>4 + tB}, donde A y B son vectores linealmente independientes. Ahora 
demostramos que los pianos en V 3 pueden considerarse de modo completamente 
distinto, con el concepto de vector normal. 

definici6n. Sea M = {P + sA + tB} el piano que pasa por P y generado 
por A y B. Un vector N de V 3 es perpendicular a M,si es perpendicular a la vez 
a A y a B. Si, ademas, N es no nulo, entonces N se llama vector normal al piano. 


Nota: Si N ■ A = N ■ B = 0, entonces N ■ (s/1 + tB) = 0, de modo que un vector 
perpendicular a la vez a A y a B es perpendicular a cualquier vector de la envolvente 
lineal de A y B. Asimismo, si N es normal a un piano, tambien lo es tN para todo valor 
real ( ?! 0. 
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teorema 13.15. Dado un piano M = {P + sA + tB) que pasa por P y 
generado por A y B. Sea N = A X B. Tenemos entonces: 

a) N es un vector normal a M. 

b) M es el conjunto de todos los vectores X de V s que satisfacen la ecuacion 

(13.16) (X — P) ■ N = 0 . 

Demostracion. Puesto que M es un piano, A y B son linealmente indepen- 
dientes, asi' que A X B ¥= O. Esto demuestra a) ya que A X B es ortogonal a la 
vez a A y a B. 

Para demostrar b), sea M' el conjunto de todos los vectores X de V 3 que sa¬ 
tisfacen la ecuacion (13.16). Si X e M, X — P es la envolvente lineal de A y B, 
asi que X — P es ortogonal a N. Por consiguiente X e M' lo que demuestra que 
M £ M'. Reciprocamente, supongamos X e M'. Entonces X satisface (13.16). 
Puesto que A, B, N son linealmente independientes (teorema 13.13), generan 
cualquier vector de V 3 con lo que, en particular, tenemos 

X - P = sA + tB + uN 

para ciertos escalares s, t,u. Formando el producto escalar de cada miembro por 
N, encontramos u = 0, as( que X — P = sA + tB. Esto demuestra que X e M. 
Luego, M’ £ M, lo que completa la demostracion de b). 

El significado geometrico del teorema 13.15 se muestra en la figura 13.7. 
Los puntos P y X estan en el piano y el vector normal N es ortogonal a X — P. 
Esa figura sugiere el teorema siguiente 

teorema 13.16. Dados un piano M que pasa por un punto P y un vector 
no nulo N normal a M, sea 


(13.17) 


\P-N\ 

II N|| 


Entonces todo X en M tiene longitud [|X|| > d. Ademas, tenemos ||X|| = d si y 
solo si X es la proyeccion de P sobre N: 


P ■ N 

X = tN, donde t =-. 

N ■ N 

Demostracion. La demostracion se deduce de la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz siguiendo el mismo metodo que en el teorema 13.6, al obtener el resul- 
tado analogo para las rectas en V 2 . 
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Con el mismo razonamiento encontramos que si Q es un punto no situado 
en M, entonces entre todos los puntos X en M la menor longitud \\X — Q|| tiene 
lugar cuando X — Q es la proyeccion de P — Q sobre N. Esta longitud minima 
es | (P — <3) ■ N\/\\N\\ y se llama la distancia desde Q al piano. El numero d de 

(13.17) es la distancia desde el origen al piano. 


13.16 Ecuaciones lineales cartesianas para pianos 

Los resultados de los teoremas 13.15 y 13.16 tambien pueden expresarse en 
funcion de los componentes. Si escribimos N = (a, b, c), P = (x lt y lt z,), y 
X = ( x,y,z), la ecuacion 13.16 toma la forma 

(13.18) a(x — xj + b(y — j x ) + c(z — z t ) = 0. 

Esta es la ecuacion cartesiana del piano y solo se satisface para aquellos puntos 
(x, y, z) que estan en el piano. El conjunto de puntos que satisfacen (13.18) no 
se altera si multiplicamos cada coeficiente a, b, c por un escalar no nulo t. Esto 
equivale tan solo a una eleccion distinta de vector normal en (13.16). 
Transponiendo los terminos que no dependen de x, y, y z se obtiene 

(13.19) ax + by + cz = d x , 

siendo d, = ax 1 + by i + czj. Se dice que una ecuacion de este tipo es lineal en 
x,y,z. Acabamos de demostrar que todo punto (x,y,z) de un piano satisface una 
ecuacion lineal cartesiana (13.19) en la que a, b,c no son todos nulos. Reciproca- 
mente, toda ecuacion lineal con esa propiedad, representa un piano. (El lector 
puede comprobarlo como ejercicio.) 

El numero d, de la ecuacion (13.19) origina una sencilla relacion para la 
distancia d del piano al origen. Puesto que d^ = P • N, tenemos 1^1 = 1? • N| = d||Af||. 
En particular \d t \ = d si la normal N tiene longitud 1. El piano pasa por el ori¬ 
gen si y solo si cL = 0. 

ejemplo. La ecuacidn cartesiana 2x + 6y + 3z = 6 representa un piano 
con vector normal N = 2i + 6; 4- 3k. Escribamos la ecuacion cartesiana en la 
forma 


en la que se pone de manifiesto que el piano corta a los ejes coordenados en los 
puntos (3, 0, 0), (0, l, 0), y (0, 0, 2). Los numeros 3, 1, 2 se llaman, respectiva- 
mente, los segmentos interceptados en los ejes por el piano. El conocimiento de 
esos segmentos permite representar el piano rapidamente. En la figura 13.8 se 
muestra una porcion del piano. Su distancia d al origen es d = 6/||N|| = 6/7. 
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Figura 13.7 Plano que pasa por P y X 
con vector normal N. 


Figura 13.8 Plano que intercepta 
segmento 3, 1, 2. 


Dos pianos paralelos tienen una normal N comun. Si N — (a, b, c ), las ecua- 
ciones cartesianas de dos pianos paralelos pueden escribirse asf: 

ax + by + cz = d x , ax + by + cz = d 2 , 

diferenciandose tan solo en los segundos miembros. El numero | d 1 — d 2 |/||lV|| se 
llama distancia entre los dos pianos, defmicion sugerida por el teorema 13.16. 

Dos pianos se llaman perpendiculares si una normal a uno es perpendicular 
a una normal al otro. O mas general, si las normales a dos pianos forman un 
angulo 0, decimos que 6 es el angulo que forman los dos pianos. 


13.17 Ejercicios 


3 . 


esta generado por 
esta generada por 


Dados los vectores A —2i + 3y— 4/c y B = j + k. 

a) Flallar un vector no nulo N perpendicular a la vez a A y a B. 

b) Dar la ecuacion cartesiana del piano que pasa por el origen y 
A y B. 

c) Dar la ecuacion cartesiana del piano que pasa por (1, 2, 3) y 
A y B. 

Un piano tiene como ecuacion cartesiana x + 2y — 2z + 7 = 0. 

a) un vector normal de longitud unidad; 

b) los segmentos interceptados por el piano en los ejes; 

c) la distancia del piano al origen; 

d) el punto Q del piano mas proximo al origen. 

Flallar la ecuacion cartesiana del piano que pasa por (1,2, — 3) y es paralelo al piano 
3 x — y + 2 z = 4. ^,Cual es la distancia entre los dos pianos? 


Hallar: 
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4. Cuatro pianos tlenen ecuaciones cartesianas x + 2y — 2z = 5, 3x — 6y + 3z = 2, 
2x + y + 2z = — 1, y x — 2y + z = 7. 

a) Demostrar que dos de ellos son paralelos y los otros dos son perpendiculares. 

b) Hallar la distancia enlre los dos pianos paralelos. 

5. Los tres puntos (1, 1, -1), (3, 3, 2), y (3, —1, —2) determinan un piano. Hallar a) un 
vector normal al piano; b) una ecuacidn cartesiana del piano; c) la distancia del piano 
al origen. 

6 . Hallar una ecuacidn cartesiana del piano detemninado por (1, 2, 3), (2, 3, 4), y 
(-1. 7, -2). 

7. Determinar el angulo formado por los pianos x + y = 1 e y + z = 2. 

8 . Una recta paralela a un vector no nulo N se denomina perpendicular al piano M si N 
es normal a M. Hallar la ecuacidn cartesiana del piano que pasa por (2, 3, —7), sa- 
biendo que la recta que pasa por (1, 2, 3) y (2, 4, 12) es perpendicular a dicho piano. 

9. Hallar la ecuacidn vectorial parametrica de la recta que contiene el punto (2, 1, —3) 
y es perpendicular al piano 4x — 3y + z = 5. 

10. Un punto se desplaza en el espacio de modo que en el instante t su posicion viene 
dada por el vector X(t) — (1 — t)i + (2 — 3 t)j 4 - (2 1 — 1 )Ac. 

a) Demostrar que el punto se mueve a lo largo de una recta. (Llamemosla L.) 

b) Hallar un vector N paralelo a L. 

c) iEn que instante el punto toca el piano 2x -f 3y + 2z + 1 = 0? 

d) Hallar la ecuacidn cartesiana del piano paralelo al de la parte c) y que contenga 
el punto X(3). 

e) Hallar la ecuacidn cartesiana del piano perpendicular a L -que contenga el punto 
X(2). 

11. Hallar la ecuacidn cartesiana del piano que pasa por (1, 1, 1) si un vector normal N 
forma los angulos -J 77 , {n, Jtt, con i,j, k, respectivamente. 

12. Calcular el volumen del tetraedro cuyos vertices son el origen y los puntos en los que 
los ejes coordenados cortan el piano x + 2y + 3z = 6 . 

13. Hallar un vector A de longitud 1 perpendicular a / + 2j — 3k y paralelo al piano 
x — y + 5z = 1. 

14. Hallar la ecuacidn cartesiana del piano paralelo a los dos vectores / + j y j + k y que 
corta el eje x en ( 2 , 0 , 0 ). 

15. Hallar todos los puntos situados en la intersecci 6 n de los tres pianos 3x + y + z = 5, 
3x + y + 5z = 7, x — y 4- 3z = 3. 

16. Demostrar que tres pianos cuyas normales son linealmente independientes tienen un 
solo punto comun. 

17. Una recta con vector de direccidn A es paralela a un piano M si A es paralelo a Af. 
Una recta que contiene (1, 2, 3) es paralela a cada uno de los pianos x + 2y + 3z = 4, 
2x + 3y + 4z = 5. Hallar la ecuacidn vectorial parametrica de esa recta. 

18. Dada una recta L no paralela al piano M, demostrar que la interseccion LnM con¬ 
tiene sdlo un punto. 

19. a) Demostrar que la distancia desde el punto (x (j , y 0 , z 0 ) al piano ax + by + cz + d = 0. 
es 


\ax Q + by a + cz 0 + d\ 

(a 2 + b 2 + c 2 ) 1 ' 2 ' 

b) Hallar el punto P del piano 5x — 14y 4 - 2z + 9 = 0 que este mas proximo al pun¬ 
to Q = (-2, 15, -7), 

20. Hallar la ecuacidn cartesiana del piano paralelo al 2x - y + 2z -f 4 = 0 si el punto 
(3, 2, —1) equidista de ambos. 
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21. a) Si los puntos A, B, C determinan «n piano, demostrar que la distancia desde un 
punto Q a dicho piano es KQ — A) {B — A) X (C — A)\/\\(B — A) X (C — A)|| . 

b) Calcular esa distancia si Q = (1, 0, 0), A = (0, 1, 1), B = (1, — 1, 1) y C = (2, 3, 4). 

22. Demostrar que si dos pianos M y M' no son paralelos, su interseccion M n M' es una 
recta. 

23. Hallar la ecuacion cartesiana del piano paralelo a j y que pasa por la interseccion de 
los pianos cuyas ecuaciones son * + 2y + 3z = 4 y 2x + y + z = 2. 

24. Hallar la ecuacion cartesiana del piano paralelo al vector 3 i — j + 2k si contiene todos 
los puntos de la recta de interseccion de los pianos x + y = 3 y 2y + 3z = 4. 


13.18 Las secciones conicas 

Una recta movil G que corta a una recta fija A en un punto P, formando 
con ella un angulo constante 6, siendo 0 < 6 < \n, engendra una superficie en el 
espacio tridimensional llamada cono circular recto. La recta G es la generatriz del 
cono, A es el eje, y P su vertice. Cada uno de los conos dibujados en la figura 13.9 
tiene el eje vertical. Las porciones superior e inferior del cono que se unen en 
el vertice se llaman hojas del cono. .Las curvas obtenidas cortando el cono con un 
piano que no pase por el vertice se llaman secciones conicas, o simplemente cdni- 
cas. Si el piano secante es paralelo a una recta del cono que pase por el vertice, 
la conica es una parabola. En cualquier otro caso la interseccion se llama elipse 



Figura 13.9 Las secciones conicas. 

o hiperbola, segun que el piano corte una hoja del cono o las dos respectivamente. 
(Ver figura 13.9.) La hiperbola consta de dos «ramas» una en cada hoja del cono. 

Muchos descubrimientos importantes tanto en la Matematica pura como 
en la aplicada han tenido relacion con las seccciones conicas. El estudio por 



610 


Aplicaciones del algebra vectorial a la geometrla analltica 


Apolonio de las conicas en el siglo in antes de J.C. fue uno de los trabajos mas 
notables de la Geometrla clasica griega. Unos 2000 anos mas tarde, Galileo des- 
cubrla que un proyectil lanzado horizontalmente desde lo alto de una torre, cae a 
la tierra describiendo una trayectoria parabolica (si se prescinde de la resistencia 
del aire y se supone que el movimiento tiene lugar sobre una parte de la super- 
ficie terrestre que se supone plana). Uno de los momentos cumbres de la his- 
toria de la Astronomla tiene lugar alrededor de 1600 cuando Kepler sugiere 
que todos los planetas se mueven en orbitas ellpticas. Unos 80 anos mas tarde, 
Newton demostraba que las orbitas planetarias ellpticas implican la ley de gra¬ 
vitation universal en la que la fuerza de atraccion es proporcional al inverso 
del cuadrado de la distancia entre los cuerpos que se atraen. La teorla de la 
gravitation universal formulada por Newton se considera algunas veces como 
el mayor descubrimiento cientlfico que se ha realizado. Las secciones conicas 
aparecen no solo en las orbitas de los planetas y satelites, sino tambien como 
trayectorias de partlculas atomicas elementales. Estos ejemplos y muchos otros 
muestran la importancia de la teorla de las secciones conicas que diflcilmente 
es estimada en toda su importancia. 


Hay otras definiciones de las secciones conicas que son equivalentes. En una 
de ellas se consideran unos puntos especiales llamados focos y entonces la elipse 
se puede definir como el lugar de todos los puntos del piano cuya suma de distan- 



d, + d 2 = constante 
(elipse) 



| d, - d 2 \ = constante 
(hiperbola) 



d i = d 2 

(parabola) 


Figura 13.10 Definiciones focales de las secciones conicas. 


cias dj y d 2 a dos puntos Fi y F 2 (los focos) es constante (vease fig. 13.10). 
Si los focos coinciden la elipse se reduce a una circunferencia. La hiperbola es 
el lugar de todos los puntos para los cuales| cL — d 2 \ es constante y la parabola 
es el lugar de todos los puntos tales que la distancia a un punto fijo F (llamado 
el foco) es igual a la distancia a una recta fija llamada directriz (que no tiene 
ninguna relation con la directriz de un cilindro). 
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Hay un razonamiento muy simple y elegante que prueba que la propiedad 
focal de una elipse es consecuencia de su definition como section de un cono. 
Esta demostracion fue descubierta en 1822 por el matematico belga G. P. Dan- 
delin (1794-1847) utilizando dos esferas que son tangentes al cono y al piano 
secante tal como se indica en la figura 13.11. Estas esferas son tangentes al cono 
a lo largo de dos paralelos C 1 y C 2 . Se demostrara que los puntos F x y F 2 de 
contacto de las esferas con el piano son precisamente los focos de la elipse. 

Sea P un punto arbitrario de la elipse. El problema esta en probar que 
||FF, || + ||FF 2 || es constante, es decir, independiente de la election de P. Para 
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ello se dibuja en el cono la recta que va de O a P y sean Ai y A 2 sus mtersec- 
ciones con las circunferencias C, y C 2 respectivamente. Entonces PF, y P/1, 
son dos tangentes a 6, desde P y por tanto ||P/ r 1 || = ||P^i||. Analogamente 
||PP 2 || = \\PA 2 \\ y< P or tanto, se tiene: 

IIPFill + IIP^I = ||A4iII + II £<2 II • 

Pero IIP^xll + ||P^ 2 II = Mi^ll.que, esla distancia entre las dos circunferencias 
C, y C 2 medida sobre la superficie del cono. Esto demuestra que P, y P 2 son 
los focos de la elipse, como se habi'a supuesto. 

Modificando ligeramente esta demostracion se tienen las correspondientes 
para la hiperbola y la parabola. En el caso de la hiperbola se ha de considerar 
una esfera en cada hoja del cono, y para la parabola una esfera tangente al 
piano secante en el foco. Esta esfera es tangente al cono a lo largo de una cir- 
cunferencia situada en un piano cuya intersection con el piano secante es la 
directriz de la parabola. Con estas indicaciones el lector puede probar que las 
propiedades focales de la hiperbola y la parabola se pueden deducir de su defi- 
nicion como secciones de un cono. 


13.19 Excentricidad de las secciones conicas 

Otra propiedad caracteristica de las secciones conicas se refiere a un concepto 
llamado excentricidad. Una section conica puede definirse como una curva descrita 
por un punto que se mueve en un piano de manera que la razon de sus distancias 
a un punto fijo y a una recta fija es constante. Esta razon constante se llama 
excentricidad de la curva y se designa por e. (No debe confundirse con el numero 
e de Euler.) La curva es una elipse si 0 < e < 1, una parabola si e = 1, y una 
hiperbola si e > 1. El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz. 

Adoptaremos esta definition como base de nuestro estudio de las conicas 
ya que permite tratar simultaneamente los tres tipos de conicas y favorece el uso de 
los metodos vectoriales. En esta discusion se sobrentiende que todos los puntos 
y rectas estan en el mismo piano. 

definici6n. Dados una recta L, un punto F no perteneciente a L, y un 
numero positivo e. Designemos con d(X, L) la distancia de un punto X a L. El 
conjunto de todos los X que satisfacen la relacion 

(13.20) j|X-F|| =ed(X,L) 

es una conica con excentricidad e. La cdnica es una elipse si e < 1, una parabola 
si e = 1, y una hiperbola si e > 1, 
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Si N es un vector normal a L y P cualquier punto de L la distancia d(X, L) 
de cualquier punto X a L viene dada por la formula 


d(X, L) = 


\(X - P) N | 
II N II 


Cuando N tiene longitud 1, esta expresion se simplifica y queda d(X,L) = 
=\(X — P) ■ N\, y la ecuacion fundamental (13.20) de las secciones conicas se 
transforma en 

(13.21) ||3f—F|| =e|(3r — />)-AM. 

La recta L separa el piano en dos regiones que llamaremos arbitrariamente 
«positiva» y «negativa» segun la eleccion de N. Si (X — P) • N > 0, decimos que 
X esta en el semipiano positivo, y si (X — P) • N < 0 en el semipiano negativo. 
Para los puntos de la recta L tenemos (X — P) ■ N = 0. En la figura 13.12 la elec- 
cion del vector normal N indica que los puntos situados a la derecha de L estan 
en el semipiano positivo y los de la izquierda en el negativo. 

Coloquemos el foco F en el semipiano negativo, como se indica en la figu¬ 
ra 13.12, y elijamos P de modo que sea el punto de L mas proximo a F. Entonces 
P — F — dN, siendo \d\ — ||P — F|| la distancia del foco a la directriz. Puesto que 



Figura 13.12 TJna conica de excentricidad e es el conjunto de todos los X que satisfacen 

\\X - F|| = e\(X — F) ■ N - d\. 

F esta en el semipiano negativo, tenemos (F — P) ■ N — — d < 0, asi que d es 
positivo. Sustituyendo P por F + dN en (13.21), obtenemos el teorema siguien- 
te, que se representa en la figura 13.12. 
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teorema 13.17. Sea C una conica con excentricidad e, foco F, y directriz 
L a una distancia d de F. Si N es un vector unitario normal a L y si F esta en el 
semipiano negativo determinado por N, entonces C es el conjunto de todos los 
puntos X que satisfacen la ecuacidn 

(13.22) \\X-F\\=e\{X-F)-N-d\. 


13.20 Ecuaciones polares de las conicas 

La ecuacidn del teorema 13.17 puede simplificarse si colocamos el foco en 
una posicion especial. Por ejemplo, si el foco esta en el origen la ecuacidn se 
transforma en 

(13.23) \\X\\ = e\X-N - d\. 

Esta forma es particularmente util si queremos expresar X en funcion de coorde- 
nadas polares. Tomemos la directriz L vertical, como en la figura 13.13, y ponga- 
mos N = i. Si X tiene coordenadas polares r y 6, tenemos ||X|| = r, X • N = r cos 6, 
y la ecuacidn (13.23) se convierte en 


(13.24) r = e \r cos 0 — d\. 

Si X esta a la izquierda de la directriz, tenemos r cos 6 < d, asi que 
\r cos 6 — d\ = d — rcos 0 y (13.24) toma la forma r = e(d — rcos0), o, des- 
pejando r, tenemos 


(13.25) 


ed 

r = - . 

e cos 0+1 


Si X esta a la derecha de la directriz, tenemos r cos 6 > d, asi que (13.24) adopta 
la forma 


obteniendo 


r = e(r cos 8 — d ), 


(13.26) 


ed 

e cos 0 — 1 


Puesto que r > 0, esta ultima ecuacidn implica e > 1. Dicho de otro modo, solo 
para la hiperbola existen puntos a la derecha de la directriz. Asi pues, hemos de- 
mostrado el siguiente teorema que se representa en la figura 13.13. 



Ejercicios 


615 




a) r cos e < d en la elipse, la parabola y b) r cos 0 > d en la rama derecha de 
la rama izquierda de la hiperbola. la hiperbola. 


Figura 13.13 Conicas con ecuacion polar r = e \ r cos t — d\ . El loco F es el origen 
y esta a la izquierda de la directriz. 


teorema 13.18. Sea C una conica con excentricidad e, un foco F en el 
origen, y una directriz vertical L a una distancia d a la derecha de F. Si 0 < e < 1, 
la conica C es una elipse o una parabola; todo punto de C esta a la izquierda de 
L y satisface la ecuacion polar 


(13.27) 


ed 

e cos 6 + 1 


Si e > l, la curva es una hiperbola con una rama a cada lado de L. Los puntos de 
la rama de la izquierda satisfacen (13.27) y los de la rama de la derecha satisfacen 

(13.28) r =-—-. 

e cos 6 — 1 

En el siguiente conjunto de ejercicios se discuten las ecuaciones polares corres- 
pondientes a otras posiciones de la directriz. 

13.21 Ejercicios 


1. Demostrar que la ecuacion (13.22) del teorema 13.17 debe reemplazarse por 


IIA--FH = e ](A" — F) ■ N + d\ 

si F esta en el semipiano positivo determinado por N. 
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2. Sea C una conica de excentricidad e, un foco en el origen, y directriz vertical L a una 
distancia d a la izquierda de F. 

a) Demostrar que si C es una elipse o una parabola, todo punto de C esta a la derecha 
de L y satisface la ecuacion polar 

ed 

f = - . 

1 — e cos 0 

b) Demostrar que si C es una hiperbola, los puntos de la rama de la derecha satisfacen 
la ecuacion de la parte a) y los de la rama izquierda satisfacen r = — ed/{ 1 + e cos 0). 
Observese que en este caso 1 + e cos 0 siempre es negativa. 

3. Si una cdnica tiene una directriz horizontal a distancia d por encima de un foco situado 
en el origen, demostrar que sus puntos satisfacen las ecuaciones polares obtenidas de 
las del teorema 13.18 reemplazando cos 8-por sen Q. ^Cuales son las correspondientes 
ecuaciones polares si la directriz es horizontal y esta por debajo del foco? 

Cada uno de los ejercicios del 4 al 9 da una ecuacion polar de una conica con un 
foco F en el origen y una directriz vertical a la derecha de F. En cada caso, determinar la 
excentricidad e y la distancia d del foco a la directriz. Hacer un dibujo mostrando la rela- 
cidn de la curva a su foco y a su directriz. 

2 1 

4 r =- 7 t — - 

1 +«os 0 ' ' —£ + cos 0 

4 

1 + 2 cos 0 ‘ 

4 

1 + cos 0 ’ 

En cada uno de los ejercicios del 10 al 12, una cdnica de excentricidad e tiene un foco 

en el origen y una directriz dada por su ecuacion cartesiana. En cada caso, calcular la dis¬ 

tancia d del foco a la directriz y determinar la ecuacion polar de la conica. Para una hiper- 
bola, dar una ecuacion polar para cada rama. Hacer un dibujo mostrando la relacion de la 
curva a su foco y a su directriz. 

10. e = directriz: 3x + 4y = 25. 

11. e = 1; directriz: 4x + 3y = 25. 

12 . e =2; directriz: x + y = 1. 

13. Un cometa se mueve siguiendo una orbita parabdlica con el Sol en el foco. Cuando el 
cometa esta a 10 8 kilometres del Sol, un vector que une el foco al cometa forma un 
angulo de tr/3 con el vector unitario N trazado p.or el foco perpendicularmente a N, 
estando el foco en el semipiano negativo determinado por N. 

a) Hallar la ecuacion polar de la drbita, tomando el origen como foco, y calculando la 
menor distancia entre el cometa y el Sol. 

b) Resolver la parte a) si el foco esta en el semipiano positivo determinado por N. 


13.22 Conicas simetricas respecto al origen 

Se dice que un conjunto de puntos es simetrico respecto al origen si — X 
esta en el conjunto siempre que X pertenezea a el. Demostramos seguidamente que 


5. r = 

6. r = 


1 + \ cos 0 ' 
6 

3 + cos 0 ’ 
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el foco de una elipse o de una hiperbola puede siempre situarse de modo que la 
conica sea simetrica respecto al origen. Para hacerlo escribamos la ecuacion fun¬ 
damental (13.22) asi: 

(13.29) \\X - F\\ = e \(X - F) ■ N - d\ = e \X ■ N - F■ N - d\ = \eX• N - a\, 


donde a = ed + eF ■ N. Elevando ambos miembros al cuadrado. obtenemos 

(13.30) ||3f|| 2 - 2 F- X+ ||F|| 2 = e\X ■ N) 2 - 2eaX ■ N + a 2 . 

Si tiene que haber simetria respecto al origen, esta ecuacion debe tambien satis- 
facerse cuando X se reemplace por —X, dandonos 

(13.311 \\X\\ 2 + IF■ X + ||F|| 2 = e\X ■ N) 2 + 2eaX ■ N + a 2 . 

Restando (13.31) de (13.30), tenemos simetria si y solo si 

F • X = eaX • N 6 (F — eaN) • X = 0 . 

Esta ecuacion puede satisfacerse para todo X de la curva si y solo si F y N estan 
ligados por la ecuacion 

(13.32) F = eaN , donde a = ed + eF • N . 

La relacion F = eaN implica F ■ N = ea, obteniendo a — ed + e 2 a. Si e — 1, 
esta ultima ecuacion no puede satisfacerse ya que d, la distancia del foco a la di- 
rectriz, no es nula. Esto significa que para la parabola no hay simetria respecto 
al origen. Si e ¥= 1, siempre podemos satisfacer la relacion (13.32) tomando 

(13.33) a = -Z- . F = -H- N . 

1 - e 2 1 - e 2 

Observese que a>0sie<l y o < 0 si e > 1. Poniendo F = eaN en (13.30) 
obtenemos el siguiente 

teorema 13.19. Sea C una conica con excentricidad e¥=l y un foco F 
a una distancia d de una directriz L. Si N es un vector unitario normal a L y 
F = eaN, siendo a = ed/( 1 — e 2 ), entonces C es el conjunto de todos los pun- 
tos X que satisfacen la ecuacion 


(13.34) 


|| AT + e 2 a 2 = e\X-N) 2 + a 2 . 
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Esta ecuacion evidencia la simetria respecto al origen ya que no cambia 
cuando X se reemplaza por —X. Debido a esta simetria, la elipse y la hiperbola 
tienen cada una dos focos, simetricamente colocados respecto al centro, y dos'di- 
rectrices, tambien simetricamente colocadas respecto al centro. 

La ecuacion (13.34) se satisface cuando X = ±aN. Esos dos puntos se 
llaman vertices de la conica. El segmento que los une es el eje mayor si la conica 
es una elipse, y el eje transverso si es una hiperbola. 

Sea N' un vector unitario ortogonal a N. Si X = bN', entonces X ■ N = 0, 
as! que la ecuacion (13.34) se satisface para X = bN' si y solo si b 2 + e 2 a 2 = a 2 . 
Esto exige e < 1, b 2 = a 2 (l — e 2 ). El segmento que une los puntos X = ±bN', 
donde b = aV 1 — e 2 se llama eje menor de la elipse. 

Observacidn: Si ponemos e = 0 en (13.34), resulta |X|j = a, ecuackm de una 
circunferencia de radio a y centro en el origen. A la vista de (13.33), podemos consi- 
derar tal circunferencia como caso limite de una elipse en la que e —* 0 y d —> co de 
modo que ed —* a. 


13.23 Ecuaciones cartesianas de las cdnicas 


Para obtener las ecuaciones cartesianas de la elipse y de la hiperbola, escri- 
bimos (13.34) en funcion de las coordenadas rectangulares de X. Elijamos N = i 
(lo que significa que las directrices son verticales) y sea X = {x, y). Entonces 
||X|| 2 = x 2 + y 2 , X ■ N = x, y (13.34) toma la forma x 2 + y 2 + e 2 a 2 =e 2 x 2 + a 2 , 
o x 2 ( 1 e 2 ) + y 2 = a 2 (l — e 2 ), lo que nos da 


(13.35) 


+ 


a\ 1 - O 


= 1 . 


Esta ecuacion cartesians represents la elipse (e < 1) y la hiperbola (e > 1) y se 
dice que esta en la forma canonica. Los focos estan en los puntos ( ae , 0) y 
(—ae, 0); las directrices son las rectas verticales x = a/e y x = —a/e. 

Si s < 1, ponemos b = a'V 1 — e 2 y escribimos la ecuacion de la elipse en 
la forma canonica 


(13.36) 



Sus focos estan en (c, 0) y (—c, 0), siendo c = ae = Va 2 — b 2 . En la figura 
13.14 a) se muestra un ejemplo. 
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Si e > 1 , ponemos b = \a\Ve 2 — 1 y escribimos la ecuacion de la hiperbola 
en la forma canonica 


(13.37) 



Sus focos estan en los puntos ( c , 0) y (— c, 0), siendo c = \a\e = Va 2 + b 2 . En 
la figura 13.14 b) se muestra un ejemplo. 


Observation: Despejando en (13.37) la y en funcion de x, obtenemos dos soluciones 


(13.38) 



Para valores de x grandes y positivos, el numero vx 2 — a 2 es casi igual a x, as! que el segundo 
miembro de (13.38) es proximo a ± bx/\a\. Es facil demostrar que la diferencia entre 
y t = bx\a\ e y 2 =b Vx 2 -^o 2 /|aj tiende a 0 cuando x—> + oo. Esta diferencia es 


h / n - b x 2 - (x 2 - a 2 ) |a| b |a| b 

\a\ \a\ x + Vx 2 — a 2 x + Vx 2 — a 2 x 



Figura 13.14 Cdmcas con excentricidad e ^ 1, simetricas respecto al origen. Los focos 
estan en (± c, 0), siendo c = |a|e. Los triangulos relacionan geometricamente a, b, c. 
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de manera que y t — y 2 ->0 cuando x-* +oo. Por consiguiente, la recta y= bx/\a\ es una 
asfntota de la hiperbola. La recta y=—bxj\a\ es la otraasfntota.Se dice que la hiperbola tiende 
hacia esas rectas asintdticamente. En la figura 13.14 b) se representan las asmtotas. 


La ecuacidn cartesiana de la elipse y de la hiperbola toma distinta forma si 
las directrices no son verticales. Por ejemplo, si las directrices se toman horizon- 
tales, podemos considerar N = j en la ecuacion (13.34). Puesto que X N = 
= X j = y, obtenemos una ecuacion cartesiana parecida a la (13.35), excepto 
que x e y estan permutadas. La forma canonica en este caso es 


(13.39) 


v 8 

-o + 


a\ 1 - e 2 ) 


1 . 


Si la conica se traslada por adicion de un vector X„ = (x 0 , y 0 ) a cada uno de 
sus puntos, el centro sera (x 0 . yo) en lugar del origen. Las correspondientes ecua- 
ciones cartesianas pueden obtenerse de (13.35) o (13.39) sustituyendo x por 
x — x a e y por y — y 0 . 

Para obtener una ecuacion cartesiana para la parabola, consideremos de 
nuevo la ecuacion fundamental (13.20) con e = 1. Tomemos como directriz la 
recta vertical x = — c y situemos el foco en (c, 0). Si X = (x, y), tenemos 
X — F — (x — c, y), y la ecuacion (13.20) nos da (x — cf + y z = \x + c| 2 . 
Esto simplifica la ecuacion canonica 


(13.40) y 2 — 4cx. 

El punto medio entre el foco y la directriz (el origen en la figura 13.15) se llama 
vertice de la parabola, y la recta que pasa por el vertice y el foco es el e]e de la 
parabola. La parabola es simetrica respecto a su eje. Si c > 0, la parabola esta a 
la derecha del eje y, como en la figura 13.15. Cuando c < 0, la curva esta a la 
izquierda del eje y. 

Si se eligen los ejes de modo que el foco este en el eje y en el punto (0, c) 
y si la recta horizontal y = — c se toma como directriz, la forma canonica de la 
ecuacion cartesiana toma la forma 


x 2 = 4cy. 

Cuando c > 0 la parabola se abre hacia arriba como muestra la figura 13.16, 
y cuando c < 0, se abre hacia abajo. 

Si la parabola de la figura 13.15 se traslada de modo que su vertice este en 
el punto (* 0 , y 0 ), la correspondiente ecuacion es 


(y - yo) 2 = 4 c(x - x 0 ). 
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Figup* 13.15 La parabola y 2 — 4 cx. Figura 13.16 La parabola x 2 = 4cy 


El foco esta ahora en el punto (x 0 -f c, y 0 ) y la directriz es la recta x — x 0 — c. 
El eje de la parabola es la recta y = y 0 . 

Analogamente, una traslacion de la parabola de la figura 13.16 nos conduce 
a la ecuacion 

(x - x o y = 4 c(y - _y 0 ). 

con foco en (x 0 , y 0 + c). La recta y = y 0 — c es su directriz, la recta x = x 0 
su eje. 

El lector puede encontrar entretenido demostrar que una parabola nunca 
tiene asintotas. 


13.24 Ejercicios 


Cada una de las ecuaciones en los ejercicios del 1 al 6 representa una elipse. Hallar las 
coordenadas del centro, los focos y los vertices, y dibujar cada curva. Determinar tambien 
la excentricidad. 


x 2 y 2 

1. — + — =i, 

100 36 

y 2 x 2 

2 . — + — = 1 . 

100 36 

, (* - 2 f O' + 3 ) 2 

16 + 9 


4. 9x 2 + 25/ = 25. 

5. 4/ + 3x 2 = 1. 

, (* + i) 2 . (y + 2) 2 , 

6 - 16 25 = 
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En cada uno de los ejercicios del 7 al 12, hallar la ecuacidn cartesiana (en la forma 

candnica apropiada) para la elipse que satisface las condiciones dadas. Dibujar cada curva. 

7. Centro en (0, 0), un foco en (f, 0), un vertice en (1, 0). 

8 . Centro en (-3, 4), semiejes de longitud 4 y 3, eje mayor paralelo al eje x. 

9. Lo mismo que en el ejercicio 8, salvo que el eje mayor es paralelo al eje y. 

10. Vertices en (-1, 2), (-7, 2), eje menor de longitud 2. 

11. Vertices en (3, —2), (13, —2), focos en (4, —2), (12, —2). 

12. Centro en (2, 1), eje mayor paralelo al eje x, la curva pasa por los puntos (6, 1) y (2, 3). 
Cada una de las ecuaciones en los ejercicios 13 al 18 representa una hiperbola. Hallar 

las coordenadas del centro, los focos y los vertices. Dibujar cada curva y mostrar las posi- 
ciones de las asintotas. Calcular tambien la excentricidad. 


13. 

X 2 


16. 9x 2 - 

II 

1 


Too “ 

64 


14. 

/ 

X 2 

— = 1 . 

17. 4x 2 - 

- 5/ + 20 = 0. 


100 

64 



fx + 3) 2 

(x - 

I) 2 (>- + 2) 2 

15. 

4 

- - O' - 3 r = i- 

18 - 4 

9 


En cada uno de los ejercicios 19 al 23, hallar la ecuacidn cartesiana (en la forma cand- 
nica adecuada) para la hipdrbola que satisface las condiciones dadas. Dibujar cada curva y 
las asintotas. 

19. Centro en (0, 0), un foco en (4, 0), un vdrtice en (2, 0). 

20. Focos en (0, ±V2), vertices en (0, ±1). 

21. Vertices en (±2, 0), asintotas y= ±2x. 

22. Centro en ( — 1, 4), un foco en ( — 1, 2), un vdrtice en ( — 1, 3). 

23. Centro en (2, —3), eje transverso paralelo a uno de los ejes coordenados, la curva pasa 
por (3, — l)y (-1, 0). 

24. iPara que valor (o valores) de C la recta 3x — 2 y = C sera tangente a la hiperbola 
x 2 - 3y 2 = 1? 

25. Las asintotas de una hiperbola son las rectas 2x — y = 0 y 2x + y = 0. Hallar la 
ecuacidn cartesiana de la curva si pasa por el punto (3, —5). 

Cada una de las ecuaciones en los ejercicios 26 al 31 representa una parabola. Hallar 
las coordenadas de los vertices, la ecuacidn de la directriz, y la del eje. Dibujar cada una 
de las curvas. 

26. y 2 = —8x. 29. x 2 = 6 y. 

27. y 2 = 3x. 30. x 2 + 8y = 0. 

28. (y — l) 2 = 12x - 6. 31. (x + if = 4y + 9. 

En cada uno de los ejercicios del 32 al 37, hallar la ecuacidn cartesiana (en la forma 

candnica adecuada) para la parabola que satisface las condiciones dadas y dibujar la curva. 

32. Foco en (0, — J); ecuacidn de la directriz, x=^. 

33. Vertice en (0, 0); ecuacion de la directriz, x = —2. 

34. Vertice en ( — 4, 3); foco en ( — 4, 1). 

35. Foco en (3, —1); ecuacion de la directriz, x =\. 

36. Eje paralelo al eje y; pasa por (0, 1),(1, 0) y (2, 0). 

37. Eje paralelo al eje x; vertice en (1, 3); pasa por (—1, —1). 

38. Partiendo de la definition focal, hallar la ecuacion cartesiana de la parabola cuyo foco 
es el origen y cuya directriz es la recta 2x + y = 10. 
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13.25 Ejercicios varios sobre conicas 

1. Demostrar que el area de la region limitada por la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 es igual 
a ab multiplicado por el area de un circulo de radio 1. 

Observation: Esta proposicion puede demostrarse a partir de las propiedades ge¬ 
nerates de la integral, sin realizar ninguna integracion. 

2. a) Demostrar que el volumen del solido de revolucion engendrado al girar la elipse 
x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 alrededor de su eje mayor es igual a ab 2 multiplicado por el volu¬ 
men de una esfera unidad. 

Observation: Esta proposicion puede demostrarse a partir de las propiedades 
generales de la integral, sin realizar ninguna integracion. 

b) iCual es el resultado si la elipse gira alrededor de su eje menor? 

3. Hallar todos los numeros positivos A y B, A > B, tales que el area de la region limi¬ 
tada por la elipse Ax 2 + By 2 — 3 es igual a la de la regidn limitada por la elipse 

(A + B)x 2 + (A - B)y 2 = 3 . 

4. Un arco parabolico tiene una base de longitud b y altura h. Determinar el area de la 
region limitada por el arco y la base. 

5. La region limitada por la parabola y 2 = 8x y la recta x = 2 gira alrededor del eje x. 
Hallar el volumen del solido de revolucion asi engendrado. 

6. Dos parabolas tienen por ecuaciones y 2 = 2{x — 1) e y 2 = 4(x — 2) y limitan una re¬ 
gion del piano R. 

a) Calcular por integracion el area de R. 

b) Hallar el volumen del solido de revolucion engendrado al girar R alrededor del eje x. 

c) Lo mismo que en b), pero girando R alrededor del eje y. 

7. Hallar la ecuacion cartesiana de la conica constituida por todos los puntos (x, y) cuya 
distancia al punto (0, 2) es la mitad de la distancia a la recta y = 8. 

8. Hallar la ecuacion cartesiana de la parabola cuyo foco esta en el origen y cuya directriz 
es la recta x 4- y 4- 1 = 0. 

9. Hallar la ecuacion cartesiana de una hiperbola que pasa por el origen, y que sus 

asintotas son las rectas y = 2x + \ e y = — 2x -f 3. 

10. a) Para cada p > 0, la ecuacion px 2 -f (p 4- 2)y 2 = p 2 + 2p representa una elipse. Ha¬ 

llar (en funcion de p) la excentricidad y las coordenadas de los focos. 

b) Hallar la ecuacion cartesiana de la hiperbola que tiene los mismos focos que la 

elipse de la parte a) y que tiene excentricidad V3. 

11. En la seccion 13.22 se demostro que una conica simetrica respecto al origen satisface 

la ecuacion ||X — F|| = \eX • N — a\, donde a = ed + eF ■ N. Utilizar esta relacion para 

demostrar que ||X — F|| + ||X + F|| = 2 a si la conica es una elipse. En otras palabras, 

la suma de las distancias de cualquier punto de la elipse a sus focos es constante. 

12. Teniendo en cuenta el ejercicio 11, demostrar que para cada rama de la hiperbola la 
diferencia ||X — F|| — \\X + F|| es constante. 

13. a) Demostrar que una transformacion por homotecia (sustitucion de x por lx e y por ty) 
transforma una elipse con centro en el origen en otra elipse con la misma excentricidad. 

b) Demostrar tambien el reciproco. Esto es, si dos elipses concentricas tienen la misma 
excentricidad y ejes mayores sobre la misma recta, estan relacionadas por una homotecia. 

c) Demostrar los resultados analogos a los a) y b) para las hiperbolas. 
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14 Utilizar la ecuacion cartesiana que representa todas las conicas de excentricidad e 
y centro en el origen para demostrar que tales conicas son curvas integrates de la 
ecuacion diferencial y' — (e 2 — 1 )*/>’. 

Observation: Puesto que esta es una ecuacion diferencial homogenea (seccidn 
8.25), el conjunto de todas esas conicas de excentricidad e es invariante frente a una 
transformacion por homotecia. (Comnarese con el eiercicio 13.) 

15. a) Demostrar que el conjunto de todas las parabolas es invariante frente a una trans¬ 
formacion por semejanza. Esto es, una tal semejanza transforma una parabola en una 
parabola. 

b) Hallar todas las parabolas semejantes a y = x 2 . 

16. La recta x-y + 4 = 0es tangente a la parabola y 2 = 16x. Hallar el punto de contacto. 

17. a) Dado a * 0. Si las dos parabolas y 2 = 4 p(x - a) yt 2 = 4<?y son tangentes, demos¬ 
trar que la coordenada x del punto de contacto esta determinada unicamente por a. 
b) Hallar una condicion para a, p y q que exprese el hecho de que las dos parabolas 
sean tangentes. 

18. Considerese el lugar geometrico de los puntos P del piano para los que la distancia de 
P al punto (2, 3) es igual a la suma de las distancias de P a los dos ejes coordenados. 

a) Demostrar que la parte de ese lugar situada en el primer cuadrante es parte de una 
hiperbola. Situar las asintotas y hacer un dibujo. 

b) Esbozar la grafica del lugar, en los otros cuadrantes. 

19. Dos parabolas tienen el mismo punto como foco y la misma recta como eje, pero sus 
vertices estan a distinto lado del foco. Demostrar que las parabolas se cortan ortogo- 
nalmente (o sea que sus tangentes son perpendiculares en los puntos de interseccidn). 

20. a) Demostrar que la ecuacion cartesiana 



representa todas las cdnicas simetricas respecto al origen con focos en (c, 0) y (— c, 0). 
b) Mantener fijo c y designar con S el conjunto de todas esas conicas obtenidas al 
tomar a 2 todos los numeros positivos ^c 2 . Demostrar que toda curva de S satisface la 
ecuacion diferencial 



c) Demostrar que S es ortogonal a si mismo; esto es, el conjunto de todas las trayec- 
torias ortogonales a las curvas de S es el mismo S. [ Indication : Reemplazar y' por 
— 1/y’ en la ecuacion diferencial de la parte b ).] 

21. Demostrar que el lugar de los centros de una familia de circunferencias, que pasan 
todas por un punto dado y son tangentes a una recta dada, es una parabola. 

22. Demostrar que el lugar de los centros de una familia de circunferencias, que son todas 
tangentes (externamente) a una circunferencia dada y a una recta dada, es una para 
bola. (El ejercicio 21 puede considerarse como un caso particular.) 

23. a) Una cuerda de longitud 8]c| se traza perpendicular al eje de la parabola y 2 = 4 cx. 
Sean P y Q los puntos en los que la cuerda corta la parabola. Demostrar que el vector 
que une O con P es perpendicular al que une O con Q. 

b) La cuerda de una parabola trazada por el foco y paralela a la directriz se llama 
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lado recto o parametro. Demostrar que la longitud del Iado recto es doble de la distancia 
del foco a la directriz, y demostrar luego que las tangentes a la parabola en los extremos 
del lado recto cortan el eje de la parabola en la intersection de este con la directriz. 

24. Dos puntos P y Q se llaman simetricos respecto a una circunferencia si P y Q estan 
alineados con el centro, si el centro no esta entre ellos, y si el producto de sus dis¬ 
tances al centro es igual al cuadrado del radio. Si Q describe la recta x + 2y — 5 = 0, 
hallar el lugar del punto P simetrico de G respecto a la circunferencia x 2 + y 2 = 4. 
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cAlculo con funciones vectoriales 


14.1 Funciones vectoriales de una variable real 

Este capi'tulo combina el Algebra vectorial con los metodos del Calculo y 
describe algunas aplicaciones al estudio de curvas y algunos problemas de Meca- 
nica. El concepto de funcion vectorial es fundamental en este estudio. 

DEFiNicroN. Una funcion cuyo dominio es un conjunto de numeros reales 
y cuyo recorrido es un subconjunto del espacio n-dimensional V„ se denomina 
funcion vectorial de una variable real. 

Hemos encontrado tales funciones en el capi'tulo 13. Por ejemplo, la recta 
que pasa por un punto P y es paralela a un vector no nulo A es el recorrido de 
la funcion vectorial X dada por 

X{t) = P + tA 

para todo real t. 

Las funciones vectoriales se designaran con letras mayusculas cursivas tales 
como F, G, X, Y, etc., o mediante letras minusculas cursivas negritas /, g , etc. 
El valor de una funcion F en t se designa, corrientemente, por F{t). En los ejem- 
plos que estudiaremos, el dominio de F sera un intervalo que puede contener uno 
o dos extremos o que puede ser infinito. 


14.2 Operaciones algebraicas. Componentes 

Las operaciones usuales del Algebra vectorial pueden aplicarse para com- 
binar dos funciones vectoriales o una funcion vectorial con una funcion real. Si 
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F y G son funciones vectoriales, y si u es una funci6n real, teniendo todas un do- 
minio comun, definimos nuevas funciones F + G, uF, y F ■ G mediante 

(F + G)(t) = F(t ) + G{t) , ( uF)(t ) = u(t)F(t ), (F ■ G)(t) = f(t ) • G(t ) . 

La suma F + G y el producto uF son vectoriales, mientras que el producto es- 
calar F • G es real. Si F(t) y G(t ) estan en el espacio de 3 dimensiones, tambi£n 
podemos definir el producto vectorial F X G con la formula 

(F x G)(t) = F(t) x G(t) . 

La operacion de composicion puede aplicarse para combinar funciones vec¬ 
toriales con funciones reales. Por ejemplo, si F es una funcion vectorial cuyo do- 
minio contiene el recorrido de una funcion real u, la funcion compuesta G = F • u 
es una nueva funcidn vectorial definida por 

G(t) = F[u(t)] 

para cada t en el domimo de u. 

Si una funcion F tiene sus valores en V n , cada vector F(t) tiene n compo- 
nentes, y podemos escribir 

m = (/i(0,/ 2 (0:. m) ■ 

Asf pues, cada funcidn vectorial F origina n funciones reales f u . .., f n cuyos va¬ 
lores en t son los componentes de F(t). Indicamos esta relacidn escribiendo 
F = (/i, .... f n ), y llamamos /* el k-i simo componente de F. 


14.3 Lfmites, derivadas, e integrates 

Los conceptos fundamentales del Calculo, tales como lfmite, derivada e inte¬ 
gral, tambien pueden extenderse a las funciones vectoriales. Expresamos sencilla- 
mente la funcion vectorial en funcion de sus componentes y realizamos las ope- 
raciones del calculo sobre los componentes. 

definici6n. Si F = (f u ...,/„) es una funcidn vectorial, definimos el U- 
mite, la derivada y la integral por 

lim F(t) = (lim/,(0. • • • , lim/„(t)) , 

<-> V t—*p 1 

^(0 -(/»). •••■/»)), 

/’■no * = (/>')<"• ■ ./V.w *)• 

siempre que los componentes de los segundos miembros tengan sentido. 
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Decimos tambien que F es continua, derivable o integrable eirun intervalo 
si cada componente de F tiene la correspondiente propiedad en el intervalo. 

A la vista de esas definiciorres, no puede sorprender encontrar que muchos de 
los teoremas sobre limites, continuidad, derivacion, e integration de funciones 
reales tambien son validos para funciones vectoriales. Vamos a establecer algunos 
de los teoremas que utilizamos en este capitulo. 

teorema 14.1. Si F, G, y u son derivables en un intervalo, lo mismo ocurre 
con F + G, uF, y F G, y tenemos 

(F + G)' — F' + G', ( uF)' = u'F + uF', (F ■ G)' = F' ■ G + F ■ G'. 

Si F y G tienen los valores en V 3 tambien tenemos 

(F x G)' = F' x G + F x G'. 

Demostracidn. Para ver la marcha de las demostraciones discutimos la for¬ 
mula para ( uF)'. Las demostraciones de las otras son parecidas y se dejan como 
ejercicios para el lector. 

Escribiendo F = /„), tenemos 

uF = (uf ly .. uf „), ( uF)' = ((ufj ,. . . , (uf n )'). 

Pero la derivada del fc-esimo componente de uF es («/*)' = u'fk + ufi, asi que 
tenemos 


(utj = u'(A + u{fi = u'F + uF'. 

El lector observara que las formulas de derivacion del teorema 14.1 son 
analogas a las de la derivacion de una suma o un producto de funciones reales. 
Puesto que el producto vectorial no es conmutativo, debe uno prestar atencion al 
orden de los factores en la formula correspondiente a (F X G)'. 

La formula para la derivacion F - G nos da el siguiente teorema que se utili- 
zara con frecuencia. 

teorema 14.2. Si una funcion vectorial es derivable y es de longitud cons- 
tante en un intervalo abierto I, entonces F ■ F' — 0 en I. Dicho de otro modo, 
F’{t) es perpendicular a F(t) para cada t en /. 

Demostracidn. Pongamos g(t) = ||F(t)|J 2 = F(t) ■ F(t). Por hipotesis, g es 
constante en /, y por lo tanto g' = 0 en /. Pero ya que g es un producto escalar, 
tenemos g’ — F' F + F ■ F’ — 2F ■ F'. Por lo tanto F • F' = 0. 
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El teorema que sigue trata de las funciones continuas. Su demostraci6n se 
deduce facilmente del teorema 3.5 y 4.2 que contienen los resultados analogos 
para funciones reales. 

teorema 14.3. Sea G = F - u, donde F es una funcidn vectorial y u es 
una funcidn real. Si u es continua en t y F es continua en u(t)^ entonces G es 
continua en t. Si las derivadas u'(t) y F'[u(0] existen, entonces G'(t) tambien 
existe y viene dada por la regia de la cadena, 

G\t) = F'[u{t)]u\t) . 

Si una funcion vectorial F es continua en un intervalo cerrado [a,b], en¬ 
tonces cada componente es continua y por tanto integrable en [a, 6], asi que F es 
integrable en [a, b], Los tres teoremas que siguen proporcionan las propiedades 
fundamentales de la integral de las funciones vectoriales. En cada caso, las de- 
mostraciones se deducen al momento de los resultados analogos para las integrates 
de funciones reales. 

teorema 14.4. linealidad y ADiTiviDAD. Si las funciones vectoriales F 
y G son integrables en [a, 6], tambien lo es c t F + c 2 G para cualesquiera c l y c 2 , 
y tetiemos 

j\ciF(t) 4- c 2 G(0) dt = Cl \ b F(t) dt + c 2 pG(f) dt. 

Asimismo, para cada c en [a, b], tenemos 

f*F(0 dt = \ C F(t) dt + \ b F(t) dt. 

J a J a •' c 

TEOREMA 14.5. PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. SupOnga- 
mos que F es una funcidn vectorial continua en [a, b~\. Si c e [a, 6], definamos 
la integral indefinida A como la funcidn vectorial dada por 

A(x) = f F(t) dt si a < x < b . 

dC 

Entonces A'{x) existe, y se tiene A'(x) = F(x) para cada x de (a, b). 

TEOREMA 14.6. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. SupOnga- 
mos que la funcidn vectorial F tiene derivada continua F' en un intervalo abierto I. 
Entonces, para cada eleccion de c y x en I, tenemos 

F(x) = F(c) + F'(t) dt . 

d C 
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El teorema que sigue es una extension de la propiedad cF(t) dt = 
= J '' cF(t) dt, reemplazando la multiplication por el escalar c por el producto 
escalar por un vector C. 

teorema 14.7. Si F = (/,, ...,/„) es integrable en [a, b ], para todo vector 
C — (c,. c n ) el producto escalar C F es integrable en [a, 6], y tenemos 

C -f F(t)dt = |"c • F(t) dt 

* (l * it 

Demostracidn. Puesto que cada componente de F es integrable, tenemos 

n> » ri> ,’b n ri, 

C- F(t)dt = %c i \f i (t)(it = \ 'Z,c,f i V)dt = \ C-Fit) ilt. 

Apliquemos ahora el teorema 14.7 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz y 
obtenemos la siguiente propiedad importante de las integrales de funciones vec- 
toriales. 

teorema 14.8. Si F y ||F|| son integrables en [ a,b ] tenemos 

(14.1) || J V(f)</f || <f ||F(f)|| cit . 

Demostracidn. Pongamos C = F(t)dt. Si C =0, entonces (14.1) resulta 
trivial. Supongamos, pues, que C ¥= O y apliquemos el teorema 14.7 obteniendo 

(14.2) |[C|| 2 = C • C = C • I" F(t) dt = r C ■ F(t) dt . 

Puesto que el producto escalar C' F{t) es funcion real, tenemos la desigualdad 

(14.3) fc • F{t) dt < f |C • F(t )| dt < | 6 ||C|| ||F(f)i| dt , 

J a *'a 

donde en el ultimo paso se ha empleado la desigualdad de Cauchy-Schwarz, 
|C • F(<)| < ||C|| ||F(/)||. Combinando (14.2) y (14.3), llegamos a 

l|Cf< ||C||f ||F(t)|| dt. 

da 

Ya que | C|| > 0, podemos dividir por j|C|j obteniendo (14.1). 



632 


Calculo con funciones vectoriales 


14.4 Ejercicios 


Calcular las derivadas F'(t) y F"(t) para cada una de las funciones vectoriales de los 
ejercicios del 1 al 6. 


1. Fit) = it, t\ t\ t% 

2. Fit) — (cos /,sen 2 t, sen It, tan /). 


4. Fit) = 2 eH + 3 e*j. 

5. F(t) = cosh ti + senh Itj + e~ 3t k. 


1 


3. Fit) = (arcsen t, arccos /). 6. Fit) = log (1 + / 2 ) i + arctan t j + - —- 2 k. 

7. Sea F una funcidn vectorial dada por 

, 2 1 , 1 - t 2 

F(t) — i ; ^ i + -—:—- j + k . 


1 + / 2 


1 + t 2 


8 . 


9. 


12 . 

13 . 


14 . 

15 . 

16 . 

17 . 

18 . 


19 . 

20 . 
21 . 


Demostrar que el angulo formado por Fit) y F'(t) es constante, esto es, independiente 
de t. 

Calcular las integrales de las funciones vectoriales en los ejercicios del 8 al 11. 


f it, Vt, 

Jo 

/' 


e‘) dt. 


(sen t, cos t, tan /) dt. 


10 f (rT7- l + rh' J ) d '- 

11. [" (te‘i 4- t 2 e‘j + te~ l k) dt. 


Calcular A ■ B, siendo A = 2/ — 4j + k y B = Jo ( ,e2t i + t cosh It j + 2 te~ n k) dt. 
Dados un vector B no nulo y una funcion vectorial F tal que Fit) ■ B = t para todo t, 
y tales que el angulo formado por F'(t) y B es constante (independiente de t). Demos¬ 
trar que F"(f) es ortogonal a F(t). 

Dados los vectores fijos no nulos A y B, pongamos Fit) = e 2t A + e 2 'B. Demostrar que 
F"(f) tiene la misma direccion que Fit). 

Si G = F x F', calcular C' en funcion de F y de las derivadas de F. 

Si G = F ■ F' X F", demostrar que G' = F ■ F' X F'". 

Demostrar que lim^p Fit) = A si y sdlo si Iim ||F(f) - Al| = 0. 

Demostrar que una funcion vectorial F es derivable en un intervalo abierto / si y sdlo si 
para cada t en I tenemos 


F'it) = lim i [ Fit + h) — Fit)]. 

n^o " 

Demostrar el teorema de la derivada nula para las funciones vectoriales. Si F'it) = O 
para cada t en un intervalo abierto I, existe un vector C tal que Fit) = C para todo 
t de I. 

Dados los vectores fijos A y B y la funcidn vectorial F tal que F"(f) = tA + B, deter- 
minar Fit) si F(0) = D y F'(0) = C. 

Una ecuacion diferencial de la forma Y'ix) + pix)Yix) — Qix), donde p es una funcidn 
reakdada, Q una funcidn vectorial e Y una funcidn vectorial desconocida, se llama 
ecuacidn diferencial vectorial de primer orden. Demostrar que si p y Q son continuas 
en un intervalo /, entonces para cada a de / y cada vector B existe una solucidn y sdlo 
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una Y que satisface la condicion inicial Y(a) = B, y que esa solucion viene dada por 
la formula 


Y(t) = Be~' j{t) + e-“ u) f* Q(x)e q{x) dx , 

J a 


siendo q(x) = § x a p{t)dt. 

22. Una funcion vectorial F satisface la ecuacion tF’(t) = F(t) + tA para cada t > 0, donde 

A es un vector fijo. Calcular F"(l) y F( 3) en funcion de A, si F( 1) = 2 A. 

23. Hallar una funcion vectorial F, continua en el intervalo (0, + co), tal que 

1 [ x 

F(x) = xe*A + - J F(t)dt, 

para todo x > 0, siendo A un vector fijo no nulo. 

24. Una funcion vectorial F, que nunca es cero y tiene derivada continua F'(f) para todo /, 

siempre es paralela a su derivada. Demostrar que existe un vector constante A y una 

funcion real positiva u tal que F(t) = u(t)A para todo /. 


14.5 Aplicaciones a las curvas. Tangencia 


Sea X una funcion vectorial cuyo dominio es un intervalo 7. Cuando t reco- 
rre I, los correspondientes valores de la funcion X(t) recorren un conjunto de pun- 
tos que llamamos grafica de la funcion X. Si los valores de la funcion estan en 
espacios de 2 6 3 dimensiones, podemos representar geometricamente la grafica. 
Por ejemplo, si X(t) = P + tA, donde P y A son vectores fijos en V 3 , con A # O, 
la grafica de X es una recta que pasa por P y es paralela a A. Una funcion mas 
general describira una grafica mas general, como sugiere el ejemplo de la figu- 
ra 14.1. Si X es continua en 7, tal grafica se llama curva; o con mas precision la 
curva descrita por X. A veces decimos que la curva es descrita parametricamente 
por X. El intervalo 7 se llama intervalo parametrico; cada t de 7 se llama 
parametro. 

Las propiedades de la funcion X pueden utilizarse para investigar propie- 
dades geometricas de sus graficas. En particular, la derivada X' esta ligada al 
concepto de tangencia, como en el caso de una funcion real. Formemos el co- 
ciente de diferencias 


(14.4) 


X(t + h)~ X(t) 
h 


e investiguemos su comportamiento cuando h -> 0. Este cociente es el producto 
del vector X(f + h) — X(t) por el escalar 1/h. El numerador, X(t + ft) — X(t), 
representado en la figura 14.2, es paralelo al vector (14.4). Si expresamos este 
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cociente de diferencias en funcion de sus componentes y hacemos que h -» 0, en- 
contramos que 


,. m W+»-y(0 

/>->o h 


X'(t), 



Figura 14.1 Curva descrita por el 
vector X(t). 


Figura 14.2 El vector X(t + h) - X(t) es 
paralelo al [ X(t + h) - X(t)]/h. 


suponiendo que la derivada X’(t) exista. La interpretacion geometrica de esta re- 
lacidn sugiere la siguiente definicion. 

definici6n. Sea C una curva descrita por una funcidn vectorial continua X. 
Si existe la derivada X'(t) y no es nula, la recta que pasa por X(t) y paralela a 
X'(t)se llama tangente a C en X(t). El vector X'(t) se denomina vector tangente 
a C en X(t). 

ejemplo 1. Recta. Para una recta dada por X(t) = P + tA, siendo 
A¥^0, tenemos X'(t) = A, asf que la recta tangente en cada punto coincide con 
la grafica de X, propiedad que ciertamente deseabamos. 

ejemplo 2. Circunferencia. Si X describe una circunferencia de radio a 
y centra en P, entonces \\X(t) — P\\ = a para cada t. El vector X(t) — P se llama 
radio vector; puede representarse geometricamente por una flecha desde el cen¬ 
tra al punto X(t). Puesto que el radio vector tiene longitud constante, el teorema 
14.2 nos dice que es perpendicular a su derivada y por tan to perpendicular a la 
recta tangente. Asf pues, para una circunferencia, nuestra definicion de tangencia 
esta de acuerdo con la que se da en la Geometria plana elemental. 
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ejemplo 3. lnvariancia frente a un cambio de parametro. Funciones dis- 
tintas pueden tener la misma grafica. Por ejemplo, supongamos que X es una 
funcion vectojial continua definida en un intervalo 1 y que u es una funcion real 
derivable con u' siempre distinta de cero en un intervalo /, y tal que el recorrido 
de u sea I. Entonces la funcion Y definida en / por la ecuacion 

Y(t) = X[u{t)] 

es una funcion vectorial continua que tiene la misma grafica que X. Dos tuqciones 
X e Y asf relacionadas se llaman equivalentes. Se dice de ellas que proporcionan 
representaciones parametricas distintas de la misma curva. Asimismo se dice 
que la funcion u define un cambio de parametro. 

Los conceptos geometricos mas importantes asociados a una curva son aque- 
llos que permanecen invariantes frente a un cambio de parametro. Por ejemplo, 
es facil demostrar que la tangente es invariante. Si la derivada X'[«(/)] existe, la 
regia de la cadena muestra que Y'(t) tambien existe y viene dada por la formula 

Y'(t) = X'[u(t)]u’(t). 

La derivada u\t) nunca es cero. Si X'[«(0] es no nula, Y'(t) tampoco es nula, de 
modo que Y'(t) es paralelo a X'[u(0]- Por consiguiente ambas representaciones 
X e Y nos conducen a la misma tangente en cada punto de la curva. 

ejemplo 4. Propiedades de reflexion en las conicas. Las conicas tienen 
propiedades de reflexion usadas con frecuencia en el diseno de instrumentos opti- 
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cos y acusticos. Los rayos luminosos que parten de uno de los focos de un reflector 
elfptico convergeran en el otro foco, como muestra la figura 14.3 a). Los rayos 
luminosos dirigidos hacia uno de los focos de un reflector hiperbolico conver¬ 
geran en el otro foco, como vemos en la figura 14.3 b). En un reflector parabolico, 
los rayos luminosos paralelos al eje convergen en el foco, como vemos en la 
figura 14.3 c). Para establecer esas propiedades de reflexion, necesitamos demos- 
trar que en cada figura los angulos 6 son iguales. Conseguiremos esto para la elipse 
y para la hiperbola y dejamos al lector la demostracion para la parabola. 

Coloquemos un foco F x en el origen y sean u l y u 2 dos vectores unitarios 
con la misma direccion que X y X — F 2 , respectivamente, siendo X un punto 
arbitrario de la conica. (Ver figura 14.4.) Si d x = ||X|| y d 2 = ||X — F a ||, son 
las distancias focales entre X v los focos F 1 y F 2 , respectivamente, tenemos 

X —— d x u x y X = d 2 u 2 -f* F,. 

Consideremos ahora X,u 1 ,u 2 ,d 1 ,y d 2 como funciones definidas en un cierto 
intervalo de numeros reales. Sus derivadas estan relacionadas por las ecuaciones 

(14.5) X = d 1 u l + d x u x , X' — d 2 u 2 + d' 2 u 2 . 

Puesto que u x y « 2 tienen longitud constante, cada uno es perpendicular a su de- 
rivada, asf que las ecuaciones (14.5) nos dan X' u x = d' x y X’ ■ u 2 = d[. Sumando 
y restando esas relaciones, encontramos que 

(14.6) X' • ( Wl + « 2 )= d;+ d' 2 , X'- (« x - it,) = di- d' 2 . 

En la elipse, d x -f d 2 es constante, de modo que d[ + d 2 — 0. En cada rama de 
la hiperbola d 2 — d 2 es constante, asi que d[— d 2 = 0. Por consiguiente, las 
ecuaciones (14.6) nos dan 

X' • («! + « 2 ) = 0 en la elipse, X' ■ (hj — u 2 ) = 0 en la hiperbola. 

Sea T = X'/\\X’\\ un vector unitario con la misma direccion que X Entonces T es 
tangente a la conica, y tenemos 

T ■ u 2 = — T • u x en la elipse, T • u 2 = T • u x en la hiperbola. 

Si 6 X y d 2 son, respectivamente, los angulos que T forma con u x y u 2 , siendo 
0 < < 7T y 0 < d 2 <. 7T, aquellas dos ultimas ecuaciones muestran que 


cos d 2 = —cos 6 X 


en la elipse, cos 6 2 = cos 6 X 


en la hiperbola. 
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«2 T 



(a) 0 2 = x - 6, en la elipse (b) 0 2 = 0, en la hiperbola 

Figura 14.4 Demostraciones de las propiedades de reflexion para la elipse y la hiperbola. 

Luego tenemos 0 2 = v — 0 X en la elipse, y 0 2 = 0, en la hiperbola. Estas rela- 
ciones entre los angulos f) l y 0 2 dan las propiedades de reflexion de la elipse y 
de la hiperbola. 

14.6 Aplicaciones al movimiento curvilineo. 

Vector velocidad, velocidad y aceleracion 

Supongamos que una particula se mueve en el espacio de 2 6 3 dimensiones 
de modo que su posicion en el instante t referida a un cierto sistema coordenado 
venga dado por un vector X(t). Cuando t varia en un intervalo de tiempo, el ca- 
mino recorrido por la particula es sencillamente la grafica de X. Asi pues, la 
funcion vectorial X nos sirve como modelo matematico para describir el movi¬ 
miento. A la funcion vectorial X la llamamos funcion posicion del movimiento. 
Los conceptos fisicos tales como vector velocidad, velocidad, y vector aceleracion 
pueden definirse en funcion de las derivadas de la funcion de posicion. En la si- 
guiente discusion suponemos que la funcidn posicion puede derivarse cuantas 
veces sea preciso sin decirlo en cada ocasion. 

definici6n. Consideremos un movimiento descrito por una funcion vecto¬ 
rial X. La derivada X’(t) se llama vector velocidad en el instante t. La longitud 
del vector velocidad, ||X'(t)||, se llama velocidad. La derivada segunda X”{t) del 
vector posicion. se llama vector aceleracion. 
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Notacidn. A veces la funcion posicion X se representa por r, el vector 
velocidad por v, la velocidad por v y la aceleracion a. Asi que v = /, v = j|r ||, 
y a = v' = r". 

Si el vector velocidad X\t) se representa por un vector geometrico ligado a 
(a curva en X(t), vemos que esta situado en la recta tangente. El uso de la palabra 
«velocidad» para la longitud del vector velocidad se justificara en la seccion 14.12 
en donde se demuestra que la velocidad es el coeficiente de variation de la longi¬ 
tud de arco a lo largo de la curva. Esto es lo que el velocfmetro de un automovil 
intenta medir. Asi pues, la longitud del vector velocidad nos dice la rapidez con 
que la particula se mueve en cada instante, y su direccion nos indica hacia donde 
va. El vector velocidad cambiara si modificamos la velocidad o la direccion del 
movimiento (o ambos). El vector aceleracion es una medida de este cambio. 
La aceleracion origina el efecto que uno experimenta cuando un automovil cam- 
bia su velocidad o su direccion. A diferencia del vector velocidad, el vector ace¬ 
leracion no esta necesariamente en la recta tangente. 

etemplo 1. Movimiento rectilineo. Consideremos un movimiento cuyo 
vector posicion es 


'(') = P +f(t)A , 

donde P y A son vectores fijos y A =A=0. Este movimiento se realiza a lo largo 
de una recta que pasa por P y paralela a A. El vector velocidad, la velocidad y el 
vector aceleracion vienen dadas por 

V(t) =f(t)A , v(t) = HO II = l/'(OI I a II, a(t) = f"(f) A . 

Si /'(f) y /"(f) no son cero, el vector aceleracion es paralelo al vector velocidad. 

ejemplo 2. Movimiento circular. Si un punto (x, y) de V 2 esta represen- 
tado por sus coordenadas polares r y 8, tenemos 

x = r cos 6 , y = r sen 8 . 

Si r es fijo, por ejemplo r = a, y si 8 puede variar en un intervalo cualquiera de 
amplitud por lo menos 27 t, el correspondiente punto (x, y) describe una circun- 
ferencia de radio a y centro en el origen. Si consideramos 9 como una funcion 
del tiempo, por ejemplo 8 = /(f), tenemos un movimiento dado por la funcion de 
posicidn 


r(t) = a cos f(t)i + a sen f(t)j. 
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El correspondiente vector velocidad es 

v(t) = r\t) = —af\t)senf(t)i + af'(t) cos f(t)j, 
del que se deduce que la velocidad en el instante t es 

v(t) = HOII = a\f\t)\ . 

El factor |f(f)| = \d6/dt\ se llama velocidad angular de la particula. 

Un caso particular importante se presenta cuando 0 = cot, donde co es una 
constante positiva. En este caso, la particula parte del punto (a, 0) en el instante 
/ = 0 y se mueve en el sentido contrario al de las agujas del reloj siguiendo la 
circunferencia con velocidad angular constante o>. Las formulas para el vector po- 
sicion, vector velocidad y velocidad se transforman en 

r(t) — a cos mt i + a sen cotj, v(t) = — coa sen cot i + wa cos cot j , v(t) — aco . 

El vector aceleracion viene dado por 

a(t) = — co 2 a cos cot i — era sen cot j = —cobit), 

que muestra que la aceleracion tiene siempre direction opuesta al vector posicion. 
Cuando se representa con un vector geometrico trazado en el lugar que ocupa la 
particula, el vector aceleracion esta dirigido hacia el centre de la circunferencia. 
Debido a esto, la aceleracion se llama centripeta, denominacion propuesta por 
Newton. 

Observation: Si una particula en movimiento tiene masa m, la segunda ley del 
movimiento de Newton establece que la fuerza que actua sobre ella(debida a su ace¬ 
leracion) es el vector malt), masa por aceleracion. Si la particula se mueve sobre una 
circunferencia con velocidad angular constante, esa se llama fuerza centripeta porque 
esta dirigida hacia el centra. Esta fuerza es ejercida por el mecanismo que sujeta la 
particula a una trayectoria circular. El mecanismo es una cuerda en el caso de una 
piedra girando en una honda, o la atraccion de la g ravedad en el caso de un satelite 
alrededor de la Tierra. La reaccion igual y opuesta (debida a la tercera ley de New¬ 
ton), esto es, la fuerza —ma(t), se llama fuerza centrifuga. 

ejemplo 3. Movimiento sobre una elipse. La figura 14.5 muestra una 
elipse de ecuacion cartesiana x 2 /a s + y 2 /b 2 = 1, y dos circunferencias concentri- 
cas de radios a y b. El angulo 0 indicado en la figura se llama anomalia excen- 
trica o simplemente angulo excentrico. Esta relacionado con las coordenadas (x, y) 
de un punto de la elipse por las ecuaciones 

x = a cos 6, y = b send . 
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Cuando 0 varia en un intervalo de amplitud 2ir, el correspondiente punto (x, y) 
describe la elipse. Si consideramos 6 como funcion del tiempo t, por ejemplo 
id— f(t), tenemos un movimiento dado por la funcion posicion 

r(t) = a cos f(t)i + b senf (t)j. 

Si 8 = cut, donde o> es una constante positiva, el vector velocidad, la velocidad y el 
vector aceleracion son 

v(t) = co(—a sen mi i + b cos cotj), v(t) = co(a 2 sen 2 cot + b 2 cos 2 tot) m , 
a(t ) = — a> 2 (a cos cot i + b sen cot j) = —co 2 r(t). 



Figijra 14.5 Movimiento sobYe una elipse. Figura 14.6 Movimiento sobre una helice. 


Asf pues, cuando una partfcula se mueve a lo largo de una elipse de modo que 
su angulo excentrico varie proporcionalmente al tiempo, la aceleracion es cen- 
trfpeta. 

ejemplo 4. Movimiento sobre una helice. Si un punto (x,y,z) gira alre- 
dedor del eje z de manera que su componente z es proporcional al angulo girado. 
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el camino resultante se llama helice circular. En la figura 14.6 se muestra un 
ejemplo. Si 6 representa el angulo de rotacion, tenemos 

(14.7) x = acosO, y = asenO , z = bd, 

donde a > 0, y b ¥= 0. Cuando 6 varia de 0 a 2v, las coordenadas x e y vuelven 
a sus valores originales en tanto que la z pasa de 0 a 2nb. El numero 2irb se llama 
con frecuencia, paso de la helice. 

Supongamos ahora que 6 — cot, donde a es constante. El movimiento sobre 
la helice esta representado entonces por el vector posicion 

r(t) = a cos tot i + a sen cot j + bcotk . 

Los vectores velocidad y aceleracion correspondientes vienen dados por 

v(t) = ~<oa sen coti + wa cos cot j + bo>k, a(r) = — to 2 (a cos coti + a sen cot/). 

Asi que cuando el vector aceleracion se considera situado a partir de la helice, es 
paralelo al piano xy y dirigido hacia el eje z. 

Si eliminamos 6 entre las dos primeras ecuaciones (14.7), obtenemos la ecua- 
cion cartesiana x* + y 2 = a 2 que es la ecuacion cartesiana de una circunferencia 
en el piano xy. En el espacio de 3 dimensiones, no obstante, esta ecuacion repre¬ 
senta una superficie. Un punto (x, y, z) satisface la ecuacion si y solo si su distancia 
al eje z es igual a a. El conjunto de todos esos puntos es un cilindro circular de 
radio a con su eje en el eje z. La helice se arrolla en ese cilindro. 

14.7 Ejercicios 

En cada uno de los ejercicios del 1 al 6, r(t) representa el vector posicion en el ins- 
tante t correspondiente a una particula que se mueve sobre una curva alabeada. En cada 
caso, determinar los vectores velocidad v(t) y aceleracion a(t) en funcion de l, j, k\ calcular 
tambien la velocidad v(t). 


1. r(t) = (it — r)i + 3 t 2 j + (it + E)k. 4. r(t) = (t — sen t)i + (1 — cos t)j + 4 sen - k. 

2. r(t) — cos t i + sen tj + e l k. 5. r(t) = 3 t 2 i + 2 t 3 j + itk. 

3. r(t) = 3/ cos t i + 3/ sen tj + 4 tk. 6. r(t) = t i + sen tj + (1 — cos t)k. 

7. Considerar la helice descrita por la ecuacion vectorial r(t) =a cosco/ i-ha senwtj+bwtk, 
donde co es una constante positiva. Demostrar que la recta tangente forma un angulo 

constante con el eje z y que el coseno de ese angulo es bji/a 2 + b 2 . 

8. Refiriendose a la helice del ejercicio 7, demostrar que los vectores velocidad v y ace¬ 
leracion a, tienen longitud constante, y que 

l!» x «[| a 


a 2 + b 2 ' 
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9. Refiriendose al ejercicio 7, sea u(t) el vector unitario u(t) = sen oit i — cos col j, De- 
mostrar que existen dos constantes A y B tales que v x a = Au(t) + Bk, y expresar 
A y B en funcion de a, b, y co 

10. Demostrar que para cualquier movimiento el producto escalar de los vectores velo- 
cidad y aceleracion es igual a la mitad de la derivada del cuadrado de la velocidad: 

v{.t) ■ a(t) = X -j t v\t) . 

11. Sea c un vector unitario fijo. Una particula se mueve en el espacio de modo que su 
vector posicidn r(t) satisface la ecuacion r(t) ■ c = e 2t para todo t, y su vector velo¬ 
cidad v(t) forma un angulo constante 6 con c, siendo 0 < 8 < \-n. 

a) Demostrar que la velocidad en el instante t es 2e 2, /cos 8. 

b) Calcular el producto escalar a(t) ■ v(t) en funcion de t yd. 

12. La identidad cosh 2 6 — senh 2 8 = 1 para las funciones hiperbolicas sugiere que la 

hiperbola x 2 /a 2 — y 2 /6~ = 1 puede representarse por las ecuaciones parametricas 
x = a cosh 6, y = b senh 8, o lo que es lo mismo, por la ecuacion vectorial 
r = a cosh 8 i + b senh 8 j. Cuando a = b = 1, el parametro 8 puede ser in- 

terpretado geometricamente de manera analoga a como se interpretan 6, sen 8 y 

cos 8 en el ct'rculo unidad dibujado en la ftgura 14.7 a). La figura 14.7 b) muestra una 

rama de la hiperbola x 2 — y 2 = 1 . Si el punto P tiene coordenadas x = cosh 8 e 

y = senh 8, demostrar que 8 es igual al doble del area del sector OAP dibujado en 
la figura. 

[ Indication; Si A(0) representa el area del sector OAP. Demostrar que 

f rosh 9 - 

V* 2 — 1 dx . 


Derivar para llegar a A'(8) = £.] 


13. Una particula se mueve siguiendo una hiperbola de acuerdo con la ecuacion 

r(t) = a cosh tul i + b senh cot j, donde co es una constante. Demostrar que la aceleracion 
es centrffuga. 

14. Demostrar que la tangente en un punto X de una parabola biseca el angulo formado 
por la recta que une X al foco y la que pasando por X es paralela al eje. Esto da una 
propiedad de reflexion de la parabola. (Ver figura 14.3.) 

15. Una particula de masa 1 se mueve en un piano de acuerdo con la ecuacidn 

r(t) = x(t)i + y(t)j. Es atrafda hacia el origen por una fuerza cuya magnitud es igual 
a cuatro veces su distancia al origen. En el instante 1 = 0, la posicion inicial es 
r(0) = 4i y el vector velocidad inicial es v(0) — 6 j. 

a) Determinar los componentes x(t) e y(t) explicitamente en funcion de t. 

b) La trayectoria de la particula es una conica. Hallar su ecuacion cartesiana, dibujar 
la conica e indicar la direccion del movimiento sobre la curva. 

16. Una particula se mueve a lo largo de la parabola x 2 + c(y — x) = 0 de tal manera que 

los componentes vertical y horizontal del vector aceleracion son iguales. Si invierte T 

unidades de tiempo en ir desde el punto (c, 0) al punto (0, 0), icuanto tiempo invertira 
en ir desde (c, 0) a la mitad del camino (c/2, c/4)? 
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y y 



Figura 14.7 Analogta entre los parametros de una elipse y una hiperbola. 


17. Supongamos que una curva C esta descrita por dos funciones equivalentes X e Y, 
siendo Y(t) — X[u(/)]. Demostrar que en cada punto de C los vectores velocidad aso- 
ciados a X e Y son paralelos, pero que los correspondientes vectores aceleracion no 
lo son. 


14.8 Vector tangente unitario, normal principal y piano osculador a una curva 


En el movimiento rectih'neo el vector aceleracion es paralelo al vector veloci¬ 
dad. En el movimiento circular con velocidad angular constante, el vector acele¬ 
racion es perpendicular al vector velocidad. En esta section vamos a ver que 
para un movimiento de tipo general el vector aceleracion es la suma de dos vec¬ 
tores perpendiculares, uno paralelo al vector velocidad y el otro perpendicular a 
este. Si el movimiento no es rectilineo, esos dos vectores perpendiculares determi- 
nan un piano que pasa por el punto correspondiente de la curva y que llamamos 
piano osculador. 

Para estudiar esos conceptos, introducimos el vector unitario tangente T. 
Esa es otra funcion vectorial asociada a la curva, y esta defmida por 


T(0 = 


XV) 

II *'(011 


siempre que la velocidad ||A' , (<)|| ¥= 0. Observese que ||T(/)!| = 1 para todo t. 

La figura. 14.8 muestra la posicion del vector tangente unitario T(t) para 
distintos valores de t. Cuando la particula se mueve a lo largo de la curva, el 
correspondiente vector T, siendo de longitud constante, puede unicamente cam- 
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biar su direccion. La tendencia de T a cambiar su direccion puede medirse por su 
derivada T'. Puesto que T tiene longitud constante, el teorema 14.2 nos dice que 
T es perpendicular a su derivada T'. 




Figura 14.8 El vector unitario tangente T. Figura 14.9 El piano osculador. 


Si el movimiento es lineal, T' = O. Si T ¥= O, el vector unitario que tiene 
la misma direccion que T' se llama normal principal a la curva y se designa por 
N. Asf pues, N es una nueva funcion vectorial asociada a la curva y esta definida 
por la ecuacion 


m = 


TV) 


siempre que ]|T'(0I! 5^0- 


Cuando los dos vectores unitarios T{t) y N(t ) estan trazados por el punto de 
la curva X(t), determinan un piano llamado piano osculador de la curva. Si ele- 
gimos tres valores de t, por ejemplo t u t 2 y t 3 , y consideramos el piano determi- 
nado por los tre’s puntos X(E), X(t 2 ), X(t 3 ), puede demostrarse que la posicion del 
piano tiende a la del piano osculador en X(t,) cuando i 2 y t 3 tienden a t,. Por 
esto, con frecuencia se dice que el piano osculador es el piano que mejor se ajusta 
o adapta a la curva en cada uno de sus puntos. Si la curva es plana (no una 
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recta), el piano osculador coincide con el piano de la curva. En general, no obs¬ 
tante, el piano osculador cambia al variar t. En la figura 14.9 se aprecia este 
hecho. 

El teorema siguiente muestra que el vector aceleracion es una suma de dos 
vectores, uno paralelo a T y el otro paralelo a T'. 

teorema 14.9. Consideremos an movimiento descrito por una juncion vec¬ 
torial r, designemos con r(t) la velocidad en el instante t, v(t) = ||r'(/)||. Enton- 
ces el vector aceleracion a es una combinacion lineal de T y T' dada por la for¬ 
mula 

(14.8) a(t ) = v'(t)T(t) + vO)T'(t). 

Si T\t) =5^= O, tambien tenemos 

(14.9) a(t) = v'U)T(t) + v(t) II r(OII m . 

Demostracidn. La formula que define el vector tangente unitario nos da 

v(t) = t{t)TU). 

Derivando este producto, encontramos que 

a(t) = v\t)T(t) + vU)T'(t), 

lo que demuestra (14.8). Para demostrar (14.9), utilizamos la definicion de N 
escribiendo T'(t) = ||7' , (t)|| N(t)- 

Este teorema demuestra que el vector aceleracion esta siempre en el piano 
osculador. Un ejemplo se ve en la figura 14.10. Los coeficientes de T(t) y N(t) en 
(14.9) se llaman respectivamente, componentes tangencial y normal de la acele¬ 
racion. Un cambio en la velocidad repercute en el componente tangencial, mien- 
tras que un cambio en la direccion repercute en el componente normal. 

Para una curva plana, la longitud de T\t) tiene una interpretacion geometrica 
interesante. Ya que T es un vector unitario, podemos escribir 

T(t) = cos a (t)i + sen a(/)y, 

donde a(t) designa el angulo formado por el vector tangente y el eje x positive, 
como se ve en la figura 14.11. Derivando, encontramos 


E'(t) = —sen %(t ) x'(/)j + cos x(t) j.'(t)j = a '(t)u(t ), 
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Figura 14.10 El vector aceleracidn esta Figura 14.11 Angulo de inclinacidn del 

contenido en el piano osculador. vector tangente a una curva plana. 


siendo u(t ) un vector unitario. Por consiguiente |jr'(0|| = |«'(0| y esto demuestra 
que ||T'(0|| es una medida del coeficiente de variation del angulo de inclinacidn 
del vector tangente. Cuando a'(0 > 0, el angulo es creciente, y por tanto 
u(t) = N(t). Cuando a \t) < 0, el angulo es decreciente, en este caso, u(t) — 

= —N(t). En la figura 14.11 se representan los dos casos. Observese que el an¬ 
gulo de inclinacidn de u(t) es a(f) + \tt ya que 

«(0 = —sena(r)t + cos a(t)y = cos (a(i) + + sen (a(r) + ~jj- 


14.9 Ejercicios 


Los ejercicios del 1 ql 6 se refieren a los movimientos descritos en los ejercicios del 
1 al 6, respectivamente, de la seccion 14.7. Para el valor de t que se cita, a) expresar el 
vector tangente unitario T y el normal principal N en funcion de i,j, k\ b) expresar la ace¬ 
leracidn a como una combinacion lineal de T y IV. 

1. t = 2. 3. t = 0. 5. t = 1. 

2 . t = ir. 4 . t = TT. 6 . t = \tT 

7. Demostrar que si el vector aceleracidn es siempre cero, el movimiento es rectilineo. 

8. Demostrar que el componente normal del vector aceleracidn es ||p x aj|/[|r||, 

9. Para cada una de las proposiciones siguientes referentes a la curva descrita por una 
particula movil en el espacio de 3 dimensiones, dar Una demostracion o poner un 
contraejemplo. 



Ejercicios 


647 


a) Si ei vector velocidad es constante, la curva es plana. 

b) Si la velocidad es constante, la curva es plana. 

c) Si el vector aceleracion es constante, la» curva es plana. 

d) Si el vector velocidad es perpendicular al vector aceleracion, la curva es plana. 

10. Una particula de masa unidad con vector posicion r(t) en el instante t se mueve en 
el espacio bajo la accion de ciertas fuerzas. 

a) Demostrar que r x a = O tmplica r x v = c, siendo c un vector consume. 

b) Si r x v = c, donde c es un vector constante, demostrar que el movimiento se 
realiza en un piano. Considerar c^Oy c = O. 

c) Si la fuerza resultante que actua sobre la particula esta siempre dirigida hacia el 
origen, demostrar que la particula se mueve en un piano. 

d) y, El producto r x v es necesariamente constante si una particula se mueve en un 
piano? 

11. Una particula se mueve a lo largo de una curva de tal manera que el vector velocidad 
forma un angulo constante con un vector unitario dado c. 

a) Si la curva esta en un piano que contenga c, demostrar que el vector aceleracion es. 
cero o es paralelo al vector velocidad. 

b) Dar un ejemplo de una tal curva (no plana) para la que el vector aceleracion nunca 
es cero ni paralelo al vector velocidad. 

12. Una particula se mueve a lo largo de la elipse 3x 2 + y 2 = 1 con vector de posicion 
r(t) = f(t)i + g(t)j. El movimiento es tal que el componente horizontal del vector ve¬ 
locidad en el instante t es —g(t). 

a) iSe mueve la particula sobre la elipse en direction a favor o contraria a las agujas 
del reloj? 

b) Demostrar que el componente vertical del vector velocidad en el instante t es pro- 
porcional a /(f) y hallar el factor de proporcionalidad. 

c) (.Cuanto tiempo se necesita para que la particula recorra una vez la elipse? 

13. Una curva plana C en el primer cuadrante tiene pendiente negativa en cada uno de sus 

puntos y pasa por el punto (§, 1). El vector posicion r que une el origen con un punto 
cualquiera (x, y) de C forma un angulo 8 con /, y el vector velocidad forma un angu¬ 
lo <t> con /, siendo 0 < 8 < jw, y 0 < <j> < Si 3 tan <f> = 4 cot 8 en cada punto de 

C, hallar la ecuacion cartesiana de C y dibujar la curva. 

14. Una recta perpendicular a la recta tangente a una curva plana se llama recta normal. 
Si en cada punto de una cierta curva plana C se trazan la normal y una recta vertical, 
esas dos rectas interceptan sobre el eje x un segmento de longitud 2. Hallar la ecuacion 
cartesiana de esa curva si pasa por el punto (1,2). Son posibles dos soluciones. 

15. Dados dos vectores fijos no nulos A y B que forman un angulo 8, siendo 0 < 0 < it. 
Un movimiento con vector de posicion r{t) en el instante t, satisface la ecuacion di- 
ferencial 


r'(0 = A x r(t) 


y la condition inicial r(0) = B. 

a) Demostrar que el vector aceleracion a(f) es ortogonal a A. 

b) Demostrar que la velocidad es constante y calcularla en funcion de A, B y 6. 

c) Dibujar la curva, mostrando su relation con los vectores A y B, 

16. Este ejercicio describe como el vector unitario tangente y la normal principal quedan 
afectados por un cambio de parametro. Supongamos que una curva C esta descrita por 
dos funciones equivalentes X e Y, siendo Y(t) = X[u(f)]. Designemos la tangente uni- 
taria correspondiente a X con el simbolo T x y la correspondiente a Y por T r . 
a) Demostrar que en cada punto de C tenemos 7V(f) = T x [u(t)] si u es estrictamente 
creciente, pero si u es estrictamente decreciente entonces T r (t) = —T x [u(t)]. En el 
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primer caso, se dice que u conserva la orientacidn; en el segundo caso, u invierte la 
orientation. 

b) Probar que los correspondientes vectores normales principales Nx y N r satisfacen 
N r (t) = Nx[u(t)] en cada punto de C. Deducir que el piano osculador es invariante 
frente a un cambio de paranjetro. 


14.10 Definicidn de longitud de un arco 

En diversas partes del Calculo y de la Geometria analitica se hace refe¬ 
renda a la longitud de un arco de curva. Antes de poder estudiar las propie- 
dades de la longitud de una curva es preciso dar una definition de longitud de 
un arco. El proposito de este apartado es formular esta definicion. Esta llevara 
de manera natural a la construccion de una funcion (llamada funcion longitud 
de arco) que mida la longitud de la trayectoria descrita por una particula movil 
en cada instante de su movimiento. Algunas de las propiedades fundamentales 
de esta funcion se estudian en la seccion 14.12. En particular, se probara que 
para la mayor parte de las curvas que se presentan en la practica esta funcion se 
puede expresar como la integral de la velocidad. 

Para llegar a una definicion de lo que se entiende por longitud de una 
curva, se procede como si se hubiera de medir esta longitud con una regia gra- 
duada. En primer lugar se senalan en la curva unos cuantos puntos que se 
toman como vertices de un poligono inscrito (en la fig. 14.12 se da un ejemplo), 
luego se mide la longitud total de esta poligonal con la regia graduada y se 
considera esta como una aproximacion de la longitud de la curva. Se observa 
que algunos poligonos «aproximan» la curva mejor que otros. En particular, si 
se empieza por un poligono P, y se construye un nuevo poligono inscrito P 2 
anadiendo nuevos vertices a los de Pi es natural que la longitud de P 2 sea mayor 
que la de Pi, tal como se ve en la figura 14.13. De la misma manera se pueden 
ir formando tantos poligonos como se quiera con longitudes cada vez mayores. 

Por otra parte, intuitivamente se observa que la longitud de cada poligono 
inscrito no debe exceder a la de la curva (puesto que el segmento de recta es 
la trayectoria mas corta entre dos puntos). Es decir, el numero que se toma 
por definicion como longitud de una curva, ha de ser una cola superior de las 
longitudes de todos los poligonos inscritos. Por tanto, parece natural definir la 
longitud de una curva como el extremo superior de las longitudes de todos los 
posibles poligonos inscritos. 

En la mayor parte de curvas que se presentan en la practica, esta definicion' 
es util y basta para asignar una longitud a la curva. Sin embargo, es sorpren- 
dente que existan ciertos casos patologicos en los que esta definicion no es apli- 
cable. Hay curvas para las cuales no hay extremo superior de las longitudes 
de los poligonos inscritos. (En el ejercicio 22 de la seccion 14.13 se da un ejemplo). 
Por tanto, se hace preciso clasificar las curvas en dos categorias, las que tienen 
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A 



Figura 14.12 Curva con una 
poligonal inscrita. 


Figura 14.13 La poligonal ABC tiene mayor 
longitud que la poligonal AC. 


una longitud y las que no la tienen. Las primeras se denominan curvas rectificables 
y las otras no rectificables. 

Para formular estas ideas en terminos analiticos, empezamos con una curva 
en el espacio de 3 6 2 dimensiones descrita por una funcion vectorial r, y conside- 
remos la portion de la curva descrita por r(t) al variar t en un intervalo [a, b]. 
A1 principio, suponemos tan solo que r es continua en el intervalo parametrico. 
Despues aiiadiremos otras restricciones. 

Consideremos ahora una partition P del intervalo [a, 6], 

P — {*o. h > • • • > t n } , donde a = t 0 < t 1 <•••<. t n = b . 

Designemos con n(P) la poligonal cuyos vertices son los puntos r(t 0 ), r(t t ) . 

r(t n ), respectivamente. (En la figura 14.14 se muestra un ejemplo con n = 6.) 
Los lados de esa poligonal tienen longitudes 

Mh) - '•(to) I!, II r(t 2 ) - Kti)ll, • • •, lk(fj - Kt„-i)II. 

Por consiguiente, la longitud de la poligonal tt(P), que designamos con tt(P) , es 
la suma 


W^)l=ilk(t*)-r(t*-i)l|. 


*=i 


definicion. Si existe un numero positivo M tal que 


( 14 . 10 ) 


\tt(P)\ < M 
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para todas las particiones de [a, b], se dice que la curva es rectificable y la 
longitud del arco, indicada por A (a, b), se define como el extremo superior de 
todos los numeros \n(P)\. Si no existe un M, la curva se denomina no rectificable. 

Observese que si existe un M que satisfaga (14.10) para cada particion P 
se tiene: 

(14.11) \-n(P)\ < A(a, b) < M , 

puesto que el extremo superior no puede exceder a ninguna cota superior. 



Fjgura 14.14 Particion de [a, b] en seis subintervalos y la poligonal inscrita correspondienie. 


Es facil probar que una curva es rectificable siempre que su vector velo- 
cidad v sea continuo en el intervalo parametrico \a,b], En efecto, el teorema 
siguiente indica que en este caso se puede tomar la integral de la velocidad 
como una cota superior de todos los numeros ]tt(jP)|. 

teorema 14.10. Sea v(t) el vector velocidad de la curva con vector posi- 
cion r(t) y sea c(t) = IIKOll la velocidad. Si v es continua en [a, b ], la curva es 
rectificable y su longitud A (a, b) satisface la desigualdad 


(14.12) 


A(a, b) < j b v(t) dt. 
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Demostracidn. Para cada partition P de [a, b], tenemos 

K p )l = 2 IIKfjt) - »*(4-i)ll = i [ r’(t) dt 

k =1 ft=lllJ4-i 


= 2 


r l k n pit pi 

| »(0 dt < 2 \\v(t)\\dt = v(t) dt, 

Jtk-i k=lJtk-i Ja 


siendo la desigualdad una consecuencia del teorema 14.8. Esto prueba que 

H^)l < P »(t) dt 

para todas las particiones P, y por tanto el numero J* v{t) dt es una cota superior 
del conjunto de todos los numeros [tt(P)|. Esto demuestra que la curva es rectifi- 
cable y al mismo tiempo se ve que la longitud A (a, b ) no puede exceder a la inte¬ 
gral de la velocidad. 

Mas adelante se demostrara que la desigualdad (14.12) es, en efecto, una 
igualdad. Para ello se tendra que hacer uso de la aditividad de la longitud de 
un arco, propiedad que se estudiara en el proximo apartado. 


14.11 Aditividad de la longitud de arco 

Si una curva rectificable se corta en dos trozos, la longitud de toda la 
curva es la suma de las longitudes de las dos partes. Esta es otra de estas pro- 
piedades «intuitivamente inmediatas» y cuya demostracion no es trivial. Esta 
propiedad se denomina aditividad de la longitud del arco y se puede expresar 
analiticamente como sigue: 

teorema 14.11. Consideremos una curva rectificable de longitud A(a,b), 
descrita por un vector r(t ) cuando t varia en un intervalo [a, b]. Si a < c < b, 
sean C, y C 2 las curvas descritas por r(t) cuando t varia en los intervalos [a, c] 
y [c,b], respectivamente. Entonces C, y C 2 tambien son rectificables y, si 
A (a, c) y A(c, b) representan sus respectivas longitudes, tenemos 

A (a, b) = A(tf, c) -f A(c, b ). 

Demostracidn. Sean P , y P 2 particiones arbitrarias de \_a, c] y [c, b] res¬ 
pectivamente. Los puntos de f\ y los de P 2 conjuntamente forman una nueva 
partition P de [a, b] para la cual se tiene: 

k(Pi)| + |tr(P 2 )! = 177(E)! < A(a, b). 


(14.13) 
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lo que pueba que |vr(P,)| y k(P 2 )| estan acotadas por A (a, b) y por tanto C, 
y Co son rectificables. De (14.13) se deduce tambien: 

k(/’i)l < A(fl, b) - \rr(P 2 )\ 

Si se considera ahora P 2 fijo y P x variable en el conjunto de todas las parti- 
ciones de [a, c], puesto que el numero A (a, b) — \n(P 2 )\ es una cota superior de 
todos los numeros |tt(P,)| no puede ser menor que su extremo superior que es 
A (a,c). Por tanto se tiene A(a, c) <A(a,b) — \ir(P?)\, o lo que es lo mismo: 

k(A) I < A(a, b) — A {a, c). 

Esto prueba que A(a, b) — A(a, c) es un extremo superior de todas las sumas 
\tt(P 2 )\, y puesto que no puede ser menor que su extremo superior A(c, b) se 
tiene A(c, b) < A(a, b) — A (a, c), o sea: 

(14.14) A {a, c) + A (c, b) < A {a, b). 

Para demostrar la igualdad basta probar la desigualdad contraria. Para ello 
se empieza por una particion cualquiera P de [a, b]. Si se adjunta el punto c a P 
se obtiene una particion P, de [a, c] y una particion P 2 de [c, b ] de manera que: 

HP) I < k(Pi)| + k(P 2 )| < A(a, c) + A(c, b ). 

Esto prueba que A (a, c) + A(c, b ) es un extremo superior de todos los numeros 
k(P)|, y puesto que este no puede ser menor que el extremo superior, ha de ser: 

A (a, b) < A (a, c ) + A(c, b). 

Esta desigualdad, junto con (14.14), implica la propiedad aditiva. 


14.12 Funcion longitud de arco 

Supongamos que una curva es el camino descrito por un vector posicion r(t). 
Una pregunta natural es esta: ^Cuanto habra avanzado la partlcula movil a lo 
largo de la curva en el instante t ? Para discutir esta cuestion, introducimos la fun- 
cion longitud de arco s, definida como sigue: 

s(t) = A (a, t ) si t > a, s{a) = 0. 

La igualdad s(a ) = 0 significa tan solo que estamos suponiendo que el movi- 
miento comienza cuando t = a. 
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El teorema de la aditividad nos permite deducir algunas propiedades im- 
portantes de s. Por ejemplo, tenemos el siguiente 

teorema 14.12. Para toda curva rectificable, la funcion longitud de arco s 
es tnonotona creciente en [a, b~\. Esto es, tenemos 

(14.15) < s(t 2 ) si a < t 1 < ? 2 < b . 

Demostracioni Si a < < t 2 < b, se tiene: 

s{t 2 ) - jfo) = A (a, t 2 ) - A (a, tj = A (t 1 , t 2 ), 

donde la ultima igualdad es consecuencia de la aditividad. Puesto que A(f,, t 2 ) > 0, 
queda demostrado (14.15). 

A continuacion se demostrara que la funcion s tiene una derivada en cada 
punto interior del intervalo parametrico y que esta derivada es igual a la velocidad 
de la particula. 

teorema 14.13. Sean s la funcion longitud de arco asociada a una curva 
y v(t) la velocidad en el tiempo t. Sivescontinuaen[a,b],entonces la derivada 
s'(t ) existe para cada t de [a, b] y viene dada por la formula 

(14.16) s'{t) = v(t). 

Demostracion. Definamos f(t) = v(u) du. Sabemos que /'(/) = v(t) en 
virtud del primer teorema fundamental del Calculo. Demostraremos que s’(t) = v(t). 
A tal fin formamos el cociente de diferencias 

r(t + h) — r(t) 

(14.17) -*- • 

Supongamos primero que h > 0. El segmento de recta que une los puntos KOy 
r(t + /;) puede considerarse como una poligonal que aproxima el arco que une 
esos dos puntos. Por consiguiente, en virtud de (14.11), tenemos 

\\r(t + h) - r(t )\| < A(/, t + h) = s(t + h) - s(t ). 

Aplicando este resultado en (14.17) junto con la desigualdad (14.12) del teorema 
14.10 obtenemos 

Kt + b) - r(t) s(t + h) - 5(f) < I f' +A du = f(t + h)~f(t ) 

h ~ h ~liJt h 
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Un razonamiento analogo prueba que estas desigualdades tambien son validas 
para h < 0. Si hacemos h 0, el cociente de diferencias de la izquierda tiende 
a ||r'(0H = v(0 y el de la derecha tiende a f'(t) = v(t). Resulta de esto que el 
cociente [s(f + h) — s(t)]/h tambien tiende a v(t). Pero esto significa que s'(t) 
existe y es igual a v(t), como se queria demostrar. 

El teorema 14.13 esta de acuerdo con nuestra nocion intuitiva de velocidad 
como la distancia recorrida por unidad de tiempo durante el movimiento. 

Utilizando (14.16) junto con el segundo teorema fundamental del Calculo, 
podemos calcular la longitud del arco integrando la velocidad. Asf pues, el camino 
recorrido por una particula durante un intervalo de tiempo [/,, f 2 ] es 

s(t 2 ) - s(tj) =J ( s'(0 dt =/ (i a(t) dt. 

En particular, cuando /, = a y t 2 = b, obtenemos por la longitud del arco la 
siguiente integral: 


A (a, b) =£p(t) dt. 


ejemplo 1. Longitud de un arco de circunjerencia. Para calcular la lon¬ 
gitud de un arco de circunferencia de radio a, podemos imaginar una particula 
movil a lo largo de la circunferencia de acuerdo con la ecuacion r(t) — a cos t i + 
+ a sen tj. El vector velocidad es v{t) — — a sen ti + a cos tj y la velocidad es 
v(t) = a. Integrando la velocidad en un intervalo de longitud 6, encontramos que 
la longitud del arco descrito es a6. Dicho de otro modo, la longitud de un arco 
de circunferencia es proporcional al angulo correspondiente; la constante de pro- 
porcionalidad es el radio de la circunferencia. Para una circunferencia unidad 
tenemos a — 1, y la longitud del arco es exactamente igual al angulo medjdo. 

ejemplo 2. Longitud de la grafica de una funcion real. La grafica de una 
funcion real f definida en un intervalo [a, b] puede considerarse como una curva 
con vector posicion r(t) dado por 

K0 = ti +f{t)j. 

El vector velocidad correspondiente es v(t) = i + f'(t)j, y la velocidad es 


v(0 = HO II = Vl + [f(t)f . 
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Por consiguiente, la longitud de la grafica de / en un intervalo [a, x] viene dada 
por la integral 

(14.18) s(x) = J%(0 dt = f ^ 1 + [/'(»)]* dt. 


14.15 Ejercicios 

En los ejercicios del 1 al 9, hallar la longitud del camino descrito por una ,particula 
movil sobre una curva de acuerdo con la ecuacion dada, durante el intervalo de tiempo 
que en cada caso se especifica. 

1. r(t ) = a(l — cos t)i + a(t — sen t)j, 0 < t < 2-n, a > 0. 

2. r(t) = e * cos t i + e‘ sen tj, 0 < t < 2. 

3. r(t) = a(cos t + t sen t)i + a(sent — t cos t)j, 0 < t < 2-n, a > 0. 

2 2 

4. r(t) = — cos 3 t i + —sen 3 tj, 0 < t <, 2-n, c 2 = a 2 — b 2 , 0 < b < a. 

a b 

5. /■(/) = a(senh t — t)i + a(cosh t — l)j, 0 < t < T, a > 0. 

6. r(t) =sen ti + tj + (1 — cos t)k (0 < t < 2-n). 

1. r(t) =ti + 3 t % j + 6 flk (0 < t <, 2). 

8. r(r) = t i + log (sec t)j + log (sec t + tan t)k (0 < / < {■*). 

9. r(t) = a cos cot i 4 -a sen c at j + bwk (t g < t <, tj). 

10. Hallar una integral parecida a la de (14.18) para la longitud de la grafica de una ecua- 
cion de la forma x = g(y), teniendo g derivada continua en un intervalo [c,d]. 

11. La ecuacidn de una curva es y 2 = x 3 . Hallar la longitud del arco que une (1 —1) a 
(1, 1). 

12. Dos puntos A y B de un clrculo unidad de centre O delerminan en el un sector circular 
AOB. Probar que la longitud del arco AB es igual a dos veces el area del sector. 

13. Establecer integrales para las longitudes de las curvas cuyas ecuaciones son 

a) y = e x > 0<At<l; b)x = f + log t, y = t — log t, 1 < t < e. Probar que la segunda 
longitud es el producto de la primera por y/2 . 

14. a) Establecer la integral que da la longitud de la curva y - c cosh (x/c) desde x = 0 
a x = a (ay 0 c > 0). 

b) Probar que el producto de la longitud de esta curva por c es igual al area de la 
region limitada por y =|c cosh (x/c), el eje x, el eje y y la recta x = a. 

c) Calcular esta integral y hallar la longitud de la curva cuando a = 2. 

15. Demostrar que la longitud de la curva y = cosh x que une los puntos (0, 1) y (x, cosh x) 
es senh x si x > 0. 

16. Una funcion no negativa / tiene la propiedad de que su conjunto de orcienadas en un 
intervalo cualquiera tiene un area proporcional a la longitud del arco de la grafica 
correspondiente al intervalo. Hallar /. 

17. Utilizando la ecuacion vectorial r(t) = a sen / / -f b cos tj donde 0 < b < a, probar que 
la longitud L de una elipse esta dada por la integral 


L = 4a rV 1 — e 2 sen 2 1 dt, 
Jo 
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donde e = y'cr — b 2 /a. HI numero e es la excentricidad de la elipse . Este es un caso 
particular de una integral de la forma: 


E(k) = j "' Vl — k 2 sen 2 1 dt, 

J n 


llamada integral ellptica de segunda clase, donde 0 < k < 1. Los numeros E(k) estan 
tabulados para varies valores de k. 

18. Si 0 < b < 4a, sea r(t) = a(t — sen t)i + a(l - cos t)j + b sen \tk. Probar que la 
longitud de la trayectoria descrita desde / = 0 hasta t = 2ir es 8 aE(k), donde E(k) tiene 
el significado dado en el ejercicio 17 y k 2 = 1 — (b/4a) 2 . 

19. Una oarticula se mueve con vector posicion 

r(t) = tA + t 2 B + 2 A x B , 

donde A y B son dos vectores unitarios fijos que forman un angulo de tt/ 3 radianes. 
Calcular la velocidad de la parti'cula en el instante t y hallar cuanto tiempo invierte para 
desplazarse una distancia de 12 unidades de longitud de arco desde la posicion inicial 
r(0). 

20. a) Cuando un ci'rculo rueda (sin deslizamiento) a lo largo de un recta, un punto de 
la circunferencia describe una curva llamada cicloide. Si la recta fija es el eje x y si 
el punto movil ( x , y) esta inicialmente en el origen, demostrar que cuando el ci'rculo 
gira un angulo 8 tenemos 

x — a(0 — sen 0) , y = a(l — cos ft) , 

donde a es el radio del ci'rculo. Esas son las ecuaciones parametricas de la cicloide. 
b) Refiriendose a la parte a), demostrar que dy/dx = cot 10 y deducir que la recta 
tangente a la cicloide en (x, y) forma un angulo |(7r —0) con el eje x. Hacer un grafico 
y mostrar que la recta tangente pasa por el punto mas alto de la circunferencia. 

21. Sea C una curva descrita por dos funciones equivalentes X e Y, donde Y(t) = X [u(t>] 
para c < t < d. Si la funcidn u que define el cambio de parametro tiene derivada con- 
tinua en [c, d] demostrar que 

/!>' wrmdu-j'mmdt, 

y deducir que la longitud de arco de C es invariante frente a un tal cambio de para¬ 
metro. 

22. Consideremos la curva plana cuya ecuacion vectorial es r(t) = ti + f (t)j, donde 

f(t) = t cos {^-\ y 0, /(0)=0. 

Consideremos la siguiente particion del intervalo [0, 1]: 


1 

0,r- 


1 


1 1 


2/i ’ In — 1’ " ‘ ’ 3 ’ 2 


,1 
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Demostrar que la correspondiente poligonal inscrita i t(P) tiene longitud 

W/’)l>r+i+5 + " +d 

y deducir que esa curva no es rectificable. 


14.14 Curvatura de una curva 


En una recta, el vector unitario tangente T no cambia su direccion y por 
tanto T'= O. Si la curva no es una h'nea recta, la derivada T' mide la ten- 
dencia de la tangente a cambiar su direccion. El coeficiente de variation o de¬ 
rivada de la tangente unitaria respecto a la longitud del arco se denomina vector 
curvatura de la curva. Se designa por dT/ds, donde s representa la longitud del 
arco. La regia de la cadena y la formula s'(t) = v(t) permiten relacionar el vector 
curvatura dT/ds con la derivada T’ respecto al tiempo mediante la ecuacion 


dT = d±dT 
ds ds dt 




Puesto que T\t) = ||T'(0|| N(t), obtenemos 


(14.19) 


dT 

ds 


ii non 

v(t) 


m, 


que dice que el vector curvatura tiene la misma direccion que la normal prin¬ 
cipal N(t). El factor escalar que multiplica a N(t) en (14.19) es un numero no 
negativo llamado curvatura de la curva en t y se designa por /c(r) (/c es la letra 
griega kappa). Asi, la curvatura «(t) definida como la longitud del vector curva¬ 
tura esta dada por la formula siguiente: 


(14.20) 


x(t) = 


ii non 

v(t) 


ejemplo 1. Curvatura de una circunferencia. Para un circulo de radio a, 
dado por la ecuacion r(t) = a cos ti + b sen tj, tenemos r(t) = — a sen ti + 
+ a cos tj, v(t) = a, T(t) = — sen ti + cos tj, y T\t) — —cos ti — sen tj. 
Luego tenemos j|n0|| = 1 asf que «(t) = 1/a. Esto prueba que una circunfe¬ 
rencia tiene curvatura constante. El recfproco de la curvatura es el radio de la 
circunferencia. 
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Cuando K(t) / 0 su inverso se denomina radio de curvatura y se designa 
por p(t) (p es la letra griega ro). La circunferencia en el piano osculador de 
radio p(t) y centro situado sobre la normal y hacia el extremo del vector curvatura 
se llama circulo osculador. Se puede demostrar que el ci'rculo osculador es la po¬ 
sition li'mite de las circunferencias que pasan por tres puntos proximos de la curva 
cuando dos de los puntos se aproximan al tercero. Debido a esta propiedad se 
dice que el circulo osculador es el circulo que «mejor se ajusta a la curva» en 
cada uno de sus puntos. 

ejemplo 2. Curvatura de una curva plana. En una curva plana se ha 
visto que ||7’ , (/)|| = |«'(0I> donde «(?)es el angulo de inclination del vector tangen- 
te, senalado en la figura 14.11. Puesto que on’(t) = dxfdt = (da/ds)(ds/dt) =v(t)d<x 
Ids, la ecuacion (14.20) implica: 



Dicho de otra forma, la curvatura de una curva plana es el valor absoluto de la 
derivada de a respectoala longitud del arco.Mide el cambio de direction respectc 
del camino recorrido a lo largo de la curva. 

ejemplo 3. Curvas planas de curvatura constante. Si da/ds es una cons- 
tante no nula: dx/ds = a, entonces a = as + b donde b es una constante, y por 
tanto T = cos (as + b)i + sen (as -f- b)j. Integrando se tiene; 
r= (1 /a) sen (as + b)i — (l/a) cos (as + b)j + A, donde A es un vector constante. De 
aqui resulta ||r — A|| = \/\a\, es decir, la curva es una circunferencia (o un arco 
de circunferencia) de centro en el extremo de A y radio \/\a\. Esto demuestra que 
una curva de curvatura constante 0 es una circunferencia (o arco de circun¬ 
ferencia) de radio \/k. 

Vamos ahora a demostrar un teorema que relaciona la curvatura, la velocidad 
y la aceleracion. 

teorema 14.14. Para un movimiento cualquiera con vector velocidad v(t), 
velocidad v(t), vector aceleracion a(t), y curvatura k(/), tenemos 

(14.21) a(t) = v\t)T(t) + K(t)v%t)N(t) . 

Esta formula, a su vez, implica 


*(0 = 


1 1«(0 x K01 I 

v\t) 


(14.22) 
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Demostracion. Para demostrar (14.21), ponemos (14.20) en la forma 
!|T'(f)|| == K(t)v(t), que nos da T’(t) = x(t)v(t)N(t). Sustituyendo esta expresion 
de T'(t) en la ecuacion (14.8), obtenemos (14.21). 

Para demostrar (14.22), formemos el producto vectorial a(t ) x v(t), utili- 
zando (14.21) para a(t ) y la formula v(t) = v(t)T(t) para el vector velocidad. Esto 
nos da 

(14.23) a x v = v’vT X T + kv 3 4 N x T = kv 3 N x T 

ya que T X T = O. Si consideramos la longitud de cada miembro de (14.23) y 
observamos que 

II N x T\\ = \\N\\ nm sen** = 1 , 

obtenemos ||a X d|| = kv 3 , lo que prueba (14.22). 

En la practica resulta mas sencillo calcular los vectores v y a (derivando el 
vector posicion r); por tanto la ecuacion (14.22) nos proporciona un metodo util 
para calcular la curvatura. Este metodo es ordinariamente mas sencillo que deter- 
minar la curvatura a partir de su definicion. 

Si se trata de una linea recta se tiene a x t> = Oy por tanto la curvatura es 
constantemente cero. Una curva con curvatura pequena en un punto tiene en este 
punto radio de curvatura grande y en la proximidad de este punto difiere poco 
de una lfnea recta. Por tanto, la curvatura es la medida de la tendencia de una 
curva a desviarse de la h'nea recta. 

14.15 Ejercicios 


1. Considerense las curvas descritas en los ejercicios del 1 al 6 de la seccion 14.9 y en 
cada caso determinar la curvatura k(I) para el valor indicado de t. 

2. Una helice esta descrita por la funcion de posicion r(t) = a cos to// +• a sen cotj + buitk. 
Demostrar que tiene curvatura constante * = «/(a 1 2 + b 2 ). 

3. Dos vectores unitarios fijos A y B forman un angulo 9, siendo 0 < 6 < nr. Una particula 
se mueve sobre una curva alabeada de manera que su vector de posicion r(t) y el vec¬ 
tor velocidad v(t) estan relacionados por la ecuacion v(t) = A x r(t). Si r(0) = B, de¬ 
mostrar que la curva tiene curvatura constante y calcularla en funcion de 0. 

4. Un punto se mueve en el espacio segun la ecuacion vectorial 

r(t ) = 4 cos ti + 4 sen t j + 4 cos t k . 

a) Probar que la trayectoria es una elipse y hallar la ecuacion del piano que contiene 

dicha elipse. _ 

b) Probar que el radio de curvatura es f>{t) = 2v 2(1 +sen 2 t) 3/2 . 
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5. Para la curva cuya ecuacion vectorial es r(t) = e l i + e ‘j + \ / 2 t k, demostrar que la 
curvatura es k(j) = \/2/(e ( + e^ 1 ) 2 . 

6. a) Para una curva plana descrita por la ecuacion r(t) = x{t)i + y(t)j, demostrar que la 
curvatura viene dada por la formula 

_ I x'U)f(t) - yV)x"(t)\ 

K{t) ~ {[*'« 1 2 + [/«] 2 } 3/2 ' 

b) Si una curva plana tiene la ecuacion cartesiana y = f(x), demostrar que la curva¬ 
tura en el punto (x, f(x)) es 

!/"(*) I 

{1 + lf '( x )■ 

7. Si un punto se mueve de manera que los vectores velocidad y aceleracion tienen siem- 
pre longitud constante, probar que la curvatura es constante en todos los puntos del 
camino. Expresar esta constante por medio de ||a|| y ||t>||. 

8. Si dos curvas de ecuaciones cartesianas y = f(x) e y = g(x) son tangentes en el punto 
(a, b) y tienen la misma curvatura en este punto probar que \f"(a)\ =|g"(a)|. 

9. Para ciertos valores de las constantes a y b, las dos curvas de ecuaciones cartesianas 
y = ax(b — x) y (x + 2)y = x se cortan solamente en un punto P, tienen una recta 
tangente comun en P, y la misma curvatura en P. 

a) Hallar todos los a y b que satisfacen todas esas condiciones. 

b) Para cada eleccion posible de a y b que satisfagan las condiciones dadas, construir 

un graftco de las dos curvas. Mostrar de que manera se cortan en P. 

10. a) Demostrar que en el vertice de una parabola el radio de curvatura alcanza su valor 
mlnimo. 

b) Dados dos vectores unitarios ftjos A y B que forman un angulo 8, siendo 0 < 9 < tt. 

La curva con vector posicion r(t) = tA 4- t 2 B es una parabola situada en el piano 

generado por A y B. Determinar (en funcion de A, B y 9) el vector posicion del vertice 
de esa parabola. Puede utilizarse la propiedad de la parabola establecida en la parte a). 

11. Una particula se mueve a lo largo de una curva plana con velocidad constante igual 

a 5. Sale del origen en el instante t — 0 con velocidad inicial 5 j, y nunca pasa a la 

izquierda del eje y. En todo momenta la curvatura del camino es k(i) = 2 1. Designemos 
con a(l) el angulo que forma el vector velocidad con el eje x positivo en el instante t. 

a) Determinar explicitamente a (?) como funcion de t. 

b) Determinar el vector velocidad v(t) en funcion de / y j. 

12. Una particula se mueve a lo largo de una curva plana con velocidad constante igual 

a 2. El movimiento empieza en el origen cuando t = 0 y el vector velocidad inicial 

u(0) es 2 i. Se sabe que en cada instante la curvatura es k( 0 = 4t. Hallar el vector velo¬ 
cidad cuando t = J-Vw si la curva no esta nunca debajo del eje x. 


14.16 Los vectores velocidad y aceleracion en coordenadas polares 

A veces es mas natural describir los puntos de una curva plana en coordena¬ 
das polares que en coordenadas rectangulares. Puesto que las coordenadas rectan- 
gulares (x, y) estan ligadas a las polares r y 6 por las ecuaciones 

x = r cos 6 , y = rsen 6 , 
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Figura 14.15 Coordenadas polares. Figura 14.16 Los vectores unitarios u T y Ug. 

el vector de posicion r = xi + yj que une el origen con (x, y) viene dado por 
r = r cos 0 i + r sen 8 j = r(cos 8 i + sen 8j ), 

siendo r = Ill’ll. En la figura 14.15 se aprecia esa relation. 

El vector cos 0 i + sen d j es un vector de longitud unidad que tiene la 
misma direccion que r. Este vector unitario se designa corrientemente por u r y la 
ecuacion anterior se escribe asi: 

r = ru r , donde u r = cos 6 i + sen 6 j. 

Conviene tambien introducir un vector unitario u e , perpendicular a u r , que se 
define como sigue: 

Ue = — = — send i + cos d j . 


Observese que tenemos 


du e 

dQ 


—cos 8 i — sen 8 j = — u r . 


En el estudio de las curvas planas, los dos vectores unitarios « r y u g desempenan 
el mismo papel en coordenadas polares que los vectores unitarios i y j en coorde- 
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nadas rectangulares. La figura 14.16 muestra los vectores unitarios « r y u e ligados 
a la curva, en alguno de sus puntos. 

Supongamos ahora que las coordenadas polares r yd son funciones de t, 
por ejemplo r — fit), 0 = g(t). Deduciremos formulas para expresar los vectores 
velocidad y aceleracion en funcion de u r yu e . Para el vector de posicion, tenemos 

r - ru T — f{t)u r . 

Puesto que 6 depende del parametro t, lo mismo le ocurre al vector unitario w r 
y hay que tenerlo en cuenta cuando se calcula el vector velocidad. Asi pues te¬ 
nemos 

dr d(ru T ) dr du. 

v = — = - -- — u + r — . 

dt dt dt dt 

Utilizando la regia de la cadena, podemos expresar du r /dt en funcion de u e 
escribiendo 


(14.24) 


du r _ dO du T _ dO 
dt dt dd dt 


y la ecuacion para el vector velocidad se convierte en 


(14.25) 


dr , dd 

« = — + r — h 9 
dt dt 


Lbs factores escalares dr/dt y rdd/dt que multiplican a u r y u g se llaman, 
respectivamente, componentes radial y transversal del vector velocidad. 

Puesto que u r y u e son vectores unitarios ortogonales, encontramos que 



con lo que la velocidad v viene dada por la formula 



Derivando ambos miembros de (14.25), encontramos que el vector acelera- 
cion tiene la expresion siguiente 


(d 2 r dr du r \ ( d 2 d dr 


dr dd dd du 0 

— — ue+r — — 
dt dt dt dt 
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La derivada du r jdt puede expresarse en funcion de u g por medio (14.24). Analo- 
gamente podemos expresar la derivada de u 9 por la ecuacion 

dug _ dd_ dug _ _ 

dt dt dd dt 

Esto nos lleva a la siguiente formula que expresa a en funcion de sus componentes 
radial y transversal: 


(14.26) 




d 2 0 , 2 — 
dt 2 dt dt / 


Ug . 


Cuando 6 = t, la curva puede describirse mediante la ecuacion polar r = /(0). 
En este caso, las formulas para la velocidad, y los vectores velocidad y acelera- 
cion se simplifican considerablemente, y obtenemos 


dr 

0 = — «r + rug , 
dd 



a — 


(d^r 
\d0 2 



u T + 2 


dr 

dd 


»»• 


14.17 Movimiento piano con aceleracion radial 

El vector aceleracion se llama radial si el componente transversal en la igual- 
dad (14.26) es siempre cero. Este componente es igual a 

d 2 0 . dr dd l d ( 2 dd\ 
dt 2 dt dt r dt\ dt! 

Por consiguiente, el vector aceleracion es radial si y solo si r 2 dd/dt es constante. 

El movimiento piano con aceleracion radial tiene una interpretacion geome- 
trica interesante en funcion del area. Designemos con Alt) el area de la region 
barrida por el vector posicion entre un instante t = a y un instante posterior t. 
En la figura 14.17 la region sombreada es un ejemplo. Demostraremos que el coe- 
ficiente de variacion instantaneo de esa area es exactamente igual a \r 2 dd/dt. 
Esto es, tenemos 

(14.27) A'(t) = |r 2 ^. 

De esto resulta que el vector aceleracion es radial si y solo si el vector posicion 
barre el area, de manera que el area barrida sea proporcional al tiempo empleado 
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Para demostrar (14.27), suponemos que es posible eliminar t entre las dos 
ecuaciones r — f(t), 9 = g(t), y en consecuencia expresar r como funcion de 6, 
pongamos r = R(6). Esto significa que existe una funcion real R tal que 
7?[g(0] = /(<)• Entonces la region sombreada de la figura 14.17 es el conjunto 
radial de R en el intervalo [g(u), g(/)]- Segun el teorema 2.6, el area de esa re¬ 
gion viene dada por la integral 

/•»(o 

-4(0 = i , R 2 (6) dd. 

J g(a) 

Derivando esta integral, segun el primer teorema fundamental del Calculo y la 
regia de la cadena, encontramos que 

4'(0 = f = ~r 2 f, 

lo cual demuestra (14.27). 


14.18 Coordenadas cilindricas 

Si las coordenadas x e y de un punto P(x, y, z) del espacio se sustituyen 
por las coordenadas polares r yd, los tres numeros r,-0, z se denominan coorde- 



z 



Figura 14.17 El vector de posicion barre el Figura 14.18 Coordenadas cilindricas. 
area Con el coeficiente de variacion 
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nadas cil'mdricas del punto P. El numero no negativo r representa ahora la dis- 
tancia del punto P al eje z, tal como se indica en la figura 14.18. Los puntos 
del espacio para los que r es constante equidistan del eje z y por tanto pertenecen 
a un cilindro circular (de aquf el nombre de coordenadas cil'mdricas). 

Para estudiar curvas alabeadas en coordenadas cih'ndricas, la ecuacion del 
radio vector r se ha de sustituir por una de la forma: 

r = ru T + z(t)k . 

Las formulas correspondientes para los vectores velocidad y aceleracion se 
obtienen sin mas que sumar los terminos z\t)k y z"(t)k, a los segundos miembros 
de las formulas bidimensionales en (14.25) y (14.26). 

14.19 Ejercicios 

1. Una parti'cula se mueve en el piano de manera que su posicion en el instante t tiene 
coordenadas polares r — t, 0 = t. Hallar las formulas para los vectores velocidad v y 
aceleracion a, y la curvatura « en un instante t cualquiera. 

2. Una parti'cula se mueve en el espacio de manera que su posicion en el instante t tiene 
coordenadas cih'ndricas r = t, 8 = t, z = /. 

a) Probar que la curva estd situada en un cono y hallar una ecuacion cartesiana para 
este cono (la curva se denomina helice cdnica). 

b) Hallar las formulas para la velocidad v, la aceleracion a y la curvatura k en el 
instante t. 

c) Hallar una formula para determinar el angulo que forman la tange te a la curva y la 
generatriz del cono en cada punto de la^curva. 

3. Una parti'cula se mueve en el espacio de manera que su posicion en el instante t tiene 
coordenadas cih'ndricas r = sen t, 6 = t, z = log sec t, donde 0 <, t < \-n. 

a) Probar que la curva esta situada en un cilindro de ecuacion x 2 + (y — i) 2 = J. 

b) Hallar una formula (en funcion de t) para determinar el angulo que forma el vector 
velocidad con k. 

4. Si una curva tiene la ecuacion polar r = /(0), donde a < 8 < b < a + 2-n, demostrar 
que la longitud de arco es 



5. La curva de ecuacion polar r = a(l + cos 8), donde n>0y 0 < 0 < 2 tt, se llama 
cardioide. Trazar la grafica de la cardioide r = 4(1 + cos 6) y calcular la longitud de 
su arco. 

6. Una parti'cula se mueve siguiendo una curva plana cuya ecuacion polar es r =e ce , donde 
c es una constante y 6 varia entre 0 y 2ir. 

a) Hacer un grafico indicando la forma de la curva para cada uno de los siguientes 
valores dec: c = 0, c = 1, c = — 1. 

b) Designemos por L(c) la longitud del arco de curva y por a(c) el area de la region 
barrida por el vector de posicion cuando 8 varia de 0 a 27r. Calcular L(c) y a(c ) en 
funcion de c. 
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7. Trazar la curva cuya ecuacion polar es r = sen 2 0, 0 < 0 < 2-rr, y mostrar que consta 
de dos bucles. 

a) Hallar el area de la region limitada por un bucle de la curva. 

b) Calcular la longitud de un bucle de la curva. 

En cada uno de los ejercicios del 8 al 11, representar la curva plana cuya ecuacion polar 
se da y calcular la longitud de su arco. 

8. r = 0, 0 < 8 < n. 10. r = 1 + cos 0, 0 < 0 < n. 

9 . r = e d , 0 < 6 < tt. 11. r = 1 — cos 0, 0 < 0 < 2-n. 

12. Si una curva tiene la ecuacion polar r = /(0), demostrar que su radio de curvatura p 
viene dado por la formula p = (r 2 + r' 2 ) 3/2 /|r 2 — rr" 4- 2r' 2 \, donde r‘= f(O) y r"=f"(0). 

13. Para cada una de las curvas de los ejercicios del 8 al 11, calcular el radio de turvatura 
para el valor indicado de 0. 

a) Cualquier 0 en el ejercicio 8. c) 6 = j ir en el ejercicio 10. 

b) Cualquier 0 en el ejercicio 9. d) 0 = i it en el ejercicio 11. 

14. Designemos por 6 el angulo, 0 < <b < *, formado por el vector de posicion y el vector 

velocidad de una curva. Si la curva esta expresada en coordenadas polares, demostrar 
que v sen = r y v cos <f> = dr/dd, siendo v la velocidad. 

15. Un proyectil cohete esta proyectado de manera que disparado se dirija directamente 
hacia el bianco. Debido a fallos tecnicos, su direccion en el vuelo efectivo forma un 
angulo fijo a ^ 0 con la direccion desde el proyectil al bianco. Determinar la trayec- 
toria cuando se dispara hacia un bianco fijo. Discutir la forma de la trayectoria al 
variar a. ^Alcanzara el proyectil el bianco? (Suponer que el movimiento se realiza en 
un piano.) 

16. Debido a fallos mecanicos, los tecnicos del lanzamiento han perdido el control de un 
proyectil cohete lanzado recientemente. Se sabe que el proyectil seguira un curso recti- 
lineo con velocidad constante, de direccion desconocida. Cuando el proyectil esta a 
4 millas de distancia se ha localizado un instante y se ha perdido de nuevo. Inmediata- 
mente se lanza un antiproyectil con velocidad constante triple que la del primero. ( ',Cual 
ha de ser el curso del segundo proyectil para que alcance al primero? (Se supone que 
ambos proyectiles se mueven en el mismo piano.) 

17. Probar que si una ecuacion diferencial homogenea de primer orden de la forma 
y' = f(x, y ) se escribe en coordenadas polares, se reduce a una ecuacion separable. 
Aplicar este metodo para resolver y’ =(y — x)/(y + x). 

18. Una particula (movil en el espacio) tiene velocidad dada por v = wk x r, donde u> 
es una constante y r es el vector posicion. Probar que la particula se mueve sobre una 
circunferencia con velocidad angular constante o>. (La velocidad angular esta definida por 
\d8/dt\, donde 0 es el angulo polar en el instante t.) 

19. Una particula se mueve en un piano perpendicular al eje z. El movimiento tiene lugar 
a lo largo de una circunferencia con centro en este eje. 

a) Probar que existe un vector w(f) paralelo al eje z tal que: 

v(t) = w(f) x r(t) , 

donde r{t) y v(t) son los vectores posicion y velocidad en el instante t. El vector w(?) 
se llama vector velocidad angular y su magnitud cu(t) = ||o)(t‘)|l es la velocidad angular. 

b) El vector a(t ) = oj'(t) se llama vector aceleracion angular. Demostrar que el vector 
aceleracion a(t) [ = v'(/)] viene dado por la formula 


a(t) = [w (f) • r(0M0 - tu 2 (r)r(f) + a (?) x r(t). 
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c) Si la particula esta en el piano xy y si la velocidad angular co(f) es constante, sea 
co(t)=co, demostrar que el vector aceleracion a(t) es centripeto y que, a(t) = —w 2 r(t). 

20. Se dice que un cuerpo esta sometido a un movimiento rigido si, para cada par de particu- 
las p y q en el cuerpo. la distancia \\r p (t) — r a (/)|| es independiente de t, donde r p (t) y 
r Q (t) indican los vectores posicion de p y q en el instante t. Probar que para un cuerpo 
rigido en el que cada particula gira alrededor del eje z se tiene: v p (t) =i o(t) x r v (t), 
donde io(t) es la misma para cada particula, y v P (t) es la velocidad de la particula p. 


14.20 Aplicaciones al movimiento planetario 

Despues del analisis de gran numero de datos sobre movimiento planetario 
acumulados hasta el ano 1600, el astronomo aleman Johannes Kepler (1571-1630) 
se propuso descubrir las leyes matematicas que rigen el movimiento de los pla- 
netas. Entonces se conocian seis planetas y segun la teori'a de Copernico se 
suponfa que sus orbitas estaban situadas en esferas concentricas alrededor del 
Sol. Kepler intento demostrar que los radios de estas esferas estaban relacio- 
nados con los cinco poliedros regulares de la Geometrfa. Se le ocurrio la idea 
ingeniosa de que el sistema solar estaba construido como un rompecabezas 
chino. En el centra del sistema situaba el Sol, y despues en sucesion colocaba 
las seis esferas concentricas que podt'an inscribirse y circunscribirse a los cinco 
poliedros regulares — octaedro, icosaedro, dodecaedro, tetraedro y cubo, en este 
orden (de dentro hacia fuera). La esfera mas interna, inscrita en el octaedro 
regular, corresponde a la orbita de Mercurio. La que le segufa, circunscrita al 
octaedro e inscrita al icosaedro, corresponde a la orbita de Venus. La orbita 
de la Tierra estaba en la esfera circunscrita al icosaedro e inscrita al dodecaedro, 
y asf sucesivamente; la esfera mas externa, conteniendo la orbita de Jupiter, 
estaria circunscrita al cubo. A pesar de que esta teoria parecia correcta dentro 
de un 5 % de error, las observaciones astronomicas efectuadas en este perfodo 
se hacfan con un tanto por ciento de error mucho menor, y Kepler finalmente 
penso en modificar esta teoria. Despues de muchos estudios posteriores se le 
ocurrio que los datos observados relativos a orbitas correspondian mas a tra- 
yectorias elipticas que a las trayectorias circulares del sistema de Copernico. 
Finalmente, tras esfuerzo incesante, Kepler dio tres leyes famosas, descubiertas 
empiricamente, que explicaban todos los fenomenos astronomicos conocidos 
hasta entonces. Se pueden enunciar como sigue: 


Primera ley de Kepler. Los planetas describen orbitas elipticas en uno de 
cuyos focos esta el Sol. 

Segunda ley de Kepler. Las areas barridas por el radio vector desde el Sol 
a un planeta son proporcionales al tiempo. 
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Tercera ley de Kepler. El cuadrado del peri'odo de un planeta es propor- 
cional al cubo de su distancia media al Sol. 

Observation: Por periodo de un planeta se entiende el tiempo necesario para que 
recorra una vez la orbita eh'ptica. La distancia media al sol es la mitad de la longitud del 
eje mayor de la elipse. 

La formulacion de estas leyes a partir del estudio de tablas astronomicas 
fue un hecho muy notable. Cerca de unos 50 anos mas tarde, Newton probo 
que las tres leyes de Kepler eran consecuencia de su segunda ley del movi- 
miento y de la celebre ley de la gravitacion universal. En esta seccion, haciendo 
uso del metodo vectorial, se vera como se pueden deducir las leyes de Kepler de 
las de Newton. 


Orbita 



Figura 14.19 El vector position desde el Sol al planeta. 

Supongamos que se tiene un Sol ftjo de masa M y un planeta movil de masa 
m atrafdo por el Sol con una fuerza F. (Prescindimos de la inlluencia de otras fuer- 
zas.) La segunda ley del movimiento de Newton establece que 

(14.28) F=ma, 

donde a es el vector aceleracion del movimiento del planeta. Designemos con r 
el vector position desde el Sol al planeta (ver figura 14.19), sean r = ||r|| y « r un 
vector unitario con la misma direction que r, as! que r — ru r . La ley de la gravi- 
tacion universal establece que 


F = 



u 


r » 


donde G es una constante. Combinando esta con (14.28), obtenemos 

CM 

o M r » 


(14.29) 
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lo que nos dice que la aceleracion es radial. Demostraremos en seguida que la 
drbita esta en un piano. Una vez sabido esto, se deduce inmediatamente de los 
resultados de la seccion 14.17 que el area barrida por el vector posicion es pro- 
porcional al tiempo. 

Para demostrar que el camino esta en un piano utilizamos el hecho de que 
r y a son paralelos. Si introducimos el vector velocidad v = dr/dt, tenemos 

dv , dv dr d , 

rxa = rx-j- + vxv = rx — + — x v = — (r X v) . 

dt dt dt dt 

Puesto que r x a = O, eso significa que r x v es un vector constante, sea 
r X v = c. 

Si c = O, el vector posicion r es paralelo al v y el movimiento es rectilineo. 
Puesto que la trayectoria de un planeta no es rectilinea, debe ser c =£ O. La rela¬ 
tion r x v = c demuestra que r ■ c = 0, asi que el vector posicion esta en un 
piano perpendicular a c. Puesto que la aceleracion es radial, r barre el area en 
una razon constante es decir proporcionalmente al tiempo. Esto demuestra la 
segunda ley de Kepler. 

Es facil probar que esa constante de proporcionalidad es exactamente la mi- 
tad del vector c. En efecto, si usamos coordenadas polares y expresamos la ve¬ 
locidad en funcion de u r y u e como en la ecuacion (14.25), encontramos que 

, (dr dd \ *d0 

(14.30) c == r X v = ( ru r ) X U T + r — Ug 1 = r — u r X u e , 

y por tanto ||c|| = \r 2 dO/dt\. Segun (14.27) esto es igual a 2|A'(f)|. donde A\t ) es 
la velocidad con la que el radio vector barre el area o velocidad areolar. 

En la figura 14.20 se representa la segunda ley de Kepler. Las dos regiones 
sombreadas, que son barridas por el vector posicion en intervalos de tiempo 
iguales, tienen areas iguales. 

Demostraremos ahora que el camino es una elipse. Ante todo, formemos el 
producto vectorial a x c, utilizando (14.29) y (14.30), y encontramos que 

/ GM \ / 2 d6 \ dd dO 

axc =[--ju r f X [r 2 -u T X u e j = -GM%u r x(u r Xu e ) = GMf t u e . 

ya que a = dv/dt y u 9 = du r jdd, la ecuacion anterior relativa a axe tambien 
puede escribirse como sigue: 
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Integrando obtenemos 

v x c = GMu r + b , 

donde b es otro vector constante. Podemos poner esta igualdad en la forma 

(14.31) v X c = GM{u r + e ), 

siendo GMe = b. Combinaremos esta con (14.30) para eliminar v y obtener una 
expresion para r. A tal fin multiplicamos escalarmente ambos miembros de (14.30) 
por c y ambos miembros de (14.31) por r. Igualando las dos expresiones del pro- 
ducto mixto r • v x c, llegamos a la ecuacion 

(14.32) GMr( 1 + e cos <f>) = c 2 , 

en la que e =\\e \\,'c = ||c||, y 4> representa el angulo formado por el vector cons¬ 
tante e y el radio vector r. (Ver la figura 14.21.) Si ponemos d = c 2 /(GMe), la 
ecuacion (14.32) se transforma en 

(14.33) r = -—- o r — e(d — r cos </>) . 

e cos cf> + 1 


Orbita Directriz 



Figura 14.20 Segunda ley de Kepler. Las dos Figura 14.21 La razon r/(d — r cos <p) es 
regiones sombreadas, barridas en intervalos la excentricidad de e = ||e||. 

iguales de tiempo, tienen la misma area. 


Segun el teorema 13.18, esta es la ecuacion polar de una conica con excentrici¬ 
dad e y un foco en el Sol. La figura 14.21 muestra la directriz trazada perpertdicu- 
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larmente a e a una distancia d del Sol. La distancia desde el planeta a la directriz 
es d — r cos <£, y la razon r/(d — r cos < j >) es la excentricidad e. La conica es 
una elipse si e < 1, una parabola si e — 1, y una hiperbola si e > 1. Puesto 
que los planetas recorren caminos cerrados, la orbita que consideramos debe ser 
una elipse. Esto demuestra la primera ley de Kepler. 

Finalmente, deduzcamos la tercera ley de Kepler. Supongamos que la elipse 
tiene el eje mayor de longitud 2 a y el eje menor de longitud 2b. El area de la elip¬ 
se sera pues irab. Sea T el tiempo empleado por el planeta en dar una vuelta a 
su orbita eliptica. Puesto que el vector posicion barre el area con la velocidad 
areolar %e, tenemos \cT — nab, o bien T = 2nab/c. Queremos demostrar que 
T 2 es proporcional a a*. 

De la seccion 13.22 deducimos b 2 — a 2 ( 1 — e 2 ), ed = a( 1 — e 2 ), ast que 
c 2 = GMed = GMa( 1 - e 2 ), 


y tenemos por tanto 

T% = 4nW = 47tV( 1 - e 2 ) = 4 t^ fl3 
c 2 GMa( 1 - e 2 ) CM 

Puesto que T 2 es el producto de una constante por a 3 4 5 6 , esto demuestra la tercera 
ley de Kepler. 


14.21 Ejercicios de repaso 

1. Sea r el vector que une el origen a un punto arbitrario de la parabola y 2 = x, sean a el 

angulo que r forma con la recta tangente, 0 < a < n, y d el angulo que forma r con 

el eje x positivo, 0 < 8 < it. Expresar a en funcion de 6. 

2. Demostrar que el vector T = yi + 2 cj es tangente a la parabola y 2 = 4 cx en el punto 
(*, y), y que el vector N =2 ci — yj es perpendicular a T. 

llndicacion: Escribir la ecuacion vectorial de la parabola, empleando y como 
parametro.] 

3. Demostrar que la ecuacion de la recta de pendiente m que es tangente a la parabola 
y 2 = 4 cx puede escribirse en la forma y = mx + c/m. iCuales son las coordenadas del 
punto de contacto? 

4. a) Resolver el ejercicio 3 para la parabola (y — y 0 ) 2 = 4 c(x — x (1 ). 

b) Resolver el ejercicio 3 para la parabola x 2 = 4cy, y, en general, para la parabola 

(x - x 0 ) 2 = 4c(y - y (1 ). 

5. Demostrar que la ecuacion de una recta tangente a la parabola y 2 = 4 cx en el punto 
Ctq .y,) puede escribirse en la forma y ; y = 2 c(x + Xj). 

6. Resolver el ejercicio 5 para cada una de las parabolas citadas en el ejercicio 4. 
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7. 


8 . 

9. 

10 . 


11 . 

12 . 


13. 


14. 

15. 


16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 


a) Sea P un punto de la pardbola y = x 2 . Sea Q el punto de intersection de la recta 
normal en P con el eje y. cCual es la position h'mite de Q cuando P tiende hacia el 
eje y? 

b) Resolver el mismo problema para la curva y = /(x), siendo /'(0) = 0. 

La recta y = c corta a la parabola y = x 2 en dos puntos. Hallar el radio de la circun- 
ferencia que pasa por esos dos puntos y por el vertice de la parabola. El radio de- 
pende de c. tQue le ocurre al radio cuando c —> 0? 

Demostrar que un punto (x n ,y 0 ) esta dentro, en o fuera de la elipse x 2 /a 2 + y 2 /6 2 = 1 
segun que x%/a 2 + y„/b 2 sea menor, igual o mayor que 1. 

Dada una elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1. Demostrar que los vectores T y N dados por 


T = 


y _. x . 
b 2 l + a 2J’ 


x y 

N = 1 * + TiJ 
a i b i 


son, respectivamente, tangente y normal a la elipse cuando se aplican en el punto 
(x, y). Si el angulo excentrico de (x 0 ,y 0 ) es 0 O , demostrar que la tangente en (x 0 ,y 0 ) 
tiene la ecuacion cartesiana 


x y 

- cos 0 O + t sen 6 0 = 1 . 
a b 

Demostrar que la tangente a la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 =1 en el punto (x 0 , y 0 ) tiene 
por ecuacion x 0 x/a 2 + y 0 y /b 2 = 1. 

Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una elipse a una recta 
tangente cualquiera es constante, siendo esa constante el cuadrado de la longitud del 
semieje menor. 

Se trazan dos rectas tangentes a la elipse x 2 + 4y 2 = 8, paralelas a la recta x + 2y = 7. 
Hallar los puntos de contacto. 

Una circunferencia pasa por los dos focos de una elipse y es tangente a ella en dos 
puntos. Hallar la excentricidad de la elipse. 

Sea V uno de los dos vertices de una hiperbola cuyo eje transverso tiene longitud 2a 
y cuya excentricidad es 2. Sea P un punto situado en la misma rama que V. Designe- 
mos con A el area de la region limitada por la hiperbola y por el segmento rectilineo 
VP, y sea r la longitud de VP. 

a) Colocar los ejes coordenados en una position conveniente y escribir la ecuacion de 
la hiperbola. 

b) Expresar el area A como una integral y, sin intentar el calculo de esa integral, de¬ 
mostrar que Ar~ 3 tiende a un h'mite cuando el punto P tiende a V. Hallar ese h'mite. 
Demostrar que los vectores T = (,y/b 2 )i + (x/a 2 )y y N = (x/a 2 )i - (yjb 2 )j son, respec¬ 
tivamente, tangente y normal a la hiperbola x 2 /a 2 — y 2 /t> 2 = 1 si se aplican en el punto 
(x, y) de la curva. 

Demostrar que la recta tangente a la hiperbola x 2 /a 2 — y 2 /b 2 = 1 en el punto (x 0 , y 0 ) 
tiene como ecuacion x 0 x/u 2 — y 0 y/b 2 = 1. 

La recta normal en cada punto de una curva y la que une aquel punto con el origen 
forman un triangulo isosceles cuya base esta en el eje x. Demostrar que la curva es 
una hiperbola. 

La normal en un punto P de una curva corta al eje x en X y al eje y en y. Hallar la 
curva si cada punto P es el punto medio del correspondiente segmento rectilineo XY 
y si el punto (4, 5) esta en la curva. 

Demostrar que el producto de las distancias desde cualquier punto de una hiperbola 
a sus asintotas es constante. 
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21. La ecuacion polar de una curva es r = }(6). Hallar / si un arco cualquiera que una 
dos puntos distintos de la curva tiene longitud proporcional a: a) al angulo formado 
por los dos radios vectores; b) la diferencia de las distancias del origen a los dos 
puntos; c) el area del sector formado por el arco y los dos radios vectores. 

22. Si una curva en el espacio de 3 dimensiones esta representada por una funcion vecto¬ 
rial r definida en un intervalo parametrico [a, b], demostrar que el producto mixto 
r'(t)-r(a) x r(b) es cero por lo menos para un valor de t en (a, b). Interpretar este 
resultado geometricamente. 
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ESPACIOS LINEALES 


15.1 Introduccion 

A lo largo de este libro hemos encontrado muchos ejemplos de objetos mate- 
maticos que pueden sumarse unos con otros y multiplicarse por numeros reales. 
Ante todo, los numeros reales son objetos de tal naturaleza. Otros ejemplos son 
las funciones vectoriales, los numeros complejos, las series y los vectores en el 
espacio n-dimensional. En este capitulo tratamos un concepto matematico general, 
llamado espacio lineal, que incluye todos esos ejemplos y muchos otros como 
casos particulares. 

Brevemente, un espacio lineal es un conjunto de elementos de naturaleza 
cualquiera so.bre el que pueden realizarse ciertas operaciones llamadas adicion y 
multiplication por numeros. A1 definir un espacio lineal no especificamos la 
naturaleza de los elementos ni decimos como se realizan las operaciones entre 
ellos. En cambio, exigimos que las operaciones tengan ciertas propiedades que 
tomamos como axiomas de un espacio lineal. Vamos ahora a hacer con detalle una 
descripcion de esos axiomas. 


15.2 Definicion de espacio lineal 

Sea V un conjunto no vacio de objetos, llamados elementos. El conjunto V 
se llama espacio lineal si satisface los diez axiomas siguientes que se enuncian 
en tres grupos. 

Axiomas de clausura 

axiom a 1. clausura respecto de la adicion. A todo par de elementos 
x e y de V corresponde un elemento unico de V llamado sutna de x e y, designado 
por x + y. 
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AXIOMA 2. CLAUSURA RESPECTO DE LA MULTIPLICAClON POR NIJMEROS REA¬ 
LES. A todo x de V y todo numero real a corresponde un elemento de V llamado 
producto de a por x, designado por ax. 

Axiomas para la adicion 

axioma 3. ley conmutativa. Para todo x y todo y de V, tenemos 
x + y = y + x. 

axioma 4. ley asociativa. Cualesquiera que sean x, y, z de V, tenemos 
(x + y) + z = x + (y + z). 

axioma 5. existencia de elemento CERO. Existe un elemento en V, de¬ 
signado con el simbolo O, tal que 

x + O = x para todo x de V. 

axioma 6. existencia de opuestos. Para todo x de V, el elemento ( — l)x 
tiene la propiedad 


x + (— l)x - O . 


Axiomas para la multiplicacion por numeros 

axioma 7. ley asociativa. Para todo x de V y todo par de numeros 
reales a y b, tenemos 


a{bx ) = (ab)x . 

AXIOMA 8. LEY DISTRIBUTIVA PARA LA ADICION EN V. Para todo X y todo 
y de V y todo numero real a, tenemos 

a{x + y) = ax + ay . 

AXIOMA 9. LEY DISTRIBUTIVA PARA LA ADICION DE NIJMEROS. Para todo 
x de V y todo par de numeros reales a y b, tenemos 

(a -j- b)x = ax + bx . 

AXIOMA 10. EXISTENCIA de elemento iDENTico. Para todo x de V, tene- 
mos \x = x. 



Ejemplos de espacios lineales 


677 


Los espacios lineales asx definidos, se llaman, a veces, espacios lineales reales 
para resaltar el hecho de que se multiplican los elementos de V por numeros 
reales. Si en los axiomas 2, 7, 8 y 9 se reemplaza niimero real por numero com- 
plejo, la estructura que resulta se llama espacio lineal complejo. Algunas veces 
un espacio lineal se llama tambien espacio vectorial lineal o simplemente espacio 
vectorial; los numeros utilizados como multiplicadores se llaman escalares. Un 
espacio lineal real tiene numeros reales como escalares; un espacio lineal com¬ 
plejo tiene como escalares numeros complejos. Si bien consideraremos principal- 
mente ejemplos de espacios lineales reales, todos los teoremas son validos para 
espacios lineales complejos. Cuando digamos espacio lineal sin mas, se sobrenten- 
dera que el espacio puede ser real o complejo. 


15.3 Ejemplos de espacios lineales 

Si precisamos el conjunto V y decimos como se suman sus elementos y como 
se multiplican por numeros, obtenemos un ejemplo concreto de espacio lineal. 
El lector facilmente puede comprobar que cada uno de los ejemplos siguientes 
satisface todos los axiomas para un espacio lineal real. 

ejemplo 1. Sea V — R, el conjunto de todos los numeros reales, y sean 
x -f y y ax la adicion y la multiplicacion ordinarias de numeros reales. 

ejemplo 2. Sea V = C el conjunto de todos los numeros complejos, defi- 
nimos x + y como la adicion ordinaria de numeros complejos, y ax como la mul¬ 
tiplicacion del numero complejo x por el numero real a. Aunque los elementos de 
V sean numeros complejos, este es un espacio lineal real porque los escalares 
son reales. 

ejemplo 3. Sea V = V„, el espacio vectorial de todas las n-plas de nume¬ 
ros reales, con la adicion y la multiplicacion por escalares definidas en la forma 
ordinaria en funcion de los componentes. 

ejemplo 4. Sea V el conjunto de todos los vectores V„ ortogonales a un 
vector no nulo dado N. Si n = 2, este espacio lineal es una recta que pasa por O 

con N como vector normal. Si n = 3, es un piano que pasa por O con N como 

vector normal. 

Los siguientes ejemplos se llaman espacios funcionales. Los elementos de V 

son funciones vectoriales, con la suma de dos funciones / y g definidas en la 

forma ordinaria: 


(/ + <?)(*) =/(*) + g( x ) 
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para todo real x en la interseccion de los dominios de / y g. La multiplicacion de 
una funcion / por un escalar real a se define asi: af es aquella funcion cuyo valor 
en cada x del dominio de / es af(x). El elemento cero es la funcion cuyos valores 
son nulos para todo x. El lector puede comprobar facilmente que cada uno de 
los conjuntos siguientes es un espacio funcional. 

ejemplo 5. El conjunto de todas las funciones definidas en un intervalo 
dado. 

ejemplo 6. El conjunto de todos los polinomios. 

ejemplo 7. El conjunto de todos los polinomios de grado < n, siendo n 
fijo. (Siempre que consideremos este conjunto, se sobrentendera que siempre esta 
incluido el polinomio nulo.) El conjunto de todos los polinomios de grado igual 
a n no es una espacio lineal porque no se satisfacen los axiomas de clausura. Por 
ejemplo, la suma de dos polinomios de grado n puede no ser de grado n. 

ejemplo 8. El conjunto.de todas las funciones continuas en un intervalo 
dado. Si el intervalo es [a,b], designamos este espacio con C(a, b). 

ejemplo 9. El conjunto de todas las funciones derivables en un punto dado. 

ejemplo 10. El conjunto de todas las funciones integrables en un intervalo 
dado. 

ejemplo 11. El conjunto de todas las funciones / definidas en el punto 1 
siendo /(1) = 0. El numero 0 es esencial en este ejemplo. Si reemplazamos 0 por 
un numero no nulo c, violamos el axioma de clausura. 

ejemplo 12. El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion diferencial 
lineal homogenea y" + a/ + by — 0, donde ay b son constantes dadas. Tambien 
aqut es esencial el 0. El conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial no 
homogenea no satisface los axiomas de clausura. 

Estos ejemplos y muchos otros hacen patente como el concepto de espacio 
lineal esta extendido por el Algebra, la Geometria y el Analisis. Cuando se deduce 
un teorema de los axiomas de un espacio lineal, obtenemos un resultado valido 
para cada ejemplo concreto. Unificando varios ejemplos de este modo, consegui- 
mos un conocimiento mas profundo en cada uno. En ocasiones el conocimiento 
de un determinado ejemplo ayuda para anticipar o interpretar resultados validos 
para otros ejemplos y pone en evidencia relaciones que de otro modo podrfan 
pasar inadvertidas. 
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15.4 Consecuencias elementales de los axiomas 

Los teoremas que siguen se deducen facilmente de los axiomas de un espacio 
lineal. 

TEOREMA 15.1. unicidad del elemento cero. En cualquier espacio lineal 
existe un elemento cero y solo uno. 

Demostracion. El axioma 5 nos asegura que existe por lo menos un elemento 
cero. Supongamos que existan dos, sean CL y 0 2 . Haciendo x = O, y O = 0 2 en 
el axioma 5, obtenemos O t + 0 2 = O,. Analogamente, haciendo x = 0 2 y 
O = CL, encontramos 0 2 + O x = 0 2 . Pero CL + 0 2 = 0 2 + CL por la ley con- 
mutativa, asi que O, = 0 2 . 

teorema 15.2. unicidad de elementos opuestos. En cualquier espacio 
lineal todo elemento tiene exactamente un opuesto. Esto es, para todo x existe 
un y, y solo uno tal que x + y = O. 

Demostracion. El axioma 6 nos dice que cada x tiene por lo menos un 
opuesto, a saber (— l)x. Supongamos que x tenga dos opuestos, sean y-i e y 2 . En- 
tonces x + y, = O y x + y s = O. Sumando y 2 a los dos miembros de la primera 
igualdad y aplicando los axiomas 5, 4 y 3, obtenemos que 


y 


>2 + (a + yd = }’2 + o = y 2 , 


y 2 + (x + yd = (y 2 + X) + y t = O + y 1 = yi + O = y t . 


Por consiguiente y x = y 2 , con lo que x tiene exactamente un opuesto, el elemen¬ 
to ( — l)x. 

Notacion. El opuesto de x se designa por — x. La diferencia y — x se define 
como la suma y + ( — x). 

El teorema siguiente muestra un conjunto de propiedades que rigen los 
calculos algebraicos elementales en un espacio lineal. 

teorema 15.3. En un espacio lineal, designemos con x e y dos elementos 
cualesquiera y con a y b dos escalares cualesquiera. Tenemos entonces las pro¬ 
piedades siguientes: 

a) Ox = O. 

b) aO = O. 
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c) (— a)x = — (ax) = a(— xb 

d) Si ax = O, o bien a = 0 o x = O, o los dos. 

e) Si ax — ay y a ¥=■ 0, entonces x = y. 

f) Si ax = bx y x ¥= O, entonces a — b. 

g) — (x + y) = ( - x) + ( - y) - — x — y. 

h) x + x = 2x, x+ x +x = 3x, y en general, x = nx. 

Demostraremos a), b) y c) y dejamos como ejercicios las demostraciones de las 
otras propiedades. 

Demostracion de a). Sea z = Ox. Deseamos demostrar que z = O. Su- 
mando z a sf mismo y aplicando el axioma 9, encontramos que 

z -f z = Ox -j- Ox = (0 + 0)x = Ox = z. 

Sumemos ahora — z a ambos miembros y obtenemos z — O. 

Demostracion de b). Sea z = aO, sumar z a sf mismo, y aplicar el axioma 8. 

Demostracion de c). Sea z = ( — a)x. Sumando z a ax y aplicando el axio¬ 
ma 9, encontramos que 

z + ax = (— a)x + ax = (—a + a)x = Ox = O, 

asf que z es el opuesto de ax, z = —(ax). Analogamente, si sumamos a(—x) a 
ax y aplicamos el axioma 8 y la propiedad b), encontramos que a(—x) = —(ax). 

15.5 Ejercicios 

En los ejercicios del 1 al 28, determinar si cada uno de los conjuntos dados es un 
espacio lineal real, si la adicion y multiplicacion por escalares reales esta definida en 
la forma usual. Para aquellos en los que no es asi, decir cuales son los axiomas que no se 
cumplen. Las funciones de los ejercicios 1 al 17 son reales. En los ejercicios 3, 4 y 5, cada 
funcion tiene un dominio que contiene 0 y 1. En los ejercicios 7 al 12, cada dominio con- 
tiene todos los numeros reales. 

1. Todas las funciones racionales. 

2. Todas las funciones racionales //g, con el grado de / < que el grado de g (incluyen- 
do / = 0). 

3. Todas las / con /(0) = /(1). 

4. Todas las / con 2/(0) =/(l). 

5. Todas las / con /(1) = 1 + /(0). 

6. Todas las funciones escalonadas defmidas en [0, 1]. 

7. Todas las / en las que f(x)—* 0 cuando x— > + oo. 

8. Todas las funciones pares. 

9. Todas las funciones impares. 
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10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 


17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 
27. 


28. 

29. 


30. 


31. 


32. 


Todas las funciones acotadas. 

Todas las funciones crecientes. 

Todas las funciones con periodo 2ir. 

Todas las / integrables en [0,1 ] con j’J i(x)dx = 0. 

Todas las / integrables en [0, 1] con JJ f(x)dx > 0. 

Todas las / que satisfacen f(x ) = /(I — x) para todo x. 

Todos los polinomios de Taylor de grado < n para un n fijo (incluyendo el polino- 

mio cero). 

Todas las soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogenea de segundo orden 
y" + P(x)y' + Q(x)y = 0, siendo P y Q funciones dadas, continuas para todo x. 

Todas las sucesiones reales acotadas. 

Todas las sucesiones reales convergentes. 

Todas las series reales convergentes. 

Todas las series reales absolutamente convergentes. 

Todos los vectores (x, y, z) de V 3 con z = 0. 

Todos los vectores (x, y, z) de V, con x = 0 o y = 0. 

Todos los vectores ( x, y, z) de V con y = 5x. 

Todos los vectores (x,y,z) de V 3 con 3x + 4y = 1, z = 0. 

Todos los vectores (x, y, z) de V 3 que son productos de (1, 2, 3) por escalares. 

Todos los vectores (x, y, z) de V 3 cuyos componentes satisfacen un sistema de tres ecua- 
ciones lineales de la forma 


a n x + a 12 y + a 13 z = 0 , a 2l x + a 22 y + a 23 z = 0 , a 31 x + a 32 y. + a M z = 0 . 


Todos los vectores de V„ que son combinaciones lineales de dos vectores dados A y B. 
Sea V = R + , el conjunto de los ntimeros reales positivos. Definamos la «suma» de dos 
elementos x e y de V como su producto x ■ y (en el sentido ordinario), y definamos la 
«multiplicacion» de un elemento x de V por un escalar c poniendo x c . Demostrar que 
V es un espacio lineal real con el elemento cero. 

Demostrar que el axioma 10 no puede deducirse de los otros axiomas. 

[ Indicacidn: Dar un ejemplo de un conjunto V con operaciones que satisfagan 
los axiomas del 1 al 9 pero no el 10.] 


Sea S el conjunto de todos los pares ordenados (x, ,x ? ) de numeros reales. En cada caso 
determinar si S es o no un espacio lineal con las operaciones de adicion y multiplica- 
cion por escalares definidas como se indica. Si el conjunto no es un espacio lineal, 
indicar cuales son los axiomas que no se cumplen. 

a) (*! , x 2 ) + (jj , y 2 ) = (xj + yj,x 2 + y 2 ), a(x 1 , x 2 ) = (ax 1 , 0). 

b) Oi, x 2 ) + (Ti, y 2 ) = (*i + JT. °)> °( x i > x 2 ) = (a*i, ax 2 ). 

c) (xr x , x 2 ) + (_y x , y 2 ) = (x x , x 2 + y 2 ), a(x 1 , x 2 ) = (ax 1 , ax 2 ). 

d) Oi, x 2 ) + (Ti, y 2 ) = (|JCi + x 2 |, \y Y + >' 2 |), o(xj, x 2 ) = (laxil, |ax 2 |). 

Demostrar las partes de la d) a la h) del teorema 15.3. 


15.6 Subespacios de un espacio lineal 

Dado un espacio lineal V sea S un subconjunto no vacio de V. Si S es tam- 
bien un espacio lineal, entonces S se llama subespacio de V. El teorema que sigue 
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da un sencillo criterio para determiner si un subconjunto de un espacio lineal 
es o no un subespacio. 

teorema 15.4. Sea S un subconjunto no vacio de un espacio lineal V. 
Tal subconjunto S es un subespacio si y sdlo si satisface los axiomas de clausura. 

Demostracidn. Si S es un subespacio, satisface todos los axiomas de un 
espacio lineal, y por tanto, en particular, los axiomas de clausura. 

Demostremos ahora que si S satisface los axiomas de clausura, satisface 
tambien los otros. Las leyes conmutativa y asociativa para la adicidn (axiomas 
3 y 4) y los axiomas para la multiplicaci6n por escalares (axiomas del 7 al 10) 
se satisfacen automaticamente en S porque son validos para todos los elementos 
de V. Falta comprobar los axiomas 5 y 6, la ex'istencia del elemento cero en S, 
y la existencia de un opuesto para cada elemento de S. 

Sea x un elemento cualquiera de S. (S tiene por lo menos un elemento ya que 
no es vacio.) Segun el axioma 2, ax esta en S para todo escalar a. Tomando a = 0, 
resulta que Ox esta en S. Pero Ox = O, en virtud del teorema 15.3 a), con lo 
cual O g S, y se satisface el axioma 5. Tomando a = — 1, vemos que (— l)x 
esta en S. Pero x + ( — l)x = O ya que x y (— 1 )x estan ambos en V, asf que el 
axioma 6 se satisface en S. Por consiguiente S es un subespacio de V. 

definicion. Sea S un subconjunto no vacio de un espacio lineal V. Un 
elemento x de V de la forma 

k 

X =2 c,x, , 

i=l 

en donde x lt .... Xk pertenecen todos a S y c lt ..., Ck son escalares, se denomina 
combinacidn lineal de elementos de S. El conjunto de todas las combinaciones 
lineales finitas de elementos de S satisface los axiomas de clausura y por tanto 
es un subespacio de V. Decimos de ese subespacio que esta generado por S, o 
tambien le llamamos la envolvente lineal de S, y lo designamos por L(S). Si S 
es vacio, definimos L(S ) como {O}, el conjunto consta sdlo del elemento cero. 

Conjuntos distintos pueden generar el mismo subespacio. Por ejemplo, el es¬ 
pacio V 2 esta generado por cada uno de los siguientes conjuntos de vectores: 
{*> y}. {i>j, i + j}, {O, i, —i,j, —j, i -f y’} El espacio de todos los polinomios pit) 
de grado ^ n esta generado por el conjunto de n + 1 polinomios {\,t,f,..., t*}. 

Tambien esta generado por el conjunto {1, t/2, f/3, ..., t n /(n + 1)} y por 
{1,(1 + 0,(1 + tf, ... ,(1 + <) n }- El espacio de todos los polinomios estfi ge¬ 
nerado por el conjunto infinito de los polinomios { 1 , t, t 2 , ... }. 

Al llegar aqui surgen de modo natural numerosas preguntas. Por ejemplo, 
£qu6 espacios pueden generarse por un numero finito de elementos i Si un espacio 
esta generado por un numero finito de elementos, cual es el menor numero de 
elementos necesarios? Para discutir estas cuestiones y otras con ellas relacionadas 
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introducimos los conceptos de dependencia, independencia, bases y dimension. 
Ya en el capi'tulo 12 encontramos esas ideas al estudiar el espacio vectorial V„ 
Ahora vamos a extenderlas a espacios lineales de tipo general. 


15.7 Conjuntos dependientes e independientes en un espacio lineal 

definicion. Un conjunto S de elementos de un espacio lineal V se llama 
dependiente si existe un conjunto finito de elementos distintos de S, x lt . .., Xk, 
y un correspondiente conjunto de escalares c lt ..., cu, no todos cero, tales que 

2 c <*. = 0 ■ 

i=l 

El conjunto S se llama independiente si no es dependiente. En tal caso, cuales- 
quiera que sean los elementos distintos x u ..., Xk de S y los escalares c lt ..., Ck, 

k 

2 c ( x { = O implica e x = c 2 = ■ • • = c k = 0 . 

«=i 

Si bien la dependencia y la independencia son propiedades de los conjuntos 
de elementos, podemos tambien aplicar esas denominaciones a los elementos 
mismos. Por ejemplo, los elementos de un conjunto independiente se llaman ele¬ 
mentos independientes. 

Si S es un conjunto finito, la definicion anterior esta de acuerdo con la dada 
en el capi'tulo 12 para el espacio V„. No obstante, la definicion dada aqui no esta 
restringida a conjuntos finitos. 

ejemplo 1. Si un subconjunto T de un conjunto S es dependiente, el mismo 
S es dependiente. Esto es logicamente equivalente a la afirmacion de que todo 
subconjunto de un conjunto independiente es independiente. 

ejemplo 2. Si un elemento de S es el producto de otro por un escalar, S 
es dependiente. 

ejemplo 3. Si O € S, entonces S es dependiente. 

ejemplo 4. El conjunto vacio es independiente. 

En el capi'tulo 12 fueron discutidos muchos ejemplos de conjuntos dependien¬ 
tes e independientes. Los ejemplos que a continuacion se comentan, ilustran esos 
conceptos en espacios funcionales. En cada caso el espacio lineal fundamental V 
es el conjunto de todas las funciones reales defmidas en la recta real. 
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ejemplo 5. Sean u 3 (t) = cos 2 1 , u 2 (t) = sen 2 1 , u 3 (t ) = 1 para todo nume- 
ro real t. La identidad pitagorica prueba que u 3 + u 2 — u 3 = O, asi que las tres 
funciones u 1 , u 2 , u 3 son dependientes. 

ejemplo 6. Sea Uk ( t ) = t k para k — 0, 1, 2, ..., y t real. El conjunto 
S = {u a , u lt u 2 , . . . } es independiente. Para demostrar esto, basta demostrar que 
para cada n los n + 1 polinomios u 0 , u lt .... u„ son independientes. Una rela- 
cion de la forma 2 c k u k = ^ significa que 


(15.1) 


n 


J,C k 


t k = 0 


para todo real t. Cuando t = 0, encontramos que c 0 = 0. Repitiendo el proceso, 
encontramos que cada coeficiente Ck es cero. 

ejemplo 7. Si a u ..., a„ son numeros reales distintos, las n funciones 
exponenciales 


u x (x) = e a < x , . . ., ujx) = e a * x 

son independientes. Podemos demostrar esto por induccion sobre n. El resultado 
es trivial cuando n = 1. Por consiguiente, supongamos que es valida para n — 1 
funciones exponenciales y consideremos los escalares c lt ..., c„ tales que 

(15.2) 2 Cft g«** = 0 . 

k= 1 

Sea cim el mayor de los n numeros a,, ..., a„. Multiplicando ambos miembros de 

(15.2) por e~ a M x , obtenemos 

71 

(15.3) 2 c * e<a * _aj,)x '= 0. 

t=i 


Si k¥= M, el numero a k — cim es negativo. Por consiguiente, cuando x -> + oo en 
la ecuacion(15.3),cada termino con k^M tiende a cero y encontramos que c« = 0. 
Suprimiendo el termino M-esimo de (15.2) y aplicando la hipotesis de induccion, 
encontramos que cada uno de los n — 1 restantes coeficientes c k es cero. 

teorema 15.5. Sea S un conjunto independiente que consta de k elementos 
de un espacio lineal V y sea L(S) el subespacio generado por S. Entonces todo 
conjunto de k + 1 elementos de L(S ) es dependiente. 
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Demostracidn. Cuando V = V n , el teorema 15.5 se reduce al 12.8. Si exa 
minamos la demostracidn del 12.8 encontramos que unicamente se basa en el 
hecho de que V„ es un espacio lineal y no en otra propiedad particular de V n . 
Por consiguiente la demostracidn dada para el teorema 12.8 es valida para un 
espacio lineal V cualquiera. 


15.8 Bases y dimension 

definicion. Un conjunto finito S de elementos de un espacio lineal V se 
llama base finita de V si S es independiente y genera V. El espacio V es de 
dimension finita si tiene una base finita. De otro modo, V es de infinitas dimen- 
siones. 

teorema 15.6. Sea V un espacio lineal de dimension finita. Entonces toda 
base finita de V tiene el mismo numero de elementos. 

Demostracidn. Sean S y T dos bases finitas de V. Supongamos que S y T 
constan respectivamente de k y m elementos. Puesto que S es independiente y en- 
gendra V, el teorema 15.5 nos dice que todo conjunto de k + 1 elementos de V 
es dependiente. Por consiguiente, todo conjunto de mas de k elementos de V es 
dependiente. Ya que T es un conjunto independiente, debe ser m < k. El mismo 
razonamiento con S y T intercambiadas; prueba que k < m. Por lo tanto k = m. 

definicion. Si un espacio lineal V tiene una base de n elementos, el en- 
tero n se llama dimension de V. Escribimos n = dim V. 

ejemplo 1. El espacio V„ tiene dimension n. Una base es el conjunto de 
los n vectores coordenados unitarios. 

ejemplo 2. El espacio de todos los polinomios p(t) de grado < n tiene 
dimension n + 1. Una base es el conjunto de n + 1 polinomios {1, t, E, . . ., t n ). 
Todo polinomio de grado < n es una combinacion lineal de esos n + 1 poli¬ 
nomios. 

ejemplo 3. El espacio de las soluciones de la ecuacion diferencial 
y" — 2y' — 3y = 0 tiene dimension 2. Una base esta formada por las dos fun- 
ciones u^x) = e x , u 2 {x) = e 3x . Toda solucion es una combinacion lineal de 
esas dos. 

ejemplo 4. El espacio de todos los polinomios p(t) es de infinitas dimen¬ 
sions. El conjunto infinito {1, t, t 2 , .. . } genera este espacio y ningun conjunto 
finito de polinomios genera el espacio. 
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teorema 15.7. Sea V un espacio lineal de dimension finita con dim V = n. 
Se tiene-. 

a) Cualquier conjunto de elementos independiente de V es un subconjunto 
de una cierta base para V. 

b) Cualquier conjunto de n elementos independientes es una base para V. 

Demostracidn. La demostracion de a) es identica a la de la parte b) del 
teorema 12.10. La demostracion de b) es identica a la de la parte c) del teorema 
12.10. 

Sea V un espacio lineal de dimension n y consideremos una base cuyos 
elementos e lt ..., e„ se toman en un cierto orden. Una tal base ordenada la con- 
sideramos como una n-pla (e u ..., e„). Si xe V, podemos expresar x como una 
combinacion lineal de esos elementos base: 

n 

(15.4) * = 2 qe,. 

* = 1 

Los coeficientes en esta ecuacion determinan una n-pla de numeros (Cj , .... c.„) 
que esta um'vocamente determinada por x. En efecto, si tenemos otra represen¬ 
tation de x como combinacion lineal de e x , .... e„, por ejemplcx =]£’L 1 > 
restando de (15,4) encontramos que 2f=-i( c « ~ ^d e i = O. Pero ya que los ele¬ 
mentos base son independientes, eso implica que c, = d x para cada i, con lo cual 

(Cj, . . . , Cm) — id i , . , . ,dn)' 

Los componentes de la n-pla ordenada (C] . c„) determinada por (15.4) 

se llaman componentes de x respecto a la base ordenada (e lt ..., e„). 


15.9 Ejercicios 


En cada uno de los ejercicios del 1 al 10, S es el conjunto de todos los vectores 
(x,y,z) de V a cuyos componentes satisfacen la condicion que se da. Determinar si S es 
un subespacio de V s . Si lo es, calcular dim S. 


1. x = 0. 

2. x +_y =0. 

3. * + y + z = 0. 

4. x — y. 

5. x = y = z. 


6. x = y or x = z. 

7 . x 2 -y 2 = 0 . 

8. x + y = 1. 

9. y = 2x y z = 3x. 

10. x + y + z = 0 y x — y — z = 0. 


Sea P„ el espacio lineal de todos los polinomios de grado < n, siendo n fijo. En cada 
ejercicio del 11 al 20, sea S el conjunto de todos los polinomios / de P„ que satisfacen la 
condicion dada. Determinar si S es un subespacio de P„. Si lo es, calcular dim S. 

11 . f(0) = 0 . 

12. /'(0) = 0. 
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13. f"( 0) = o. 

14. m + /'(0) = 0. 

15. /(0) = /(l). 

16. /<0) = /(2). 

17. / es par. 

18. / es impar. 

19. / es de grado <, k, siendo k < n, o / = 0. 

20. / es de grado k, siendo k < n, o / = 0. 

21. En el espacio lineal de todos los polinomios reales p(t), describir el subespacio engen- 

drado por cada uno de los siguientes conjuntos de polinomios y determinar su dimensidn 

(a) {1, t\ /*}; (b) {/, t\ /«}; (c) {/, /*}; (d) {1 + /, (1 + /)*}. 

22. En este ejercicio, L(S) es el subespacio generado por un subconjunto S de un espacio 
lineal V. Demostrar las proposiciones de la a) a la f). 

a) S £ L(S). 

b) Si S £ T £ V y si T es un subespacio de V, entonces L(S) £ T. Esta propiedad se 
expresa diciendo que L(S) es el mertor subespacio de V que contiene S. 

c) Un subconjunto S de V es un subespacio de V si y s61o si L(S) = S. 

d) Si SS fc K, entonces L(S) £ L(T). 

e) Si S y T son subespacios de V, tambidn lo es S n T. 

f) Si S y T son subconjuntos de V, entonces L(S o T) £‘L(S) r\ L(T). 

g) Dar un ejemplo en el que L{S O T)yt L(S) L(T). 

23. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales definidas en la recta real. Deter¬ 
minar si cada uno de los siguientes subconjuntos de V es dependiente o independiente. 
Calcular la dimension del subespacio generado por cada conjunto. 

(a) {1, e“, e* 1 }, a * b. (f) {cos x, sen x}. 

(b) {e**, xe**}. (g) {cos* x,sen* x}. 

(c) {1, e"*, xe°*}. (h) {l,cos2x,sen*x}. 

(d) {e““, Jce 0 *, jc*e“}. (i) {sen*, sen 2*}. 

(e) {«*, e - *, cosh *}. (j) {e* cos x, e~ x sen *}. 

24. Sean V un espacio lineal de dimensidn finita, y S un subespacio de V. Demostrar cada 
una de las proposiciones siguientes. 

a) S es de dimensi6n finita y dim S <, dim V. 

b) dim S = dim V si y sdlo si S = V. 

c) Toda base de S es parte de una base de V. 

d) Una base de V no contiene necesariamente una base de S. 


15.10 Productos interiores. espacios euclideos. Normas 

En la Geometri'a euclidea ordinaria, aquellas propiedades que cuentan con 
la posibilidad de medir longitudes de segmentos rectilineos y dngulos formados por 
rectas se Hainan propiedades metricas. En nuestro estudio de V„, definimos las 
longitudes y los Angulos en funcidn del producto escalar. Queremos ahora exten¬ 
der esas ideas a espacios lineales mas generales. Primero introduciremos una ge- 
neralizacidn del producto escalar, que llamaremos producto interior, y luego 
definiremos la longitud y el 6ngulo £n funcidn de este producto interior. 
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El producto escalar x • y de dos vectores x = (x u ..., x„) e y — (y lt ... y„) 
de V n se definio en el capitulo 12 por la formula 

(!5.5) x • y = 2 x t y f . 

»=i 

En un espacio lineal general, escribimos (x, y ) en lugar de x • y para los productos 
interiores, y definimos el producto axiomaticamente y no mediante una formula. 
Esto es, establecemos unas ciertas propiedades que queremos que satisfagan los 
productos interiores y las consideramos como axiomas. 

definici6n. Un espacio lineal real V tiene un producto interior si a cada 
par de elementos x e y de V corresponde un numero real unico (x, y) que satis- 
face los siguientes axiomas cualesquiera que sean x, y, z de V y para todos los 
escalares reales c. 

1) (x, y) = (y, x) ( conmutatividad, o simetria). 

2) (x, y + z) = (x, y) 4- (x, z ) ( distributividad, o linealidad). 

3) c(x, y) — (cx, y) ( asociatividad, u homogeneidad). 

4) (x, x) > 0 si x O (positividad). 

Un espacio lineal con un producto interior se llama espacio real euclideo. 

Observation: Haciendo c = 0 en (3), encontramos que (O, y) — 0 para todo y. 

En un espacio lineal complejo, un producto interior (x, y) es un numero 
complejo que satisface los mismos axiomas que los del producto interior real, 
excepto el de la simetria que se reemplaza por la relacion 

O') KX,y) = (y,x), 

siendo {y, x) el complejo conjugado de ( y, x). En el axioma de homogeneidad, el 
multiplicador escalar c puede ser cualquier numero complejo. Del axioma de la 
homogeneidad y (1'), llegamos a la relacion 

(x, cy ) = (cy, x) = c(y, x) = c(x, y) . 

Un espacio lineal complejo con un producto interior se llama espacio euclideo 
complejo. (A veces se usa tambien la denominacion de espacio unitario.) Un 
ejemplo es el espacio vectorial complejo V„(C) brevemente discutido en la sec- 
cion 12.16. 

Aunque nos interesan principalmente los ejemplos de espacios euclideos rea¬ 
les, los teoremas de este capitulo son validos para espacios euclideos complejos. 
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Cuando decimos espacio euch'deo sin mas, entenderemos que puede ser real o 
complejo. 

El lector debiera comprobar que cada ejemplo que sigue satisface todos los 
axiomas del producto interior. 

ejemplo 1. En V„ sea (x, y) = x ■ y, el producto escalar ordinario de x e y. 

ejemplo 2. Si x — (x, ,r ! )ey = (y t ,y 2 ) son dos vectores de V 2 , defini- 
mos (x, y) mediante la formula 


(x,y) = 2x 1 y 1 + x x y 2 + x 2 yy + x 2 y 2 . 


Este ejemplo pone de manifiesto que pueden existir mas de un producto interior 
en un espacio lineal dado. 

ejemplo 3. Sea C(a, b) el espacio lineal de todas las funciones reales con- 
tinuas en un intervalo [a,b]. Definamos un producto interior de dos funciones 
f y g con la formula 


(/, g) =/7(0g(0 dt. 

J a 


Esta formula es analoga a la ecuacion (15.5) que define el producto escalar de dos 
vectores en V„. Los valores de las funciones /(<) y g(t) desempenan el papel de 
los componentes x t e yt y la integracion el de la suma. 

ejemplo 4. En el espacio C(a, b), definimos 
(/>g)=j w(0f (0g(0 dt, 

a 


donde w es una funcion positiva fija de C(a, b). Tal funcion se llama funcion peso. 
En el ejemplo 3 tenemos w(t) = 1 para todo t. 

ejemplo 5. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, definimos 

if, 8) — f °° e_! /(0g(0 dt. 

J 0 

Debido al factor exponencial, esta integral impropia converge para todo par de 
polinomios / y g. 
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teorema 15.8. En un espacio eucl'ideo V, todo producto interior satisface 
la desigualdad de Cauchy-Schwarz: 

\(x, y)\ 2 < (x, x)(y, y) para todo x y todo yen V. 

Ademds, el signo de igualdad es valido si y solo si x e y son dependientes. 

Demostracion. Cuando se demostro el resultado analogo para los vectores 
en V n (teorema 12.3), se hizo resaltar que la demostracion era una consecuencia 
de las propiedades del producto escalar citadas en el teorema 12.2 y no se hizo 
depender de la defmicion particular utilizada para deducir esas propiedades. Por lo 
tanto, la misma demostracion es valida en cualquier espacio euclldeo real. Cuando 
aplicamos esa demostracion en un espacio euch'deo complejo, obtenemos la desi¬ 
gualdad (x, y)(y, x) < (x, x)(y, y), que coincide con la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz ya que 


(x,y)(y, x) = (x,y)(x,y) = |(x,_y)| 2 . 

ejemplo. Aplicando el teorema 15.8 al espacio C(a,b) con el producto 
interior (/, g) — f(t)g(t) dt, encontramos que la desigualdad de Cauchy-Schwarz 
se transforma en 


(]>)*(»<«)’< (/>) 


El producto interior puede utilizarse para introducir el concepto metrico de 
longitud en cualquier espacio euch'deo. 

definicion. En un espacio euclldeo V, el numero no negativo ||x|| definido 
por la ecuacion 


Ik || = k, x y / 2 

se denomina norma del elemento x. 

Cuando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se expresa en funcion de las nor- 
mas, toma la forma 


Ik. >01 < IkII IkII ■ 


Puesto que es posible definir un producto interior de muchas maneras, la 
norma de un elemento dependera del producto interior elegido. Esta falta de uni- 
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cidad era de esperar, Este hecho es analogo al de que podemos asignar numeros 
distintos a la medida de la longitud de un segmento rectih'neo dado, segun la 
eleccion de escala o unidad de medida. El teorema que sigue da las propiedades 
fundamentales de las normas que no dependen de la eleccion de producto interior. 

teorema 15.9. En un espacio eucl'ideo, toda norma tiene las propiedades 
siguientes para todos los elementos x e y, y todos los escalares c: 

a) || x 1 | =0 si x = O. 

b) ||*|| >0 si x 7 + O ( positividad ). 

c) ]|c*|| = |c| ||a:|| ( homogeneidad ). 

d) ||* +yll < ||*|| + ||j|| ( desigualdad triangular). 

El signo de igualdad es valido en la desigualdad triangular si y solo si x e y son 
dependientes. 


Demostracion. Las propiedades a), b) y c) se deducen inmediatamente de 
los axiomas del producto interior. Para demostrar d) observemos que 

II* + yV = (* + y, * + jO = (*, *) + iy,y) + (*,j) + O', x) = 

= ll*ll 2 + \\y\\ 2 + (x,y) + ( x,y ). 

La suma (*, y) + (*,_y) es real. La desigualdad de Cauchy-Schwarz prueba que 
|(*,y)| < ||*|| ||y|l y que \(x,y)\ < ||*|| ||y||, asf que tenemos 

II* + yV < IWI 2 + WyV + 21|*|| \\y\\ = (11*11 + llyll) 2 . 


Esto demuestra d). El signo de igualdad en d) es valido siempre que lo sea en la 
desigualdad de Cauchy-Schwarz. 


definicion. En un espacio eucl'ideo real V, el angulo formado por dos ele¬ 
mentos no nulos x e y se define como el numero 6 del intervalo 0 < 6 < n que 
sat is jace la ecuacion 


(15.6) 


cos 6 = 


(*, y ) 

1011 lOII' 


Observacion: La desigualdad de Cauchy-Schwarz prueba que el cociente del se- 
gundo miembro de (15.6) esta en el intervalo [ — 1,1], asf que existe solo un 6 en 
[0, it) cuyo coseno es igual al de este cociente. 


15.11 Ortogonalidad en un espacio euclideo 


definicion. En un espacio euclideo V, dos elementos x e y se llaman orto- 
gonales si su producto interior es cero. Un subconjunto S de V es un conjunto 
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ortogonal si ( x , y) = 0 para todo par de elementos distintos x e y de S. Un con- 
junto ortogonal se llama ortonormal si cada uno de sus elementos dene norma 1. 

El elemento cero es ortogonal a todo elemento de V; es el unico elemento 
ortogonal a si mismo. El siguiente teorema demuestra una relacion entre ortogona- 
lidad y dependencia. 

teorema 15.10. En un espacio euclideo V, todo conjunto ortogonal de 
elementos no nulos es independiente. En particular, en un espacio euclideo de 
dimension finita con dim V — n, todo conjunto ortogonal que conste de n ele¬ 
mentos no nulos es una base para V. 

Demostracion. Sea S un conjunto ortogonal de elementos no nulos de V, 
y supongamos que una cierta combinacion lineal finita de elementos de S es cero, 
sea 


k 

1 c { Xi = 0 , 
i =1 

donde cada x ( e S. Formando el producto escalar de cada miembro por x, y 
teniendo en cuenta que (Xj ,xi) = 0 si i¥= 1, encontramos que c,(x, , x,) = 0. 
Pero (x, , Xj) ¥= 0 ya que x t ¥= O con lo cual c, = 0. Repitiendo el razonamiento 
cambiando x, por x,-, encontramos que cada c, = 0. Esto prueba que S es indepen¬ 
diente. Si dim V = n y si S consta de n elementos, el teorema 15.7 b) demuestra 
que S es una base para V. 

ejemplo. En el espacio lineal real C(0, 2tt) con el producto interior 
(/, g) = $l’f(x)g(x) dx, sea S el conjunto de las funciones trigonometricas {«„> 
u a , u 2 , ... } dadas por 

u 0 (x ) = 1, n 2n -i(x) = cos nx , u 2n (x) = sen nx, para n — 1,2,... . 

Si m ^ n, tenemos las relaciones de ortogonalidad 

J " 2 jt 

0 Un(x)u m (x) dx = 0 , 

as! que S es un conjunto ortogonal. Puesto que ningun elemento de S es el ele¬ 
mento cero, S es independiente. La norma de cada elemento de S se calcula facil- 
mente. Tenemos \u 0 , u 0 ) = dx = 2w y, para n ^ 1, tenemos 

J ’ 2 jt r2jr 

cos 2 nx dx = IT, (u 2 „, « 2n ) = sen 2 nxdx = 7T. 

0 ^0 
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Por consiguiente, [|u„|| = \/2n y ||«„|| = Vn para n > 1. Dividiendo cada u„ por 
su norma, obtenemos un conjunto ortonormal {(p 0 ,<p 1 ,(f2, .. . } donde <p n =Un/\\un\\. 
Asi pues, tenemos 


<Po(x) = 





cos nx 


, . sen nx 
V2n(x) - — 7 =^ , 
v 7r 


para n > 1. 


En la seccion 15.15 demostraremos que todo espacio euclideo de dimension 
fjnita tiene una base ortogonal. El teorema que sigue muestra como se calculan 
los componentes de un elemento relativos a una tal base. 


teorema 15.11. Sea V un espacio euclideo de dimension jinita n, y supon- 
gamos que S = {e u ..., e„} es una base ortogonal para V. Si un elemento x esta 
expresado como una combinacion lineal de los elementos de la base, sea esta 

(15.7) x = J, cfii , 

i = 1 


entonces sus componentes relativos a la base ordenada (e„ . . ., e„) vienen dados 
por las formulas 

(15.8) = ^ J= 

En particular, si S es una base ortonormal, cada Cj viene dada por 

(15.9) Ci = (x,e,). 

Demostracion. Formando el producto interior de cada miembro de (15,7) 
con e,-, obtenemos 


(x, e f ) = 2 ej ) = Cj (e 3 , e } ) 


puesto que (e,-, ef) — 0 si i j. Esto implica (15.8), y cuando ( e y, ei) = 1, obte¬ 
nemos (15.9). 

Si { e „ • • •, e„] es una base ortonormal, la ecuacion (15.7) puede escribirse 
en la forma 


x = 2 (x, e i )e i . 


(15.10) 
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El siguiente teorema prueba que en un espacio euclideo real de dimension 
finita con una base ortonormal el producto interior de dos elementos es igual a la 
suma de los productos de sus componentes. 

teorema 15.12. Sea V un espacio euclideo real de dimension finita n, 
y supongamos que {e lt .... e„] es una base ortonormal para V. Para todo par de 
elementos x e y de V, tenemos 

n 

(15.11) (x, y) = ^ )(y,e t ) ( Formula de Parseval). 

i -i 

En particular, cuando x = y, tenemos 

(15.12) l|x|| 2 = i(x,e 2 ) 2 . 

i =1 

Demostracidn. Formando el producto interior de ambos miembros de la 
ecuacion (15.10) con y, y aplicando la propiedad de linealidad del producto inte¬ 
rior, obtenemos (15.11). Cuando x = y, la ecuacion (15.11) se reduce a (15.12). 

Observation: La ecuacion (15.11) se denomina como se indica en honor de 
M. A. Parseval (1776-1836 aproximadamente) , que obtuvo este tipo de formula en un 
espacio funcional especial. 


15.12 Ejercicios 

1. Sean x = (x,,..., x„) e y = (y ,... , y„) vectores arbitrarios de V„. Determinar en cada 
caso si (x, y) es un producto interior en V„, si ( x, y) esta definido por la formula que se 
da. En el caso en que (x , y) no sea un producto interior, decir cuales son los axiomas 
que no se satisfacen. 

(a) (x,y) =2 \y t \. 

n 

«=1 

(c) (x, y) • 

! = 1 3 1 

2. Supongamos que mantenemos los tres primeros axiomas del producto interior real 
(simetria, linealidad y homogeneidad) pero reemplazamos el cuarto axioma por uno nue- 
vo (4'): (x,x) = 0 si y solo si x = O. Demostrar que o (x, x) > 0 para todo x ^ O 
o bien (x, x) < 0 para todo x ^ O. 


(b) (x, v) = 


(d) (x, y) = ( ^ xfy; 


, 1/2 


(e) (x, y) = jr ( Xi + yd 2 - - %y\ . 
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[Indicacidn: Suponer (x,x) > 0 para un cierto x * O y (y,'y) < 0 para un cierto 
y t* O. En el espacio generado por {x, y}, hallar un elemento z O con (z, z) = 0.] 


Demostrar que en los ejercicios del 3 al 7 cada una de las proposiciones es valida para 
todo par de elementos x e y de un espacio euclideo real. 

3. (x,y) = 0 si y s<51o si ||x + v|| = ||x — >’l|. 

4. ( x,y ) =0 si y s61o si ||x + y\\ 2 = l|x|| 2 + |[y|| 2 . 

5. (x, y) = 0 si y sdlo si ||x + cy|| ^ ||x|| para todo c real 

6. (x + y, x - y) =0 si y s61o si ||x|| = ||v II 

7. Si x e y son elementos no nulos que forman un angulo 6, entonces 

II* - }T = M 2 + WyW 2 - 2 llxil |y| cos e. 

8. En el espacio lineal real C( 1, e), definimos un producto interior por 

(/-<?) =/' (>°g x)f(x)g(x) dx . 

a) Si /(*) = v'x, calcular ||/||. 

b) Hallar un polinomio de primer grado g(x) = a + bx que sea ortogonal a la funcidn 
constante f(x) = 1. 

9. En el espacio lineal real C( — 1, 1), sea (f,g) =Jlj f{t)g(t)dt. Considerar las tres fun- 
ciones u v u 2 u 3 dadas por 

« i (0 = 1 . « 2(0 = 1 » « s (0 = 1 + ( ■ 

Demostrar que dos de ellas son ortogonales, dos forman entre si un angulo <ir/3, y dos 
forman entre si un angulo ir/6. 

10. En el espacio lineal P„ de todos los polinomios reales de grado < it, definimos 


<**>- 


t=0 


a) Demostrar que (/, g) es un producto interior para P„. 

b) Calcular (/, g) cuando f(t) = t y g(/) = at + b. 

c) Si /</) = t, hallar todos los polinomios g ortogonales a /. 

11. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, definimos (/, g) = 

a) Demostrar que esa integral impropia converge absolutamente para todos los polino¬ 
mios / y g. 

b) Si xr„(f) = t" para n = 0, 1, 2 .demostrar que (x„, x„) = (m + n)\ . 

c) Calcular (/, g) cuando f(t) = (1+ 1) J y g(f) = t 2 + 1. 

d) Hallar todos los polinomios de primer grado g(t) = a 4- bt ortogonales a /(/) = 1 +t. 

12. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, determinar si (/, g) es o no un 
producto interior cuando se define (/, g) con la formula que se da. En el caso en que 
(/, g) no es un producto interior, indicar qug axiomas no son respetados. En c). /' y 
g' indican derivadas. 
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a) ifg) =/(!)<?(!). c) (f.g) =\lfV)g'(t)dt. 

b ) (/.<?) = | J 0 V(%(0 dt |. d) (/,£) = (J o V(0 <*)(£,§■(') dt). 

13. V esta formado con todas las sucesiones indefinidas de numeros reales {x„} para los 

cuales las series convergen. Si x = {x„} e y = {y„} son dos elementos de V, 

definimos 

ob 

(•*> y) = Iv» • 

n=l 

a) Demostrar que esta serie converge absolutamente. 

[ Indication: Usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para aproximar la suma 

2f=i 

b) Demostrar que V es un espacio lineal con (x, y) como producto interior. 

c) Calcular (x, y) si x„ = 1 /n e y„ = l/(n + 1) para n > 1. 

d) Calcular (x, y) si x„ = 2" e y„ =l/n! para n > 1. 

14. Sea V el conjunto de todas las funciones reales / continuas en [0, +«>) y tales que la 
integral e^'E(t)dt converge. Definamos(/,g) =j^° e~'f(t)g(t)dt. 

a) Demostrar que la integral que da (j,g) converge absolutamente para cada par de 
funciones / y g de V. 

[ Indication; Aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para aproximar la inte- 
gral tT'l/Olgdlld/.] 

b) Demostrar que V es un espacio lineal con (/, g) como producto interior. 

c) Calcular (/, g) si /(t) = e ' y g (t) =t", donde n = 0, 1, 2. 

15. En un espacio euch'deo complejo, demostrar que el producto interior tiene las siguientes 
propiedades para todos los elementos x, y, z y todos los complejos a y b. 

(a) (ax, by) = ah(x,y). (b) (x, ay + bz) = a(x,y) + b(x, z). 

16. Demostrar que en todo espacio euch'deo son validas las identidades siguientes. 

(a) ||x + y || 2 = ||x|| 2 + Hj'll 2 + (x,y) + (y,x). 

(b) ||x + _y|| 2 - If at - y || 2 = 2 (x,y) + 2(y, x). 

(c) II* + j|| 2 + ||* -jy|| 2 = 2 ||*|| 2 + 2 \\y \\ 2 . 

17. Demostrar que el espacio de todas las funciones complejas continuas en un intervalo 
[a, b ] se transforma en un espacio unitario si definimos un producto interior por la 
formula 

(/>,?) = lyiOfiOgd) dt, 

donde w es una funcion positiva fija, continua en [a, 6], 


15.13 Construccion de conjuntos ortogonales. Metodo de Gram-Schmidt 

Todo espacio lineal de dimension finita tiene una base finita. Si el espacio es 
euch'deo, podemos construir siempre una base ortogonal. Este resultado se dedu- 



Construction de conjuntos ortogonales. Metodo de Gram-Schmidt 


697 


cira como consecuencia de un teorema cuya demostracion ensena a construir 
conjuntos ortogonales en cualquier espacio euch'deo, de dimension finita o de 
infinitas dimensiones. La construccion se llama metodo de Gram-Schmidt, en me- 
moria de J. P. Gram (1850-1916) y E. Schmidt (1845-1921). 

TEOREMA 15.13. TEOREMA DE ORTOGONALIZACION. Sea X lf X 2 , . . . , Una SU- 
cesion finita o indefinida de elementos de un espacio euclideo V, y designemos 

con L(x, . Xk ) el subespacio generado por los k primeros de esos elementos. 

Existe una sucesion correspondiente de elementos y lt y 2 , ..., de V que tiene las 
siguientes propiedades para cada entero k: 

a) El elemento y*+, es ortogonal a todo elemento del subespacio L (y,,. . . y *). 

b) El subespacio generado por y,. y * es el mismo que el generado 

por x u ..., x k : 


L(yi,...,y k ) = L(x 1 ,...,x k ). 

c) La sucesion y u y 2 , ..., es unica, salvo factores escalares. Esto es, si 
y[, y 2 ,.. ., es otra sucesion de elementos de V que satisfacen las propiedades a) 
y b), entonces por cada k existe un escalar c k tal que y' k = c k y k . 

Demostracion. Construyamos los elementos y,, y 2 , ..., por induccion. Para 
iniciar el proceso, tomamos y, = Supongamos ahora que hemos construido 
y lt ..., y, de modo que a) y b) se satisfacen cuando k — r. Defmamos y r +, me- 
diante la ecuacion 

r 

(15.13) y r+ i = x r+ i - 2 acfi , 

1=1 

donde los escalares a,, ..., a r tienen que determinarse. Para j < r, el producto 
interior de y r+1 con y, viene dado por 

r 

Ov+i > y t ) = (Xr+i, y } ) - 2 a i(y, > yi) = (^r+i. y,) - a Ayr, yi), 

i=l 

puesto que (yi,y,-) = 0 si i ¥=■ j. Si yj#0, podemos hacer y r+1 ortogonal a y,- 
tomando 

(15.14) a . ( x r+i > y,) 

( y t ,yi) 

Si y, = O, entonces y r+1 es ortogonal a y,• para cualquier a, que se elija, en este 
caso elegimos a, = 0. Asi pues, el elemento y r +i esta bien definido y es ortogonal 
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a cada uno de los anteriores elementos y lt . . ., y r . Por consiguiente, es ortogonal 
a todo elemento del subespacio 


L (yi . • • •. Jr) • 

Esto demuestra a) cuando k — r + 1. 

Para demostrar b) cuando k = r + 1 , tenemos que probar que 
Uyi Jr+i) = L(Xi x r+i ), dado que L(y 1 ,...,y r ) = L(x 1 x T ). 
Los r primeros elementos y x . y r pertenecen a 

L (x 1 ,..., x r ) 

y por tanto estan en el subespacio mas amplio L(x 1 , . . ., x r+1 ). El nuevo elemen¬ 
to J r+ i dado por (15.13) es una diferencia de dos elementos de L(x x ,, x r+1 ) 
asx que tambien esta en L(x x ,. .. , * r+1 ). Esto demuestra que 

^-(jl » • • • »Jr+l) — > • • • > x r+1 ) • 

La ecuacion (15.13) prueba que x r+x es la suma de dos elementos deL^ ,. . ., j r+1 ) 
con lo que un razonamiento analogo da la inclusion en el otro sentido: 

E{xx,, x r+l ) £ L(ji > • • • > Jr+i) • 

Esto demuestra b) cuando k — r -f 1. Por lo tanto a) y b) han sido demostrados 
por induccion respecto de k. 

Finalmente demostramos c) por induccion respecto de k. El cajo k = 1 es 
trivial. Por consiguiente, supongamos que c) es cierto para k =■ r y consideremos 
el elemento j' +1 . En virtud de b), este elemento pertenece a 

L(yi Jr+l) - 


asi que podemos escribir 

r +1 

>V+1 = ^iJt = z r ^r+l^r+l ’ 

i=l 

donde z f e L(y lt ..., y r ). Queremos demostrar que z r = O. Por la propiedad 
a). y ' r h y c r+l y r+ x son ambos ortogonales a z r . Por consiguiente, su diferencia, z r , 
es ortogonal a z r . Dicho de otro modo, z r es ortogonal a si mismo, asf que 
z r = O. Esto completa la demostracion del teorema de ortogonalidad. 

En la construccion anterior, puede suceder que J r +i = O para algun r. Enton- 
ces (15.13) prueba que x r+1 es una combinacion lineal de y 1( .. ., y r , y por tanto 
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de Xj, ... , x r , asi que los elementos x l3 ..., x r +i son dependientes. En otras pa- 
labras, si los k primeros elementos x,,..., Xk son independientes, los elementos 
correspondientes y 1( ..., y* son no nulos. En este caso los coeficientes a, de (15.13) 
vienen dados por (15.14), y las formulas que definen y 1( ..., y k se convierten §n 


(15.15) y t = Xi, 


JV i 1 x r+l 


-2 


(Xr+l, ) 

(y<,y t ) ‘ 


para r 


1,2,..., k- 1. 


Estas formulas constituyen el metodo de Gram-Schmidt para construir un conjunto 
ortogonal de elementos no nulos y,, ..., yt que generan el mismo subespacio que 

el conjunto independiente dado x,, ... Xk. En particular, si x t . Xk es una 

base para un espacio euclideo de dimension finita, entonces y,, . , ., y* es una base 
ortogonal para el mismo espacio. Tambien podemos convertir esta en una base 
ortonormal normalizando cada uno de los elementos y„ esto es, dividiendolo por 
su norma. Por consiguiente, como corolario del teorema 15.13 tenemos el si- 
guiente. 

teorema 15.14. Todo conjunto euclideo de dimension finita tiene una base 
ortonormal. 


Si x e y son elementos en un espacio'euclideo, con y =£ O, el elemento 


(x, y) 

( v, y )' 



= X 2 


- cy u c = 


(*2, V.) 

(yi.yi) 


Figura 15.1 El metodo de Gram-Schmidt en V v Un conjunto ortogonal (y , y„, y 3 } 
se construye a partir de un conjunto independiente {x t , x 2 , x 3 }. 
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se llama la proyeccion de x sobre y. En el metodo de Gram-Schmidt (15.15), 
construimos el elemento _y r+1 restando de x r+i la proyeccion de x r+1 sobre cada 
uno de los anteriores elementos y,, ..., y r . La figura 15.1 representa la construc- 
cion geometrica en el espacio vectorial V 3 . 

ejemplo 1. En V t , hallar una base ortonormal para el subespacio generado 
por los tres vectores x 3 = (1, —1, 1, —1), x 2 = (5, 1, 1, 1,), y x 3 — (—3, —3, 
1, -3). 

Solution. Aplicando el metodo de Gram-Schmidt, encontramos 

yi = *i = (1, —1,1, —1), 

Ps = x 2 - = x 2 - yi = (4, 2, 0, 2), 

Oi»Pi) 

P 3 = - ~~ >-i - P* = *3 ~ Pi + P* = (0, 0, 0, 0). 

(Pi , Pi) (p 2 , p 2 ) 

Puesto que y 3 = O, los tres vectores x lt x 2 , x 3 deben ser dependientes. Pero ya 
que y, e y 2 son no nulos, los vectores x , y x 3 son independientes. Por consiguiente 
L(x u x 2 , x 3 ) es un subespacio de dimension 2. El conjunto {y,, y 2 } es una base 
ortogonal para ese subespacio. Dividiendo y 3 e y 2 cada uno por su norma llegamos 
a una base ortonormal que consta de dos vectores 


y i 

I \yi\\ 


= i(l, —l, l, —l) y 


= 1 , 0 , 1 ). 

II .Pall Ve 


ejemplo 2. Polinomios de Legendre. En el espacio lineal de todos los po- 
linomios, con el producto interior ( x , y) = Ji jx(t) y(t) dt, consideramos la sucesion 
indefinida x„, x r , x 2 , ..., donde x„(t) — t n . Cuando se aplica a esa sucesion el 
teorema de ortogonalizacion se transforma en otra sucesion de polinomios 
y« >_ yu y 2 , .... que el matematico frances A. M. Legendre (1752-1833) fue el 
primero en encontrar en su trabajo sobre la teorfa del potencial. Los primeros de 
esos polinomios se calculan facilmente con el metodo de Gram-Schmidt. Ante 
todo, tenemos y 0 (t) = x„(t) = 1. Puesto que 

(Po , Po) =j[ 1 dt = 2 y ( Xl , y 0 ) = JS dt = 0 , 


encontramos que 


Pi(0 = *i(0 - Po(0 = *i(0 = t. 

(Po . Po) 



Complementos ortogonales. Proyecciones 


701 


A continuacion, utilizamos las relaciones 
2 




'i 

. J'o) = 

J -1 


r dt = 


(* 




i 3 dt = 0 . 


(Vi, J’O = J i 


n 2 
t 2 dt = - 
3 


para obtener 


MD - yM - ( -^ j,(0 = ( 2 — ~ ■ 

U'o , J’o) O'i , J i) 3 

Del mismo modo, encontramos que 

MO =‘ 3 -h’ MO =t 4 -*t 2 + ^, y 5 (t) = r 5 - ^ t 3 + . 

En el Volumen II encontraremos de nuevo esos polinomios en el estudio de las 
ecuaciones diferenciales, y probaremos que 


y»(0 = 


n\ d" 2 


(2n)'.dt n 


( t 2 - 1)". 


Los polinomios P n dados por 
Pn(0 = 


<2«)! .. 1 d '[, . 


>’,,(0 =- (r - \) n 

.2 "(n!) 2 2"n\dt* 

se conocen con el nombre de polinomios de Legendre. Los polinomios de la su- 
cesion ortonormal correspondiente cp„, >p,, <p 2 ,..., dados por <p„ — y„/||y„|j se 
llaman polinomios de Legendre normalizados. De las formulas para y„, ..., y 5 
dadas antes, encontramos que 


M0 = ~' M0 = J\t, n(0 = \J- 2 (it* - l), (p 3 (t) = iJl^t 3 — 3t), 


M0 = \J\( 35t 4 - 30t 2 + 3), 7,(0 = \J~ (630 - 70t 3 + 15t). 


15.14 Complementos ortogonales. Proyecciones 

Sean V un espacio euclideo y S un subespacio de dimension finita. Vamos 
a considerar el siguiente problema de aproximacion: Dado un elemento x de 
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V, determinar un elemento en S cuya distancia a x sea lo mas pequeha posible. 
La distancia entre dos elementos xeyse define como la norma ||x — y||. 

Antes de discutir este problema en su forma general, consideremos un caso 
particular, representado en la figura 15.2. Aquf V es el espacio vectorial V- d y S es 
un subespacio de dimension dos, un piano que pasa por el origen. Dado x de V, 
el problema consiste en encontrar, en el piano S, el punto s mas proximo a x. 

Si x e S, evidentemente la solucion es s = x. Si x no pertenece a S , el punto 
mas proximo s se obtiene trazando una perpendicular desde x al piano. Este sen- 
cillo ejemplo sugiere una introduccion al problema general de aproximacion y da 
origen a la discusion que sigue. 

definicion. Sea S un subconjunto de un espacio euclideo V. Se dice que un 
elemento de V es ortogonal a S si es ortogonal a todo elemento de S. El conjunto 
de todos los elementos ortogonales a S se designa con S 1 y es el «perpendicular 
a S». 

Es un ejercicio sencillo comprobar que S 1 es un subespacio de V, tanto, 
si S lo es como si no lo es. En el caso en que S sea un subespacio, entonces 5 -1 se 
llama complement ortogonal de S. 

ejemplo. Si S es un piano que pasa por el origen, como se ve en la figu¬ 
ra 15.2, entonces S 1 es una recta por el origen perpendicular a ese piano. Este 
ejemplo da tambien una interpretacion geometrica para el teorema siguiente. 



Figura 15.2 Interpretacion geometrica del teorema de' descomposicion ortogonal en V 3 . 
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TEOREMA 15.15. TEOREMA DE LA DESCOMPOSICION ORTOGONAL. Sean V Un 
espacio euclideo y S un subespacio de V de dimension finita. Todo elemento x 
de V puede representarse en forma unica como una suma de dos elementos, uno 
de S y otro de S'. Esto es, tenemos 

(15.16) x = ^ + s 1 , donde seS y s x e S 1 . 

Ademas, la norma de x viene dada por la formula pitagorica 

(15.17) ll*ll 2 = IMP+ 11^ II 2 . 

Demostracidn. Demostremos primero que existe en realidad una descom- 
posicion ortogonal (15.16). Puesto .que S es de dimension finita, tiene una base 
ortonormal finita, sea esta {e u ..., e„}. Dado x, definimos los elementos sys 1 
asl: 

(15-18) s=2(x,«?;)«?, , s 1 = x - s. 

1=1 

Observemos que cada termino (x, ef)e, es la proyeccion de x sobre e>. El elemen¬ 
to s es la suma de las proyeccciones de x sobre cada elemento de la base. Puesto 
que s es una combinacion lineal de los elementos de la base, s esta en S. La defi- 
nicion de s x prueba que la ecuacion (15.16) es valida. Para demostrar que s L 
esta en S 1 , consideremos el producto interior de s y cualquier elemento e, de la 
base. Tenemos 


(s 1 , e.j) = {x - s, ef) = (x, ef) - (s, ef) . 

Pero de (15.18), encontramos que (s, ej) = (x, eft, asi que s L es ortogonal a e,-. 
Por consiguiente s L es ortogonal a todo elemento de S, lo cual significa que 

■S' 1 G S x . 

Probamos a continuation que la descomposicion ortogonal (15.16) es unica. 
Supongamos que x tuviera dos descomposiciones, sean estas 

(15.19) x = s + s- 1 - y x = / + /-*-, 

donde s y t estan en S, y j 4 - y z 1 estan en S'- 1 -. Queremos demostrar que s = t y 
51 = De (15.19), tenemos s — t — t x — s x , asi que solo necesitamos demos¬ 
trar que s — t = O. Pero s — t e S y /■*■ - j 1 e 5 1 con lo que s — t es orto¬ 
gonal a t 1 - — i x e igual at- 1 - — Puesto que el elemento cero es el unico ele¬ 
mento ortogonal a si mismo, debe set s — 1 = 0. Esto demuestra que la descom¬ 
posicion es unica. 
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Finalmente, demostremos que la norma de x viene dada por la formula pita- 
gorica. Tenemos 

II-VII 2 = (x, X ) = (s + s- 1 -, s + .s- 1 -) = (s, s) + (s X , .S'- 1 -) , 

siendo nulos los restantes terminos ya que s y s 1 son ortogonales. Esto demues- 
tra (15.17). 

definicion. Sea S un subespacio de dimension finita de un espacio euclideo 
V, y sea {e,, ..., e„ } una base ortonormal para S. Si x e V, el elemento s defi- 
nido por la ecuacion 

n 

S = 1 (*, £> i) e i 

i= 1 

se denomina proyeccion de x sobre el subespacio S. 

Demostramos seguidamente que la proyeccion de x sobre S es la solution 
del problema de aproximacion establecido al comienzo de esta section. 


15.15 Aproximacion optima de elementos de un espacio euclideo por elementos 
de un subespacio de dimension finita 

teorema 15.16. teorema de aproximacion. Sea S un subespacio de di¬ 
mension finita de un espacio euclideo V, y sea x un elemento de V. La proyeccion 
de x sobre S es mas proximo a x que cualquier otro elemento de S. Esto es, si s 
es la proyeccion de x sobre-S, tenemos 

II* - s\\ < ||.v - r|| 

para todo t de S; es valido el signo de igualdad si y solo si t = s. 

Demostracidn. En virtud del teorema 15.15 podemos escribir x = 5 + ^ 
donde j £ S y s ± e 5'- 1 -. Entonces, para cualquier t de S, tenemos 

X — t = (-Y — S) + (i' — t) ■ 

Puesto que s — t e S y x — s — j-'-eS , esta es una descomposicion ortogonal 
de x — t, asi que su norma viene dada por la formula pitagorica 



Aproximacion optima de elementos de un espacio euclideo 


705 


Pero ||s — f || 2 > 0, con lo que ||x — f || 2 > ||x — s|| 2 , valiendo el signo igual si 
y solo si s = t: Esto completa la demostracion. 

ejemplo 1. Aproximacion de funciones continuas en [0, 2tt] ,por polino- 
mios trigonometricos. Sea V — C(0, 2n), el espacio lineal de todas las funciones 
reales continuas en el intervalo [ 0 , 277 ], y definamos un producto interior mediante 
la ecuacion (/, g) = J’jj" /(x)g(x) dx. En la seccion 15.11 vimos un conjunto orto- 
normal de funciones trigonometricas ( P«, <p u ( l 2 , ..., donde 

1 , . cos kx , . sen kx , _ . 

(15.20) <p 0 (x) = —7= , <P 2 k-i(x) = —7=^ , T 21 <(x) = — 7 =^ , para k > 1 . 

V 277 V 77 V 77 

Los 2n + 1 elementos <p 0 , y ,, ..., (p 2 „ generan un subespacio S de dimension 
2/1+1. Los elementos de S se llaman polinomios trigonometricos. 

Si / e C(0, 2ir), sea f„ la proyeccion de / sobre el subespacio S. Tenemos 
entonces 

in 

( 15 - 21 ) fn=Zy,<Pk)<Pk> donde (/, <p k ) = jjf(x)<p k (x) dx . 

Los numeros (/, <Pt) se llaman coeficientes de Fourier de /. Aplicando las formu¬ 
las (15.20), podemos poner (15.21) en la forma 


( 15 - 22 ) fn(x) = iUo + K+ cos kx + 6,. sen kx ), 

A'— 1 

donde 


1 r 2 * 1 n* 

a k — — f{x) cos kx dx , b ,. = - / (x) sen kx dx 

71 Jo Jo 

para k = 0, 1, 2, . .., n. El teorema de aproximacion nos dice que el polinomio 
trigonometrico (15.22) aproxima / mejor que cualquier otro polinomio trigono- 
metrico de S, en el sentido de que la norma ||/ — /„|] es la mas pequena posible. 

ejemplo 2, Aproximacion de funciones continuas en [ — 1, 1] por polino¬ 
mios de grado < n. Sea V = C(—1, 1), el espacio de las funciones reales con¬ 
tinuas en [ — 1, 1], y sea (/, g) = Jl J(x)g(x)dx. Los n + 1 polinomios de Le¬ 
gendre normalizados <?„, 9 + ...,9V introducidos en la seccion 15.13, generan un 
subespacio S de dimension n + 1 que consta de todos los polinomios de grado 
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< n. Si / e C(—1, 1), designemos con f„ la proyeccion de / sobre S. Tenemos 
entonces 


n C 1 

fn <Pk)<P k , donde (/, <p k ) = f(t)<p k (t) dt. 

,£=0 J-i 

Este es el polinomio de grado < /? para el que la norma ||/ — /„|| es la menor. 
Por ejemplo, cuando f(x) = sen 77 *, los coeficientes (/, 9 *) vienen dados por 

(/» <Pk) = f ^sen 77 1 <p k (t) dt. 

En particular, tenemos (/, <7 0 ) = 0 y 

(/’ Vi) =j ( J\t sen 77 1 dt = 

Por consiguiente el polinomio de primer grado /,(/) mas proximo a sen 77 < en 
[- 1 , 1 ] es 


m = Mm) = 

y l TT 77 


Puesto que (/, <F 2 ) = 0, este es tambien la mejor aproximacion cuadratica. 


15.16 Ejercicios 


1. En cada caso, hallar una base ortonormal para el subespacio de V 3 generado por los 
vectores dados. 

(a) ^ =(1,1,1), Jr,- (1,0,1), or, =(3,2,3). 

(b) =(1,1,1), ,v 2 = (-1, 1, -1), jr, = (1,0,1). 

2. En cada caso, hallar una base ortonormal para el subespacio de V 4 generado por los 
vectores dados. 

(a) *i = (1 1,0,0), x 2 = (0, 1, 1,0), *3 = (0, 0, 1, 1), x 4 = (1, 0, 0, 1). 

(b) *i =(1, 1,0, 1), jr 2 = (1,0,2, 1), x 3 = (1, 2, -2, 1). 

3. En el espacio lineal real C(0, it) con producto inferior ( x, y) = j'g x(t)y(t)dt, sea 

x„(t) = cos nt para n = 0, 1, 2.Demostrar que las funciones y , y , y , .. . , dadas 

<112 


F°(0 y >’„(/)=/- cos nt para n>\ 

V IT 'y TT ’ 


forman un conjunto ortonormal que genera el mismo subespacio que x 0 , x v x 2 , , . . 
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4. En el espacio lineal de todos los polinomios reales, con producto interior ( x , y) = 
Jo x(t)y(t)dt, sea x„(t) = para n — 0, 1,2, ... . Demostrar que las funciones 

y 0 (t) = 1 , y,(t) = v 3 (It - 1), y 2 (t) = V5 (6t 2 - 6/ + 1) 

forman un conjunto ortonormal que genera el mismo subespacio que {x 0 , * , x 2 }. 

5. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales / continuas en [0, + oc) y tales 
que la integral J x e~'/ 2 (0dt converge. Deftnamos (/, g) = e~*f(t)g(t)dt, y sea y 0 , y , 

y 2 , ..., el conjunto obtenido aplicando e! metodo de Gram-Schmidt a x u , jc , x 2 . 

donde x„(t) = t" para n > 0. Demostrar que y 0 (/) = 1, y 1 (r) = t — 1, y 2 (t) = t 2 — 4t 4- 2, 
y 3 (t) = / 3 - 9t 2 + 18t - 6. 

6. En el espacio lineal real C(l, 3) con producto interior (/, g) =Jj f(x)g(x)dx, sea 

f(x) — \/x y demostrar que el polinomio constante g mas proximo a / es g = log 3. 
Calcular i|g — /j) 2 para este g. 

7. En el espacio lineal real C(0, 2) con producto interior (/, g) = fjj f(x)g(x)dx, sea 

j(x) = e' y demostrar que el polinomio constante g mas proximo a / es g = .', (e 2 — 1). 
Calcular ||g — /|| 2 para este g. 

8. En el espacio lineal real C( —1, 1) con producto interior (/, g) =JI 1 /(.v)g(x)dx, sea 

l(x) — e r y hallar el polinomio g mas proximo a /. Calcular ||g — /j : 2 para este g. 

9. En el espacio lineal real C(0, 2tr) con producto interior (/, g) = J;j" f(x)g(x)dx, sea 

f(x) = x. En el subespacio generado por u (1 (x) = 1, u y (x) = cos x, u 2 (x) = sen*, hallar 
el polinomio trigonometrico mas proximo a /. 

10. En el espacio lineal V del ejercicio 5, poner f(x) = e~’ y hallar el polinomio de primer 
grado mas proximo a f. 
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TRANSFORMACIONES 
LINEALES Y MATRICES 


16.1 Transformaciones lineales 

Uno de los modernos objetivos del Analisis es un estudio amplio de funcio- 
nes cuyos dominios y recorridos son subcon juntos de espacios lineales. Tales fun- 
ciones se Daman transformaciones, aplicaciones, u operadores. Este capftulo trata 
de los ejemplos mas sencillos. llamados transformaciones lineales, que se presen- 
tan en todas las ramas de la Matematica. Las propiedades de transformaciones 
mas generates se obtienen a menudo aproximandolas mediante transformacio¬ 
nes lineales. 

Introducimos primero la notacion y la terminologia mas corriente relativa a 
funciones cualesquiera. Sean V y W dos conjuntos. El simbolo 

T : V -*■ W 

se usara para indicar que T es una funcion cuyo dominio es V y cuyos valores 
estan en W. Para cada x de V, el elemento T(x) de W se llama imagen de x 
a traves de T, y decimos que T aplica x en T(x). Si A es un subconjunto cual- 
quiera de V, el conjunto de todas las imagenes T(x) para x de A se llama la ima¬ 
gen de A a traves de T y se representa por T(A). La imagen del dominio V, T(V), 
es el recorrido de T. 

Supongamos ahora que V y W son espacios lineales que tienen el mismo con- 
junto de escalares, y definamos una transformacion lineal como sigue. 

definicion. Si V y W son dos espacios lineales, una funcion T:V -* W se 
llama transformacion lineal de V en W, si tiene las propiedades siguientes: 

a) T(x + y) = T(x) + T.{y) cualesquiera que sean x e y de V, 

b) T(cx) = cT(x) para todo x de V y cualquier escalar c. 
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Esto significa que T conserva la adicion y la multiplication por escalares. 
Las dos propiedades pueden combinarse en una formula que establece que 

T(ax + by) = aT(x) + bT(y) 

para todo x y todo y de V y todos los escalares a y b. Por induction, tenemos 
tambien la relacion mas general 

T ('l a i x i) = 1 a t T(x t ) 

\i~l / i=l 

para n elementos cualesquiera x lt ..., x n de V y n escalares cualesquiera 

d\t • • • t 

El lector puede comprobar facilmente que los ejemplos siguientes son trans¬ 
formaciones lineales. 

ejemplo 1 . Transformacion identica. La transformation T:V V, donde 
T(x) — x para todo x de V, se denomina transformacion identica y se designa 
por 1 o por l v . 

ejemplo 2 . Transformacion cero. La transformacion T:V V que aplica 
cada elemento de V en O se llama transformacion cero y se designa por O. 

ejemplo 3 . Mulliplicacion por un escalar jijo c. Tenemos aqui T:V -*■ V, 
donde T(x) = cx para todo x de V. Cuando c — 1 , se trata de la transformacion 
identica. Cuando c = 0 , es la transformation cero. 

ejemplo 4. Ecuaciones lineales. Sean V = V„ y W = V m . Dados mn 
numeros reales a ik , con i = 1, 2, ..., m y k = 1,2definamos T: V„ V m 
como sigue: T aplica cada vector x = (x lt ..., x„) de V n en el vector y = (y,, 
..., y m ) de V m de acuerdo con las ecuaciones 

n 

y t = 2 a ik x k para i = 1, 2,. . ., m . 

k=l 

ejemplo 5 . Producto interior con un elemento fijo. Sea V un espacio 
euclideo. Para un elemento fijo z de V, definamos T:V R asi: Si x e V, 
T(x) = (x, z), el producto interior de x por z. 

ejemplo 6 . Proyeccion sobre un subespacio. Sean V un espacio euclideo 
y S un subespacio de V de dimension finita. Definamos T:V S asi: Si x e V, 
T(x) es la proveccion de x sobre S. 
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ejemplo 7. El operador derivation. Sea V el espacio lineal de todas las 
funciones reales / derivables en un intervalo abierto (a, b). La transformacion 
lineal que aplica cada funcion / de V en su derivada /' se llama operador deriva- 
cion y se designa por D. Asi pues, tenemos D-.V -* V, donde D(f) = f para 
cada / de V. 

eiemplo 8. El operador integration. Sea V el espacio lineal de todas las 
funciones reales continuas en un intervalo [a,b]. Si / e V, definamos g = T(f) 
como la funcion V dada por 

g(x) = f f(t) dt si a <x <b. 


Esta transformacion T se llama operador integration. 


16.2 Nucleo y recorrido 

En esta section, T representa una transformacion lineal de un espacio lineal 
V en un espacio lineal W. 

teorema 16.1. El conjunto T(V) (recorrido de T ) es un subespacio de W. 
Ademds, T aplica el elemento cero de V en el elemento cero de W. 

Demostracion. Para demostrar que T(V) es un subespacio de W, tan solo 
necesitamos comprobar los axiomas de clausura. Tomemos dos elementos cuales- 
quiera de T(V), sean T(x) y Tty). Entonces T(x) + T{y) = T(x + y), asi que 
T(x) + T(y) pertenece a T(V). Asimismo, para cualquier escalar c tenemos 
cT(x) = T(cx), con lo que cT(x) pertenece a T(V). Por consiguiente, T(V) es un 
subespacio de W. Tomando c = 0 en la relacion T{cx) — cT(x), encontramos que 
7X0) = O. 

definicion. El conjunto de todos los elementos de V que T aplica en O se 
llama nucleo de T y se designa por N(T). Asi pues, tenemos 

N(T) = {x\xe V y T{x) = 0 } . 


teorema 16.2. El nucleo de T es un subespacio de V. 

Demostracion. Si x e y estan en N(T), lo mismo les ocurre a x + y y a cx 
para todos los escalares c, ya que 

T(x + y) = T(x) + T(y) — O y T(cx) = c7'(a') = O. 
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Los ejemplos que siguen describen los nucleos de las transformaciones linea¬ 
les dadas en la seccion 16.1. 

ejemplo 1. Transformacion identica. El nucleo es {O}, el subespacio 
constituido tan solo por el elemento cero. 

ejemplo 2. Transformacion cero. Puesto que todo elemento de V se aplica 
en cero, el nucleo es el mismo V. 

ejemplo 3. Multiplicacion por un escalar fijo c. Si c ¥= 0, el nucleo solo 
contiene el elemento O. Si c = 0, el nucleo es V. 

ejemplo 4. Ecuaciones lineales. El nucleo esta constituido por todos los 
vectores (x,,. . . , x„) de V„ para los cuales 

n 

= 0 para i=\,2,...,m. 

*■=1 

ejemplo 5. Producto interior por un elemento fijo z. El nucleo consta 
de todos los elementos de V ortogonales a z. 

ejemplo 6. Proyeccion sobre un subespacio S. Si x e V, tenemos la 
unica descomposicion ortogonal x = s 4 j 1 (segun el teorema 15.15). Puesto que 
T(x) = s, tenemos T(x) = O si y solo si x = s-L. Por consiguiente, el nucleo es 
S- L, el complemento ortogonal de S. 

ejemplo 7. Operador derivacion. El nucleo esta formado por todas las 
funciones constantes en el intervalo dado. 

ejemplo 8. Operador integracion. El nucleo contiene solamente la fun- 
cion cero. 


16.3 Dimension del nucleo y rango de la transformacion 


Tambien en esta seccion T representa una transformacion de un espacio lineal 
V en un espacio lineal W. Nos interesa la relacion entre las dimensiones de V, del 
nucleo N(T) y del recorrido T(V). Si V es de dimension finita, el nucleo tambien 
lo sera por ser un subespacio de V. En el teorema que sigue, demostramos que 
el recorrido T(V) tambien es de dimension finita; su dimension se llama rango 
de T. 
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teorema 16.3. Si V es de dimension finita, tambien lo es T(V), y tenemos 

(16.1) dim N(T) + dim T{V) = dim V. 

Dicho de otro modo, la dimension del nucleo mas el rango de una transformacion 
lineal es igual a la dimension de su dominio. 

Demostracion. Sean n = dim V y e u ...,e k una base para N(T), donde 
k = dim N(T) <n. Segun el teorema 15.7, esos elementos forman parte de una 
cierta base de V, por ejemplo de la base 

(16.2) e l ,...,e k ,e kn - ,e k+r . 


donde k + r = n. Demostraremos- que los r elementos 

(16.3) T(e ki ,),..., T(e k , r ) 


forman una base de T(V), demostrando asi que dim T(V) = r. Puesto que k + r—n, 
tambien eso demuestra (16.1). 

Demostramos primero que los r elementos de (16.3) generan T(V). Si 
y e T(V), es y = T(x) para un cierto x de V, y podemos escribir a = c x e y + 
+ .. . + Ck +r ek+r. Luego, tenemos 



fc+r 


I c t T(e t ) 

i~k+\ 


puesto que Tfe-d) — ... =T(ek)= O. Esto demuestra que los elementos (16.3) 
generan T(V). 

Demostremos ahora que esos elementos son independientes. Supongamos que 
existieran escalares c* +1 ,..., c k+r tales que 


fc-f r 


,x 

i — 


c t T{e t ) = O. 



= O 


Esto implicarla que 
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por lo que el elemento x = c* +1 e* + , + ... + Ck+rek+r seria del nucleo N(T). Sig- 
nifica esto que existirfan escalares c 1( ..., c* tales que x — c^e l + ... + Ckek, con 
lo que tendriamos 


k k+r 

X - X = 2 - 2 c i e i = 0 ■ 

Pero como los elementos (16.2) son independientes, todos los escalares c, han de 
ser cero. Por consiguiente, los elementos (16.3) son independientes. 


Nota: Si V es de dimension infinita por lo menos uno de los dos N(T) o T(V) es 
de dimensidn infinita. En el ejercicio 30 de la Section 16.4 se esboza una demostracion 
de este hecho. 


16.4 Ejercicios 


En cada uno de los ejercicios del 1 al 10, se define una transformacion T:V 2 —> V 2 
mediante la formula dada para T(x, y), donde ( x,y) es un punto cualquiera de V 2 . Deter- 
minar en cada caso si T es lineal. Si T es lineal, decir cuales son el nucleo y el recorrido, y 
calcular sus dimensiones 


1. T(x,y) = (v, x). 

2. T(x,y ) = (x, —y). 

3. T(x,y) = (x, 0). 

4. T(x,y) = (x, x). 

5. T{x,y) = (x 2 ,/). 


6. T(x,y) = (e*, <?")• 

7. T(x,y) = {x, 1). 

8 . T(x,y) =(* + l,y + 1). 

9. T(x, j) = (x -y,x +>')• 

10. T(x,y ) = (2x —y,x + y). 


Hacer lo mismo en cada uno de los ejercicios del 11 al 15. Si la transformacion 
T: V 2 —» V 2 es la que se indica. 

11. T hace girar cualquier punto el mismo angulo <f> alrededor del origen. Esto es, T aplica 
un punto de coordenadas polares ( r,0) en el punto de coordenadas polares (r,0+ </>), 
donde < f > es fijo. Ademas, T aplica O en si mismo. 

12. T aplica cada punto en su simetrico respecto a una recta fija que pasa por el origen. 

13. T aplica todo punto en el punto (1, 1). 

14. T aplica cada punto de coordenadas polares (r, ) en el punto de coordenadas (2r,0). 

Ademas, T aplica O en si mismo. 

15. T aplica cada punto de coordenadas polares (r, 0) en el punto de coordenadas (r, 20). 
Ademas, T aplica O en si mismo. 


Hacer lo mismo en cada uno de los ejercicios 16 al 23 si la transformacion T:V 3 ^> V 3 
esta definida por la formula que se da para T(x, y, z), donde (x, y, z) es un punto arbitrario 
de V s . 


16. T(x, y, z) = (z, y, x). 

17. T{x,y,z ) = (x,y, 0). 

18. T(x,y, z) = (x, 2y, 3z). 

19. T(x, y, z) = (x,y, 1). 


20. T(x, y, z) = (x 4- 1, y 4- 1, z — 1). 

21. T(x, y, z) = (x + 1, y + 2, z + 3). 

22. T(x, y,z) = (x, y 2 ,z 3 ). 

23. T(x, y, z) = (x + z, 0, x + y). 
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En cada uno de los ejercicios del 24 al 27, la transformacion T: V -» V es la que se 
indica. Determinar, en cada caso, si T es lineal. Si lo es, decir cuales son el nucleo y el 
recorrido y calcular sus dimensiones cuando sean finitas. 

24. Sea V el espacio lineal de todos los potinomios reales p(x) de grado <T n. Si p 6 V, 
q = T(p) significa que q(x) = p(x + 1) para todo real de x. 

25. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales derivables en el intervalo abierto 
(—1,1). Si / £ V, g = T(f) significa que g(x) ~ xf(x) para todo x de (—1,1). 

26. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales continuas en [a,b]. Si / e V, 
g = T(f) significa que 


g(x) = ( 6 /(t) sen (a: — t) dt para a < x < b . 

27. Sea V el espacio de todas las funciones reales derivables dos veces en un intervalo 
abierto (a, b). Si y £ V, defiftir T(y) = y" + Py' + Qy siendo P y Q dos constantes. 

28. Sea V el espacio lineal de todas las sucesiones reales convergentes {*„}. Definimos una 
transformacion T:V —>V asi: Si x = {*„} es una sucesion convergente con limite a, 
ponemos T(x) = {y„}, donde y„ = a — x„ para n > 1. Demostrar que T es lineal y decir 
cuales son el nucleo y el recorrido de T. 

29. Sea V el espacio lineal de todas las funciones continuas en el intervalo [ — -rr, n]. Sea S 
el' subconjunto de V que consta de todas las funciones / que satisfacen las tres ecuaciones 

f fO)dt=0, ( ” f(j) cos t dt = 0, f" /(/) sen t dt = 0 . 

a) Demostrar que S es un subespacio de V. 

b) Demostrar que S contiene las funciones /(*) = cos nx y f(x) = sen nx para cada 
n = 2, 3, ... 

c) Demostrar que S es de dimension infinita. 

Sea T\ V —> V la transformacion lineal defmida asi: Si / e V, g = T(f) significa que 

g(x) = {1 + cos (x - t)}f(r) dt. 


d) Demostrar que T(V), el recorrido de T, es de dimension finita y hallar una base 
para T(V). 

e) Determinar el nucleo de T. 

f) Hallar todos los numeros reales c ^ 0 y todas las funciones / no nulas de V tales que 
T(f) = cf. (Observese que una tal / pertenece al recorrido de T.) 

3 °' w a c 7 \ V ~ ) ' H/ Una transformaci ° n l> n eal de un espacio lineal V en un espacio lineal 
"' bl V es de dimension infinita, demostrar que por lo menos uno de los dos T(V) 
o N(T) es de dimension infinita. 

[ Indication: Supongase dim N(T) — k, dim T(V) = r, sea e v .... ei una base 
para N(T) y sean e\, .... e k , e t+ i, ... e k ^„ elementos ‘independientes de V, siendo 

n > r. Los elementos T(e* + i).T(e* T „) son dependientes ya que n > r. Utilizar 

este hecho para obtener una contradiccion.] 
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16.5 Operaciones algebraicas con transformaciones lineales 

Las funciones cuyos valores pertenecen a un espacio lineal dado W pueden 
sumarse unas con otras y pueden multiplicarse por escalares de W de acuerdo 
con la definicion siguiente. 

definicion. Sean S:V -» W y T:V W dos funciones con un dominio 
comun V y con valores pertenecientes a un espacio lineal W. Si c es un escalar 
cualquiera de W, definimos la suma S + T y el producto cT por las ecuaciones 

(16.4) (S + T)(x) = S[x) + T(x ), ( cT)(x ) = cT(x) 

para todo x de V. 

Nos interesa especialmente el caso en el que V es tambien un espacio lineal 
con los mismos escalares que W. En este caso designamos con ££(V, W) el con- 
junto de todas las transformaciones lineales de V en W. 

Si S y T son dos transformaciones lineales de £P(V, W), es un sencillo ejerci- 
cio comprobar que S + 7 y cT tambien son transformaciones lineales de W). 

Aun mas. Con las operaciones que acabamos de definir, el mismo conjunto 
V, W) se transforma en un nuevo espacio lineal. La transformacion cero sirve 
de elemento cero en ese espacio, y la transformacion ( — 1)7 es la opuesta de 7. 
Se comprueba que se satisfacen los diez axiomas de un espacio lineal. Por con- 
siguiente, tenemos el siguiente. 

teorema 16.4. El conjunto J?(V, W) de todas las transformaciones linea¬ 
les de V en W es un espacio lineal con las operaciones de adicion y multiplica- 
cion por escalares definidas en (16.4). 

Una operacion algebraica mas interesante que se efectua con las transfor¬ 
maciones lineales es la composicion o multiplicacion de transformaciones. Esta 
operacion no utiliza la estructura algebraica de un espacio lineal y puede definirse 
con entera generalidad del siguiente modo: 

definicion. Dados los conjuntos U, V, W. Sean T:U -* V una funcion con 
dominio U y valores en V, y S:V -* W otra funcion con dominio V y valores en 
W. La composicion ST es la funcion ST:U W definida por 

( ST)(x) = .S’[7(a)] para todo xenU . 

Asi pues, para aplicar a: mediante la composicion ST, aplicamos primero x 
mediante 7 y luego aplicamos T[x) por medio de S. Esto se representa en la figu- 
ra 16.1. 
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Ficura 16.1 Grafico de la composicion de dos transformaciones. 

La composicion de funciones reales se ha encontrado repetidas veces en 
nuestro estudio del Calculo, y hemos visto que la operation, en general, no es 
conmutativa. No obstante, como en el caso de las funciones reales, la composi- 
cion satisface la ley asociativa. 

teorema 16.5. Si Till -» V, S:V -* W, y R:W X son tres funciones, te- 
nemos 


R(ST ) = ( RS)T 

Demostracion. Las funciones R(ST) y ( RS)T tienen ambas dominio U y 
valores en X. Para cada x de U, tenemos 

[R(ST)](x) = R[{ST)(x)] = R[S[T(x)]] y [{RS)T]fx) = (. RS)[T(x )] = f?[S[7X*)]], 
lo que demuestra que R(ST ) = ( RS)T. 

definici6n. Sea T: V -* V una funcion que aplica V en si mismo. Defini- 
mos inductivamente las potencias enteras de T como sigue: 

T° = I, T n = TT n ~ 1 para n > 1 . 

Aqui I representa la trans'formacion identica. El lector puede comprobar que 
la ley asociativa implica la ley de exponentes T m T n — T m+n para todos los ente- 
ros no negativos m y n. 

El teorema que sigue prueba que la composicion de transformaciones lineales 
es lineal. 
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teorema 16.6. Si U, V, W son espacios lineales con los mismos escalares, 
y si T:U~*V y S\V~*W son transformaciones lineales, la composicion ST:U~*W 
es lineal. 

Demostracion. Para todo x y todo y de U y todos los escalares a y b, te- 
nemos 

(ST)(ax + by) = S[T(ax + by)] = S[aT(x) + bT(y)] = aST(x) + bST(y) . 

La composicion puede combinarse con las operaciones algebraicas de adicion 
y multiplication por escalares en J?( V, W) llegando al siguiente 

teorema 16.7. Sean U, V, W espacios lineales con los mismos escalares, 
supongamos que S y T pertenecen a S£(V, IV), y sea c un escalar cualquiera. 

a) Para cualquier funcion R con valores en V, tenemos 

(,S + T)R = SR + TR y ( cS)R = c(SR ). 

b) Para cualquier transformacion lineal R:W U, tenemos 

R(S + T) = RS+ RT y R(cS) = c(RS). 

La demostracion es una consecuencia inmediata de la definicion de compo- 
sicion y se deja como ejercicio. 


16.6 Inversas 

Al estudiar las funciones reales aprendimos como construir nuevas funciones 
mediante la inversion de funciones monotonas. Queremos ahora extender el me- 
todo de inversion a una clase mas general de funciones. 

Dada una funcion T, nuestro objetivo es encontrar, si es posible, otra funcion 
S cuya composicion con T sea la transformacion identica. Puesto que la compo¬ 
sicion, en general, no es conmutativa, tenemos que distinguir ST de TS. Por lo 
tanto introducimos dos tipos de inversas que llamamos mversa por la derecha e 
inversa por la izquierda. 

definicion. Dados dos conjuntos V y W y una funcion T:V -> W. Se dice 
que una funcion S:T(V ) -*■ V es inversa de T por la izquierda si S[7Xx)] = x 
para todo x de V. esto es, si 

ST=Iy, 
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donde I v es la transformation identica sobre V. Una funcion R:T(V) -» V se 
llama inversa de T por la derecha si T'[/?(y)] = y para todo y de T(V), esto es, si 

TR = Iran > 

donde It(v) es la transformation identica sobre T(V). 

ejemplo. Una funcion sin inversa por la izquierda pero con dos inversas 
por la derecha. Sean V = {1, 2}y W = {0}. Definimos T:V -> W como sigue: 
7(1) = T(2) = 0. Esta funcion tiene dos inversas por la derecha R:W -* V y 
jR': W V dadas por 


R( 0) = 1 , i?'(0) = 2 . 

No puede tener inversa por la izquierda S ya que ello exigiria 
1 = 5[7(1)] = 5(0) y. 2 = 5[7(2)] = 5(0). 

Este sencillo ejemplo pone de manifiesto que no tiene que existir necesariamente 
inversa por la izquierda y que la inversa por la derecha no tiene que ser necesa¬ 
riamente unica. 

Toda funcion T:V -* W tiene por lo menos una inversa a la derecha. En efec- 
to, cada y de T(V) tiene la forma y = T(x) para al menos un x de V. Si elegimos 
uno de esos valores x y definimos R(y) = x, entonces 7[5(y)] = T(x) = y para 
cada y de T(V), asi que R es una inversa por la derecha. La no unicidad puede pre- 
sentarse debido a que puede haber mas de un x de V que se aplique en un y de 
T(V). Dentro de poco demostraremos (teorema 16.9) que si cada y de T{V ) es 
la imagen de un solo x de V, la inversa por la derecha es unica . 

Antes demostraremos que si existe inversa por la izquierda es unica y, al mismo 
tiempo, es inversa a la derecha. 

teorema 16.8. Una T:V W puede tener a lo mas una inversa por la 
izquierda. Si T tiene inversa por la izquierda S, entonces S es tambien inversa 
por la derecha. 

Demostracidn. Supongamos que T tenga dos inversas por la izquierda, 
S:T(V) -» V y S':T(V) -» V. Elijamos cualquier y en T(V). Demostraremos que 
S(y) = S'(y). Como y = T(x) para un cierto x de V, tenemos 

5[7(x)] = x y 5'[7(x)] = x , 
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puesto que S y S' son ambas inversas por la izquierda. Por consiguiente S(y) = x 
y S'(y) = x, con lo que S(y) = S'(y) para todo y de T(V). Por lo tanto S = S' 
lo que demuestra que las inversas por la izquierda coinciden. 

Demostremos ahora que toda inversa por la izquierda S es tambien inversa 
por la derecha. Elijamos un elemento cualquiera y en T(V). Demostraremos que 
T[S(y)] = y. Puesto que y e T(V), tenemos y = T(x) para un cierto x de V. Pero 
S es inversa por la izquierda, asf que 

* = S[T(x)] = S(y) . 

Aplicando T, llegamos a T(x) = T[S(y)]. Pero y = T(x), con lo que y = T[S(y)], 
lo cual completa la demostracion. 

El teorema que sigue caracteriza todas las funciones que tienen inversa por 
la izquierda. 

teorema 16.9. Una funcion T:V tiene inversa por la izquierda si y 
solo si T aplica elementos distintos de V en elementos distintos de W; esto es, 
si y solo si, para cualesquiera x e y de V, 

(16.5) x ^ y implica T{x) ^ T{y). 


Nota: La condicion (16.5) es equivalente a la afirmacion 

(16.6) T(x) = Tty) implica x — y . 

Una funcion T que satisface (16.5) o (16.6) para cualesquiera x e y de V se denomina uno 
a uno en V. 

Demostracion. Supongamos que S es la inversa por la izquierda de T, y que 
T(x)=T(y). Queremos demostrar que x — y. Aplicando S, encontramos S[7(x)] = 
S[T(y)]. Puesto que S[7’(x)] = x y S[7Xy)] = y, esto implica x = y. Con ello 
queda demostrado que una funcion con inversa por la izquierda es uno a uno en 
su dorninio. 

Demostremos ahora el reciproco. Supongamos que T es uno a uno en V. 
Encontraremos una funcion S:T(V) V que es inversa de T por la izquierda. 
Si y e T(V), entonces y = T(x) para un cierto x de V. En virtud de (16.6), exis- 
te exactamente un x en V para el cual y = T(x). Definamos S(y) como ese x. Esto, 
es, definamos S en T(V) como sigue: 

S (/) = -v implica que 7’(.v) = y . 

Tenemos entonces S[T(x)] = ^ para cada x de V, asf que ST = Iv. Por consi¬ 
guiente, la funcion S asf definida es inversa de T por la izquierda. 
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definicion. Sea T:V W uno a uno en V. La unica inversa de T por la 
izquierda (la cual sabemos que tambien es inversa por la derecha) se designa 
por T l . Decimos que T es invertible, y llamamos a T ' la inversa de T. 

Los resultados de esta seccion se refieren a funciones cualesquiera. Seguida- 
mente aplicamos esas ideas a las transformaciones lineales. 


16.7 Transformaciones lineales uno a uno 

En esta seccion, V y W representan espacios lineales con los mismos esca- 
lares, y T:V W es una transformacion lineal de LP(V, W). La linealidad de T 
nos permite expresar de varias maneras la propiedad de que una transformacion 
lineal sea uno a uno. 

teorema 16.10. Sea T:V-> W una transformacion lineal de Jz?(K, W). 
Son equivalentes las siguientes proposiciones. 

a) T es uno a uno en V. 

b) T es invertible y su inversa T~':T(V) V es lineal. 

c) Para todo x de V, T(x) = O implica x = O. Esto es, el nucleo N(T) con- 
tiene solamente el elemento cero de V. 

Demostracion. Demostraremos que a) implica b), b) implica c), y c) impli¬ 
ca a). Supongamos primero que a) es cierta. T tiene entonces inversa (segun el 
teorema 16.9), y tenemos que demostrar que T 1 es lineal. Tomemos dos elemen- 
tos cualesquiera u y r de T(V). Entonces u = T(x) y v = T(y) para algun x y 
algun y de V. Para dos escalares cualesquiera a y b, tenemos 

au + bv = aT(x) + bT(y) = T(ax + by), 
ya que T es lineal. Luego, aplicando T \ tenemos 

T~\au + bv) = ax + by = aT~\u ) + bT \v ), 

asi que T -1 es lineal. Por consiguiente a) implica b). 

Supongamos seguidamente que b) es cierta. Tomemos un x cualquiera de V 
para el cual T(x) = O. Aplicando T \ encontramos que x = T~ 1 (0) = O, puesto 
que T 1 es lineal. Por consiguiente, b) implica c). 

Por ultimo, supongamos cierta c). Tomemos dos elementos cualesquiera u 
y v de V siendo T(u) — T(v). Por la linealidad, tenemos T(u — v) = T(u) — T(v) = 
= O, asi que u—v = O. Por consiguiente, T es uno a uno en V, y queda comple- 
tada la demostracion del teorema. 
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Cuando V es de dimension finita, la propiedad de ser uno a uno puede for- 
mularse en funcion de la dependencia y de la dimensionalidad, como se indica 
en el teorema que sigue. 

teorema 16.11. Sea T:V W una transjormacion lineal de Jf(V, W) y 
supongamos que V es de dimension finita, dim V = n. Entonces son equivalentes 
las proposiciones siguientes. 

a) T es uno a uno en V. 

b) Si e, ,, e p son elementos independientes de V, T(e x ),.. ., T(e p ) son 
elementos independientes de T(V). 

c) dim T(V ) = n. 

d) Si {e, e„} es una base para V, {T(e x ),. .., T(e„)} es una base 

para T(V). 

Demostracion. Probaremos que a) implica b), b) implica c), c) implica d), 
y d) implica a). Supongamos que a) es cierta. Sean e x ,.. ., e p elementos indepen¬ 
dientes de V y consideremos los elementos T(e x ),. . ., T(e p ) de T(V). Suponga¬ 
mos que 

IcJieJ = 0 

i = 1 

para ciertos escalares c x ,..., c p . En virtud de la linealidad, obtenemos 
T\ 2 C ! e < ) — 0 , y por tanto 2 c i e i = 0 

/ i=i 

ya que T es uno a uno. Pero e x ,... ,e p son independientes, asi que c, = . . . = 
c p — 0. Por consiguiente a) implica b). 

Supongamos ahora que es cierta b). Sea { e x ,... ,e„j una base para V. Segun 
b), los n elementos T(e x ),.. ., T(e „) de T(V) son independientes. Por consiguien¬ 
te, dim T(V) > n. Pero, segun el teorema 16.3, tenemos dim T(V) < n. Luegc 
dim T(V) = n, con lo cual b) implica c). 

Supongamos, seguidamente, que es cierta c) y sea {e x ,..., e„} una base para 
V. Tomemos un elemento cualquiera y en T(V). Entonces y = T(x) para algun 
x en V, asi que tenemos 

n n 

x = 2 c i e i . y p° r tant0 y = T ( x ) = 2 c i T (^) ■ 

i =l l 

Por consiguiente {T(e x ),... ,T(e„)} genera T(V). Pero hemos supuesto que 
dim T(V) = n, asi que {TieJ ,... ,T(e„)} es una base para T{V). Por consi¬ 
guiente c) implica d). 
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Por ultimo, supongamos cierta d). Demostraremos que T(x) = O implica 
x — O. Sea {e x ,..., e„} una base para V. Si x e V, podemos escribir 

n n 

x = 2 c i«i , y por tanto T(x) = £ c t T{e t ) . 

t=l i=l 

Si T(x) = O, entonces c,=.. ,= c n — 0 , puesto que los elementos T{e x ), .... T(e„) 
son independientes. Por lo tanto x = O, con lo cual T es uno a uno en V. As( 
pues, d) implica a) y el teorema queda demostrado. 

16.8 Ejercicios 


1. Sea V = {0,1}. Describir todas las funciones T:V-±V. En total son cuatro. Desfg- 
nense con T , T , T v T 4 y construir una tabla de multiplicacion que muestre la com¬ 
posicion de cada par. Indicar cuales son uno a uno en V y dar sus inversas. 

2. Sea V = {0, 1, 2}. Describir todas las funciones T: V —* V para las cuales T(V) = V. 
En total son seis. Desi'gnense con T v T t , ...,T R y construir una tabla de multiplicacion 
que muestre la composicion de cada par. Indicar cuales son uno a uno en V, y dar sus 
inversas. 

En cada uno de los ejercicios del 3 al 12, una funcion T:V 2 ~>V 2 se define con la 
formula que se da para T(x, y), siendo (x, y) un punto cualquiera de V 2 . Determinar en 
cada caso si T es uno a uno en V r Si es asf, describir su recorrido T(V 2 ); para cada punto 
(u, v) de T( V 2 ); poner (x,y) = T l (,u,v) y dar formulas para determinar x e y en funcion 
de m y v. 


3. T(x,y) =(y,x). 

4. T(x, y) = (x, -y). 

5. T(x, y) = (x, 0). 

6. T(x, y) = (x, x), 

7. T(x,y ) = (x 2 , y 2 ). 


8. T(x, v) = {e x , e' J ). 

9. T(x,y) = (x, 1). 

10. T(x, v) = (x + 1 ,y + 1). 

11. T(x,y) = (x -y, x + y). 

12. T(x, y) = (2x - y, x + y). 


En cada uno de los ejercicios del 13 al 20, se define una funcion 7: V 3 -> V 3 con la 
formula que se da para T(x,y,z), siendo (x, y, z) un punto cualquiera de V 3 - En cada caso, 
determinar si T es uno a uno en V^. Si es asf, describir su recorrido T(V S ); para cada punto 
(u,v,w) de T(V 3 ), pongase (x,y,z) = T l (u,v,w) y dar formulas para la determinacion de 
'x, y, z en funci6n de u, v, y w. 


13. T(x,y, z) — (z, y, x). 

14. T(x,y, z) = (x, y, 0). 

15. T(x,y, z) = (x, 2y, 3z). 

16. T(x,y, z) = (x,y, x +y + z). 


17. T(x,y, z) = (x + 1, y + 1, z — 1). 

18. T(x, y , z) = (x + 1, y + 2 , z + 3). 

19. T(x, y, z) — (x, x + y, x + y + z). 

20. T(x, y, z) = (x + y, y + z, x + z). 


21. Sea T:V-> V una funcion que aplica V en si mismo. Por induccion se defrnen las 
potencias con las formulas T" = 1, T n = TT’ 1 - 1 para n > 1. Demostrar que la ley 
asociativa para la composicion implica la ley de exponente T m T n = Si T es in¬ 

vertible, demostrar que T n tambien es invertible y que (T' 1 ) -1 =: ('/' ■)«. 
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En los ejercicios del 22 al 25, S y T representan funciones con dominio V y valores 
en V. En general ST ^ TS. Si ST = TS, decimos que S y T conmutan. 

22. Si S y T conmutan, demostrar que (ST) n = S n T n para cualquier entero n > 0. 

23. Si S y T son invertibles, demostrar que ST tambien lo es y que (ST)' 1 = T _1 S _1 . Dicho 

de otro modo, la inversa de ST es la composition de las inversas, tomadas en orden 
inverso. 

24. Si S y T son invertibles y conmutan, demostrar que sus inversas tambien conmutan. 

25. Sea V un espacio lineal. Si S y T conmutan, demostrar que 

(S + Tf = S 2 + 1ST + T 2 y (S + T) 3 = S 3 + 3 S 2 T + 3 ST 2 + T 3 . 

Indicar como deben modificarse esas formulas si ST # TS. 

26. Sean S y T las transformaciones lineales de V 3 en V 3 defmidas por las formulas 

S(x, y, z) = (z, y, x) y T(x, y, z) = (x, x + y, * + y + z), siendo (x, y, z) un punto cual- 

quiera de V, 

a) Determinar la imagen de ( x , y, z) a traves de cada una de las transformaciones si- 
guientes: ST, TS, ST - TS, S 2 , T 2 , ( ST ) 2 . ITS) 2 , (ST - TS) 2 . 

b) Demostrar que S y T son uno a uno en V 3 y hallar la imagen de (u, v, w) a traves 
de cada una de las transformaciones: S' 1 , T *, (S7")' 1 , (7S)' 1 . 

cl Hallar la imagen de (x, y, z) a traves de (T — I) n para cada n )> 1. 

27. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios reales p(x). Sean D el operador deriva- 
cion y T el operador integracion que aplica cada polinomio p en un polinomio q dado 
por q(x) — J lp(t)dt. Demostrar que DT = / pero que TD ^ I. Describir el nucleo y 
el recorrido de TD. 

28. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios reales p(x). Sean D el operador deri- 
vacidn y T la transformacidn lineal que aplica p(x) en xp'(x). 

a) Poner p(x) = 2 + 3x — x 2 + 4x 3 y determinar la imagen de p a traves de cada una 
, de las transformaciones siguientes: D, T, DT, TD DT — TD, T 2 D 2 — D 2 T 2 . 

b) Determinar los polinomios p de V para los cuales T(p) = p. 

c) Determinar los polinomios p de V para los cuales (DT — 2D)(p) = O. 

d) Determinar los polinomios p de V para los cuales (DT — TD) n (p ) = D”(p). 

29. Sean V y D como en el ejercicio 28 pero T es la transformacion lineal que aplica p(x) en 
xp(x). Demostrar que DT — TD = I y que DT n — T n D = nT n ~ 1 para todo n >2. 

30. Sean S y T dos transformaciones lineales de ST (V, V) y supongamos que ST — TS = I. 
Demostrar que ST n — T n S = nT n ~ 1 para todo n > 1. 

31. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios p(x). Sean R, S, T funciones que apli- 
can un polinomio cualquiera p(x) = c 0 + c } x + ... + c„x" de V en los polinomios r(x ), 
s(x ) y t(x) respectivamente, siendo 

r(x) = p( 0) , j(X) = 2 , t(x) = 2 c k x k+l . 

k = 1 k =0 

a) Poner p(x) = 2 4- 3x — x 2 + x 3 y determinar la imagen de p a traves de cada una 
de las transformaciones siguientes: R, S, T, ST, TS, (TS) 2 , T 2 S 2 , S 2 T 2 , TRS, RST. 

b) Demostrar que R, S y T son lineales y determinar el nucleo y el recorrido de cada 
una. 

c) Demostrar que T es uno a uno en V y determinar su inversa. 

d) St n > 1, expresar (TS) n y S a T n en funcion de / y R. 

32. En relacion con el ejercicio 28 de la Seccion 16.4. Determinar si T es uno a uno en V. 
Si lo es, decir cual es la inversa. 
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16.9 Transformaciones lineales con valores asignados 

Si V es de dimension finita, siempre podemos construir una transformacion 
lineal T:V -* W con valores asignados a los elementos base de V, como se explica 
en el teorema siguiente. 

teorema 16.12. Sea e r ,... ,e„ una base para un espacio lineal n-dimen- 
sional V. Sean n elementos arbitrarios de un espacio lineal W. Existe 

entonces una y solo una transformacion T:V W tal que 

(16.7) T(e k ) = u k para k = 1, 2,.. . , n . 

Esta transformacion T aplica un elemento cualquiera x de V del modo siguiente: 

n n 

(16.8) Si x = ^ x k e k , entonces T(x) = ^x k u k . 

k-l k-l 

Demostracion. Todo x de V puede expresarse en forma unica como combi- 

nacion lineal de e x . e„, siendo los multiplicadores x x ,... ,x„ los componen- 

tes de x respecto a la base ordenada (e,. e„). Si definimos T mediante (16.8), 

conviene comprobar que T es lineal. Si x = ek para un cierto k, entonces todos 
los componentes de x son 0 excepto el &-esimo, que es f, con lo que (16.8) da 
T(ek ) = Uk, como queriamos. 

Para demostrar que solo existe una transformacion lineal que satisface (16.7), 
sea T' otra y calculemos T\x). Encontramos que 

T'(.x) = i x k T'(e k ) =^x k u k = T(x). 

\k= 1 / fc=l k= 1 

Puesto que T'(x) — T(x) para todo x de V, tenemos T' = T, lo cual completa la 
demostracion. 

eiemplo. Determinar la transformacion lineal T:V 2 V 2 que aplique los 
elementos base i = (1,0) y j — (0, 1) del modo siguiente 

T(i) = i + j, T(j) = 2i - j . 

Solucidn. Si x — .\\i -f x.,j es un elemento arbitrario de V 2 , entonces T{x) 
viene dado por 


7(.y) XiTd) + x 2 T(j) — x L (i + j) + x 2 (2 i — j) = (x x + 2x 2 )< + (*! — x 2 )j. 
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16.10 Representation matricial de las transformaciones lineales 

El teorema 16.12 demuestra que una transformation lineal T:V W de un 
espacio lineal de dimension finita V esta determinada por su action sobre un 
conjunto dado de elementos base e, ,..., e n . Supongamos ahora que el espacio W 
tambien es de dimension finita, por ejemplo dim W = m, y sea iv, ,..., w n una 
base para W. (Las dimensiones n y m pueden ser o no iguales.) Puesto que T 
tiene los valores en W, cada elemento T(e k ) puede expresarse, con unicidad, como 
una combination lineal de los elementos de la base w , ,. . ., w m , por ejemplo 

m 

r <A) = 1 t ik w ( , 

i= 1 

donde t lk ,..., t mk son los componentes de T(e k ) respecto a la base ordenada 
(iv! ,. . ., w m ). Dispondremos verticalmente la m-pla ( t jk ,. . ., t mk ), como a con¬ 
tinuation se indica: 


(16.9) 



_‘mk 


Esto se llama vector columna o matriz columna. Tenemos una tal columna para 
cada uno de los n elementos T(e,),..., T(e„). Colocandolas una junto a otra y 
encerrandolas en un par de corchetes obtenemos la disposition rectangular si- 
guiente: 


'll 

'l2 

'in 

hi 

f 22 

hn 

'ml 

L«2 

' mn_ 


Este cuadro se llama matriz y consta de m filas y n columnas. La llamamos matriz 
m X n. La primera fila es la matriz 1 X n (f„ , t 12 ,.. . , t,„). La matriz m X 1 
(16.9) es la fc-esima columna. Los escalares t ik van afectados con dos indices, el 
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primero i indica la fila y el segundo k indica la columna en las cuales aparece Uk. 
A tik le llamamos el elemento ik de la matriz. Tambien se utiliza la notation abre- 
viada 


y, o (!*)-£, 

para designar la matriz cuyo elemento ik es tik. 

As! pues, toda transformation lineal T de un espacio n-dimensional V en un 
espacio m-dimensional W da origen a una matriz m X n (tik) cuyas columnas son 
los componentes de T(e x T(e„) relativos a la base (iv,. w m ). La lla¬ 
mamos representation matricial de T relativa a unas bases ordenadas . . .. e„) 

de V y (w x ,. . ., w m ) para W. Una vez conocida la matriz (/,*), los componentes 
de un elemento cualquiera T(x) con relation a la base (w x ,. . ., w m ) pueden deter¬ 
minate como se explica en el teorema que sigue. 

teorema 16.13. Sea T una transformation lineal perteneciente a £P(V, W), 
donde dim V = n y dim W — m. Sean (e x ,... ,e„) y (w, . w,„) bases orde¬ 

nadas de V y W, respectivamente, y (/«) la matriz m X n cuyos elementos estan 
determinados por las ecuaciones 


(16.10) 


m 


T(e k ) = 2 t ik w ( , 
1 = 1 


para k = 1, 2,. . ., n . 


Entonces un elemento cualquiera 


(16.11) x=i* k e k 


de V con componentes (ri x ,..., x„) relativo a (e, ,..., e„) es aplicado por T 
en el elemento 


(16.12) T(x) = 2 y x w i 

1 = 1 

en W con componentes (y, ,..., y m ) relativos a (w x ,. . . , w m ). Los y, estan 
ligados a los componentes de x mediante las ecuaciones lineales 


n 

=2 f «A* 


t=i 


para i = 1, 2,.. ., m . 


(16.13) 
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Demostracidn. Aplicando T a cada uno de los miembros de (16.11) y uti- 
lizando (16.10), obtenemos 


n n m m / n \ m 

T(x) = y.x k T(e k ) = 2 = 1(1 K = I )’i w i . 

t=l fc=l i =1 i=l Vt=l / t=l 

en donde cada y, viene dada por (16.13), Esto completa la demostracion. 

Habiendo elegido un par de bases (e } ,..., e„) y (iv, ,. .., w m ) para V y W, 
respectivamente, toda transformacion lineal T:V -* W tiene una representacion 
matricial (t,/.). Recfprocamente, si disponemos de mn escalares colocados formando 
una matriz rectangular (t,*) y elegimos un par de bases ordenadas para V y W, 
es facil demostrar que existe exactamente una transformacion lineal T:V W 
que tiene esa representacion matricial. Definimos T simplemente con los elementos 
base de V por medio de las ecuaciones (16.10). Entonces, segun el teorema 16.12, 
existe una y solo una transformacion T:V W con esos valores asignados. La ima- 
gen E(x) de un punto x de V viene entonces dada por las ecuaciones (16.12) y 
(16.13). 

eiemplo 1. Construccion de una transformacion lineal a partir de una ma¬ 
triz dada. Supongamos que disponemos de la matriz 2X3. 

"3 1 -T 
10 4 

Elijamos las bases usuales de vectores coordenados unitarios para V 3 y V 2 . En¬ 
tonces la matriz dada representa una transformacion lineal T:V 3 V 2 que aplica 
un vector cualquiera (*,, x 2 , x :i ) de V 3 en el vector (yi,y 2 ) de V 2 de acuerdo con 
las ecuaciones lineales 


}’i = 2>x l + x 2 - 2x 3 
y 2 = + Ox 2 + 4x 3 . 

ejemplo 2. Construccion de una representacion matricial de una transfor¬ 
macion lineal dada. Sea V el espacio lineal de todos los polinomios reales p(x) 
de grado < 3. Este espacio tiene dimension 4, y elegimos la base (l,x, x 2 , x 3 ). 
Sea D el operador derivacion que aplica cada polinomio p(x) de V en su deri- 
vada p'(x). Podemos considerar D como una transformacion lineal de V en W, 
donde W es el espacio tri dimensional de todos los polinomios reales de-grado < 2. 
En W elegimos la base {\,x, x 1 ). Para encontrar la representacion matricial de D 
relativa a esa eleccion de bases, transformamos (derivamos) cada elemento base 
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de V y lo expresamos como una combinacion lineal de los elementos base de W. 
Asi pues, encontramos que 

D( 1) = 0 = 0 + Ox + Ox 2 , D(x) = 1 = 1 + Ox + Ox 2 , 

D(x 2 ) = 2x = 0 + 2x + Ox 2 , D(x :i ) = 3x 2 = 0 + Ox + 3x 2 . 

Los coeficientes de esos polinomios determinan las columnas de la representation 
matricial de D. Por consiguiente, la representacion pedida viene dada por la si- 
guiente matriz 3X4. 


"0 10 0" 

0 0 2 0. 

.0 0 0 3. 

Para hacer notar el hecho de que la representacion matricial depende no sola- 
mente de los elementos base sino tambien de su orden, invirtamos el orden de los 
elementos base en W y utilicemos, en su lugar, la base ordenada (x 2 , x, 1). Enton- 
ces los elementos base de V se transforman en los mismos polinomios obtenidos 
antes, pero los componentes de estos relativos a la nueva base (x 2 , x, 1) aparecen 
en orden inverso. Por consiguiente, la representacion matricial de D ahora es 

’0 0 0 3' 

0 0 2 0. 

0 10 0. 

Calculemos una tercera representacion matricial de D, usando la base 
(1, 1 + x, 1 + x + x 2 , 1 + x + x 2 + x 3 ) para V, y la base (1, x, x 2 ) para W. 
Los elementos base de V se transforman asi: 

D( 1) = 0, D( 1 + x) = 1 , D(1 + x + x 2 ) = 1 + 2x , 

D( 1 + x + x 2 -j- x 3 ) = 1 + 2x + 3x 2 , 
con lo que la representacion matricial en este caso es 

"0 1 1 r 
0 0 2 2 
0 0 0 3 
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16.11 Construccion de una representation matricial en forma diagonal 

Ya que es posible obtener distintas representaciones matriciales de una trans- 
formacion lineal dada mediante la eleccion de bases distintas, parece natural 
intentar elegir bases de modo que la matriz resultante tenga una forma lo mas 
sencilla posible. El teorema que sigue prueba que podemos hacer todos los ele- 
mentos 0 excepto los de la diagonal que va desde el vertice superior izquierdo al 
inferior derecho. A lo largo de esa diagonal habra una hilera de unos seguidos 
de ceros, siendo el numero de unos igual al rango de la transformacion. Una 
matriz (t,*) con todos los elementos /,* = 0 cuando i¥^ k se llama matriz dia¬ 
gonal. 

teorema 16.14. Sean V y W espacios lineales de dimension finita, con 
dim V = n y dim W = m. Supongamos que T e«S? (V, W) y que r — dim T(V) 
represente el rango de T. Existen entonces una base (e, ,, e„) para V y otra 
(m^ ,.. ., w„) para W tales que 

(16.14) T(e,) = H 1 ,- para i — 1, 2. r, 

y 

(16.15) T(e t ) == O para i = r + 1,..., n . 

Por consiguiente, la matriz (ta) de T relativa a esas bases tiene todos los elementos 
cero excepto los r elementos de la diagonal que valen 

hi — hi — ’ ’ ' = t Tr = 1 • 

Demostracion. Construimos primero una base para W. Puesto que T(V) 
es un subespacio de W con dim T(V) = r, el espacio T(V) tiene una base de r 
elementos en W, sean estos w l ,..., w r - Segun el teorema 15.7, esos elementos 
forman un subconjunto de una cierta base para W. Por consiguiente podemos ad- 
juntar unos elementos iv r +i ,..., w m de modo que 

(16.16) (H i,.. ., w r , hv , i,. . . , wj 
sea una base para W. 

Seguidamente construimos una base para V. Cada uno de los r primeros 
elementos w t de (16.16) es la imagen por lo menos de un elemento de V. Elijamos 
uno de tales elementos de V y llamemosle e t . Entonces T{ei) = w t para i = 1, 
2,..., r asf que (16.14) se satisface. Sea ahora k la dimension del nucleo N(T). 
Segun el teorema 16.3 tenemos n — k + r. Puesto que N(T) — k, el espacio N(T) 
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tiene una base que consta de k elementos de V que designamos por e r+ , ,..., e?+k. 
Para cada uno de esos elementos, la ecuacidn (16.15) se satisface. Por lo tanto, 
para completar la demostracidn, tenemos que demostrar que el conjunto ordenado 

(16.17) (fj,..., e r , e^i,..., e r+ ^) 

es una base para V. Ya que dim V = n = r + k, s61o tenemos que demostrar 
que esos elementos son independientes. Supongamos que una cierta combination 
lineal de ellos sea cero, por ejemplo 

< 161 8) 2 CA-O. 

i-1 

Aplicando T y haciendo uso de las ecuaciones (16.14) y (16.15), encontramos que 

r-Ht r 

I c iT{e t ) ~ 2 W = O. 

<-l <-1 

Pero Wt,... ,w r son independientes, y por tanto c, = ... = c r = 0. Por consi- 
guiente, los r primeros t6rminos de (16.18) son cero, por lo cual (16.18) se re¬ 
duce a 


r-ffc 

2 C A = o. 

*’=r+1 

Pero e r+1 ,..., e r +k son independientes puesto que forman una base para N(T), 
y por tanto .c r+ i=... =c r +k = 0. Por consiguiente, todos los c, de (16.18) son 
cero, luego los elementos de (16.17) forman una base para V. Esto completa la 
demostracidn. 

ejemplo. Nos referimos al ejemplo 2 de la seccidn 16.10, donde D es el 
operador derivacidn que aplica el espacio V de los polinomios de grado < 3 
en el espacio W de los polinomios de grado 2. En este ejemplo, el recorrido 
T(V) = W, asf que T tiene rango 3. Aplicando el metodo seguido en el teorema 
16.14, elegimos cualquier base para W, por ejemplo la base (l,x, x 2 ). Un con- 
junto de polinomios de V que se aplica sobre esos elementos es (.v, |.v 2 , |.v 3 ). 
Ampliamos este conjunto para lograr una base para V adjuntando el polinomio 
constante 1, que es una base para el nucleo de D. Por consiguiente, si empleamos 
la base (x, %x 2 , ^x 3 , 1) para V y la base (1, x, x 2 ) para W, la correspondiente 
representacidn matricial para D tiene la forma diagonal 

'10 0 0 ' 

0 10 0 . 

0 0 10 
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16.12 Ejercicios 

En todos los ejercicios en los que se considere el espacio vectorial V„, la base que se 
utilizara sera la de los vectores coordenados unitarios si no se dice lo contrario. En los ejer¬ 
cicios relativos a la matriz de una transformacion lineal T:V —> W siendo V = W, si no se 
indica lo contrario tomaremos la misma base en V y en IV. 

1. Determinar la matriz de cada una de las siguientes transformaciones lineales de V„ en V„: 

a) la transformacion identica, 

b) la transformacion cero, 

c) multiplicacion por un escalar fijo c. 

2. Determinar la matriz para cada una de las siguientes proyecciones. 

(a) T: V 3 -* V 2 , donde T(x x , x 2 , x 3 ) = (x,, x 2 ). 

(b) T\ 1;; * V 2 , donde 7(X[, x 2 , x 3 ) — (x 2 , x 3 ). 

(c) T: V b -* V 2 , donde T(x x ,x 2 ,x 3 , x 4 , x b ) = (x 2 , x 3 , x 4 ). 

3. Una transformacion lineal T:V 2 ~>V 2 aplica los vectores base i y j como sigue: 

T(i ) = i +j, T(j) = 2i - j . 

a) Calcular T(3i - 4j) y T 2 (3i - 4 j) en funcion de i y j. 

b) Determinar la matriz de T y de T 2 . 

c) Resolver la parte b) si la base (/,/') se reemplaza por (e,, e 2 ), siendo e t = i - J, e 2 
= 3/ + j. 

4. Una transformacion lineal T: V 2 -> V 2 se define asl: Cada vector (x,y) se transforma en 
su simetrico respecto al eje y y luego se duplica su longitud para obtener T(x,y). De¬ 
terminar la matriz de T y la de T 2 . 

5. Sea T\V 3 ^>V 2 una transformacion lineal tal que 

T{k) = 2 i + 3 j + 5k , T(j + *)=/, T(i + j + k) — j — k . 

a) Calcular T(i + 2 j + 3k) y determinar la dimension del nucleo y el rango de T. 

b) Determinar la matriz de T. 

6. Para la transformacion lineal del ejercicio 5, se consideran las dos bases coincidentes 
con (e x , e 2 , e 3 ), siendo e\ = (2, 3, 5), e 2 = (1, 0, 0), e 3 = (0, 1, — 1) y determinar la 
matriz T relativa a las nuevas bases. 

7. Una transformacion lineal T:V 3 —> V 2 aplica los vectores base como sigue: T(i) = (0,0), 

T(j)= (1, 1), T(k) = (1, -1). 

a) Calcular T(4i — j + k) y determinar la dimension del nucleo y el rango de T. 

b) Determinar la matriz de T. 

c) Utilizando la base (i,j, k) en V 3 y la (w,, iv 2 ) en V 2 , siendo wi = (1, 1), w 2 = (1,2), 
determinar la matriz de T relativa a esas bases. 

d) Hallar las bases (e v e 2 , e 3 ) para V 3 y (w i, w 2 ) para V 2 para las cuales la matriz de 
T tenga la forma diagonal. 

8. Una transformacion lineal T: V > V, aplica los vectores base como sigue: T(i) = 
(1, 0, 1), T(j)= (-1, 0, 1). 

a) Calcular T(2i — 3j)y determinar la dimension del nucleo y el rango de T. 

b) Determinar la matriz de T. 

c) Hallar bases (e 1 , e 2 ) para V 2 y (w, . w 2 , w 3 ) para V 3 para las cuales la matriz de T 
tiene forma diagonal. 

9. Resolver el ejercicio 8 si T(i)=( 1, 0, 1) y T(j) = (1, 1, 1). 
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10. Sean V y W dos espacios lineales, ambos de dimensi6n 2 y con la misma base (e 1 , e 2 ). 
Sea T:V~*W una transformacion lineal tal que 

T(e l + e 2 ) = + 9e 2 , + 2e 2 ) = le 1 + 23e 2 . 

a) Calcular T(e 2 — e,) y determinar la dimensidn del nucleo y el rango de T. 

b) Determinar la matriz de T relativa a la base dada. 

c) Utilizar para V la base (e 1 , e 2 ) y hallar una nueva base de la forma (e 1 + ae 2 , 
2e 1 + be 2 ) para W, para la que la matriz de T tenga la forma diagonal. 

En el espacio lineal de todas las funciones reales, cada uno de los siguientes conjuntos 
es independiente y genera un subespacio V de dimension finita. Utilizar el conjunto dado 
como base para V y sea D:V —>V el operador derivacidn. En cada caso, hallar la matriz 
de D y la de D 2 relativa a la base que se elige. 

11. (sen*, cos jc). 15. (—cos jc, sen x). 

12. (l.jc.e 1 ). 16. (sen*, cos jc, x sen x, x cos x). 

13. (1,1 + x, 1 + * + e*). 17. (e*sen x, e x cos jc). 

14. (e*, xe*). 18. (e 21 sen 3 jc, e 2x cos 3 jt). 

19. Elegir la base (1, x, x 2 , x 3 ) en el espacio lineal V de todos los polinomios reales de 
grado ^3. Sean D el operador derivacidn y T:V -*V la transformacidn lineal que 
aplica p(x) en xp'(x). Con relacidn a la base dada, determinar la matriz de cada una 
de las transformaciones siguientes: a) T ; b) DT; c) TD ; d) TD — DT; e) T 2 ; 

f) 7-202 _ 02J-2 

20. Con respecto al ejercicio 19. Sea W la imagen de V a travds de TD. Hallar bases para 
V y W para las que la matriz TD tenga forma diagonal. 


16.13 Espacios lineales de matrices 

Hemos visto c6mo las matrices se presentan espontaneamente como represen- 
taciones de las transformaciones lineales. Tambien se pueden considerar las ma¬ 
trices como elementos existentes con independencia de las transformaciones linea¬ 
les. Como tales elementos, forman otra clase de objetos matematicos que pueden 
definirse por medio de las operaciones algebraicas que pueden realizarse con 
ellos. La relacion con las transformaciones lineales da origen a esas definiciones, 
pero tal relacion sera por el momento ignorada. 

Sean m y n dos enteros positivos y sea I m » el conjunto de todos los pares de 
enteros (i, /) tales que 1 < i <. m, 1 < / < n: Cualquier funcidn A cuyo dominio 
sea I m „ se denomina matriz m X n. El valor de la funcidn A(i, j) se llama elemen- 
to ij de la matriz y se designara tambiSn por a,,-. Ordinariamente se disponen 
todos los valores de la funcidn en un rectangulo que consta de m filas y n co- 
lumnas, del modo siguiente 

"«11 a l2 ' ’ ' t7 ln " 
a 21 °22 ' ' ' a 2n 


^ m2 * ^biJ 
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Los elementos a,,- pueden ser objetos arbitrarios de naturaleza cualquiera. Normal- 
mente seran numeros reales o complejos, pero a veces conviene considerar matrices 
cuyos elementos son otros objetos, por ejemplo, funciones. Tambien designaremos 
las matrices mediante la notacion abreviada 

A = KCCx 0 A = („„) . 

Si m = n, la matriz se llama cuadrada. Una matriz 1 X n se llama matriz fila; 
una matriz m X 1 es una matriz cplumna. 

Dos funciones son iguales si y solp si tienen el mismo dominio y toman los 
mismos valores en cada elemento del dominio. Puesto que las matrices son fun¬ 
ciones, dos matrices A = (a„) y B = (bn) son iguales si y solo si tienen el mismo 
numero de filas, el mismo numero de columnas, e iguales elementos an = ft.; para 
cada par (i, j). 

Supongamos ahora que los elementos son numeros (reales o complejos) y 
deftnamos la adicion de matrices y la multiplicacion por escalares siguiendo el 
mismo metodo que para funciones reales o complejas cualesquiera. 

defjnicion. Si A = ( an) y B — (6,-,) son dos matrices m X n y si c es un 
escalar cualquiera, definimos las matrices A + B y cA del modo siguiente 

A + B = (a iS + b u ), cA = ( ca if ). 

La suma solo se define cuando A y B tienen el mismo tamaho m X n. 

ejemplo. Si 



' 1 2 

-3' 



1 

c/< 

o 

r 

A = 



y 

B = 



-1 0 

4 u 



- 1 -2 

3 


tenemos entonces 


A + B 



' 24-6 
-2 0 8 


(-1)5 = 



0 

2 



Definimos la matriz O cotho la matriz m X n cuyos elementos son todos 0. 
Con esas definiciones, es inmediato el ejercicio de comprobar que el conjunto de 
todas las matrices m X n es un espacio lineal. Lo designamos con M m .„. Si los ele¬ 
mentos son numeros reales, el espacio M m ,„ es un espacio lineal real. Si son nu¬ 
meros complejos, M m „ es un espacio lineal complejo. Es tambien facil demostrar 
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que este espacio es de dimension m X n. En efecto, una base para M m , n consta 
de mn matrices que tienen un elemento igual a 1 y todos los demas iguales a 0. 
For ejemplo, las seis matrices 


o 

o 

_1 


ro i o _ 


r 

o 

o 

l_ 


1 

o 

o 

o 

1 _ 


1 

o 

o 

o 


o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

_ 1 


r 

O 

o 

o 


1 

o 

o 

o 

_ 1 

> 

o 

o 

9 

1 

o 

o 

1 _ 

1 

-1 

o 

o 

_ 1 


forman una base para el conjunto de todas las matrices 2X3. 


16.14 Isomorfismo entre transformaciones lineales y matrices 

Volvamos ahora a la relacion entre matrices y transformaciones lineales. 
Sean V y W dos espacios lineales de dimension finita con dimV=n y dim W—m. 
Elijamos una base (ei,. . ., e„) para V y otra (wi ,, w m ) para W. En esta 
discusion esas bases se mantienen fijas. Qesignemoscon i?(V, W) el espacio lineal 
de todas las transformaciones lineales de V en W. Si T e V, W), sea m(T) la 
matriz de T relativa a las bases dadas. Recordemos que m(T) se define como sigue. 

La imagen de cada elemento base eu se expresa como una combination lineal 
de los elementos base de W: 

(16.19) T(e k ) = ft ikWi para k=\,2,...,n. 

1 = 1 

Los multiplicadores escalares Uk son los elementos ik de m(T). Asi pues, tenemos 

(16.20) m (T) = . 

La ecuacion (16.20) define una nueva funcion m cuyo dominio es W) y 

cuyos valores son matrices de M m ,„. Puesto que toda matriz m X n es la matriz 
m(T) para una cierta T de ££(V, W), el recorrido de m es M m ,„. El teorema si- 
guiente prueba que la transformacion m: es lineal y uno a uno 

en &{V, W). 


teorema 16.15. teorema de isomorfismo. Para cualesquiera S y T de 
J?(V, W) y todos los escalares c, tenemos 

m(S + T) = m{S) + m(T) y m(cT) = cm(T) . 

Ademas, 

m(S ) - m( T) 
asi que m es uno a uno en J?(V, W). 


implica S = T, 
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Demostracion. La matriz m(T) esta formada con los factores ta de (16.19). 
Del mismo modo, la matriz m(S) esta constituida con los factores s* de las ecua- 
ciones 

m 

(16.21) S(e k ) = J s ik w t para k = 1, 2,. . ., n . 

i =1 

Puesto que tenemos 

m m 

(S + T)(e k ) = 2(s i/: + t ik )w ( y (cT)(e k ) = ^,{ct ik )w t , 

t=i i~i 

obtenemos m(S + T) = (s,* + <,*) = m(S) + m(T) y m(cT) — (cf,*) = cm(T). 
Esto demuestra que m es lineal. 

Para demostrar que m es uno a uno, supongamos que m(S) = m(T), siendo 
S = (s ik ) y T = ( tik ). Las ecuaciones (16.19) y (16.21) demuestran que S(ek) = 
= T(et) para cada elemento base e/t, as( que S(x) = L(a:) para todo x de V, y por 
tanto S = T. 

Observation: La funcion m es un isomorjismo. Elegidas unas bases, m establece 
una correspondencia uno a uno entre el conjunto de las transformaciones S£ (V, W) y 
el conjunto de las matrices m X n. Las operaciones de adicion y multiplicacion por 
escalares se conservan a traves de esa correspondencia. Los espacios lineales S' (V, W) 
y M m ,„ se dice que son isomorjos. Incidentalmente, el teorema 16.11 demuestra que el 
dominio de una transformacion lineal uno a uno tiene la dimf*"'' : ' < 'n igual a su recorrido. 
Por consiguiente, dimS(V, W) = dimM„,,„ = mn. 

Si V = W y elegimos la misma base para ambos, la matriz m(I ) correspon- 
diente a la transformacion identica I:V -* V es una matriz diagonal con los ele- 
mentos de la diagonal iguales a 1 y todos los demas iguales a 0. Esta se llama 
identidad o matriz unidad y se designa con / o con I„. 


16.13 Multiplicacion de matrices 

Algunas transformaciones lineales pueden multiplicarse por medio de la com- 
posicion. Definiremos ahora la multiplicacion de matrices de manera que el pro- 
ducto de dos matrices corresponda a la composicion de las transformaciones linea¬ 
les que ellos representan. 

Recordemos que si T-U V y S-V -> W son transformaciones lineales, su 
composicion ST: U W es una transformacion lineal dada por 

ST(x) = S(T(jc)] para todo x de U. 

Supongamos que U, V, y W son de dimension finita, por ejemplo 
dim U = n, dim V = p, dim W=m. 
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Elijamos bases para U, V, y W. Con relacion a esas bases m{S) es una matriz 
m X p, T es una matriz p X n , y ST es una matriz m X ti . La si- 
guiente definicion de multiplicacion de matrices nos permite deducir la relacion 
m(ST ) = m(S)m(T). Esto extiende a los productos la propiedad de isomorfismo. 


definici6n. Sean A una matriz m X p cualquiera, y B una matriz p X n 
cualquiera, tales como 


A = («„& 


b = (bj;^. 


El producto AB se define como la matriz m X n C = (c,,) cuyo elemento ij viene 
dado por 


(16.22) 


c ii 

k—1 


ik^kj ' 


Observation: El producto AB solo esta definido si el numero de columnas de 
A es igual al de filas de II. 


Si escribimos Ai para expresar la fila i de A y B j para la columna 
j de B, y las imaginamos como vectores de dimension p, la suma (16.22) es sim- 
plemente el producto escalar At • B’. Es decir, el elemento.//' de AB es el producto 
escalar de la fila / de A por la columna j de B: 

ab = (A t • bX;! 1 • 

Asf pues, la multiplicacion de matrices puede considerarse como una generaliza- 
cion del producto escalar. 


ejemplo 1. Sean A = 

‘ 3 

1 T 

y B = 

'4 

5 

6" 

-1 


-1 

1 o. 


_0 

2 


Puesto que A es 2 X 3 


y B es 3 X 2, el producto AB es la matriz 2X2 


AB = 


~A X • B 1 

A x - B 2 ~ 


Al 

2V 

_A 2 ■ Bi 

A 2 ■ B\ 


_ 1 

— 7_ 


Los elementos de AB se calculan asf 

A x ■ B l = 3 ■ 4 + 1 • 5 + 2 • 0 = 17, A v - B 2 = 3 • 6 + 1 ■ (-1) + 2 • 2 = 21 , 

An- = (—1)4 + 1 • 5 + 0-0 = 1, A s - B 2 = (—I) - 6 + 1 - (-I) + 0-2 = -7 . 
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ejemplo 2. Sea 

- 2 ' 

1 . 

2 _ 

Aqui Aes2x3yBes3X 1, con lo que AB es la matriz 2x1 dada por 


A = 


2 1 -3 

1 2 4 


B = 


AB = 


\A t ■ S 1 ' 


1 

1 

VD 

1 

to 

to 


1 

oo 

1_ 


Puesto que A r B 1 = 2 ■ (-2) + 1 • 1 + (-3) • 2 = -9 y A 2 ■ B l = 1 ■ (-2) + 
+ 2 • 1 + 4 • 2 = 8. 

ejemplo 3. Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo tamano, enton- 
ces AB y BA estan definidas. Por ejemplo, si 


r3 4i 


encontramos que 



'13 

8" 


r-i ion 

AB = 

_ 2 

— 2_ 

, BA = 

i 

N) 

1_ 



Este ejemplo prueba que en general AB BA. Si AB = BA, decimos que A y B 
son permutables o que conmutan. 


ejemplo 4. Si I p es la matriz identidad p X p,entonces I P A = A para toda 
matriz A, p X n, y BI P = B para toda matriz B, m X p. Por ejemplo. 


'1 

0 

O' 


"2" 


'2' 






"1 

0 

0" 





0 

1 

0 






'l 

2 

3~ 






'l 

2 

3 


3 

= 

3 





0 

1 

0 




_0 

0 

1 






4 

5 

6 






4 

5 

6 


_4_ 


_4_ 






_0 

0 

1 






Demostramos seguidamente que la matriz de una composicion ST es el pro- 
ducto de las matrices m(S) y m(T). 
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teorema 16.16. Sean T:U -* V y S:V W dos transformaciones lineales, 
donde U, V, W son espacios lineales de dimensidn finita. Entonces, elegidas urns 
bases fijas, las matrices de S,T y ST estdn relacionadas por la ecuacidn 

m{ST) = m(S)m(T ). 

Demostracidn. Supongamos que dim U = n, dim V = p, dim W = m. Sean 
(u,,..., u«) una base para U,(v i, v p ) una base para V, y (m/j ...., w„) una 
base para W. Con relacidn a esas bases tenemos 


ms) = lf 

donde 

S(v k ) = 2 s ik w f 

t-1 

para 

k= 1,2,.. 


MT) = (uXT-i . 

donde 

T(u j ) = '^ i t kj v k 

para 

j - 1, 2,.. 

•» n . 


Por consiguiente, tenemos 


snu ,) = smu,)]=it„s(v k )=i t „is ik w< - i (is ik tJ Wi , 

fc—1 l-l t-1 i -1 \»r—1 / 


con ello encontramos que 

m(ST) = ( = m(S)m(T). 

\jfc-i k,j-i 

Ya hemos observado que la multiplicacidn de matrices no siempre satisface 
la ley conmutativa. El teorema siguiente prueba que satisface las leyes asociativa 
y distributiva. 

TEOREMA 16.17. LEYES ASOCIATIVA Y DISTRIBUTIVA PARA LA MULTIPLICA- 

ci6n de matrices. Dadas las matrices A, B, C. 

a) Si los productos A(BC ) y ( AB)C tienen sentido, tenemos 

A(BC) = ( AB)C (ley asociativa). 

b) Supongamos que A y B sean del mismo tamano. Si AC y BC tienen sen¬ 
tido, tenemos 

{A + B)C = AC + BC (ley distributiva por la derecha), 

en tanto que si CA y CB tienen sentido, tenemos 

C(A + B) = CA + CB (ley distributiva por la izquierda). 
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Demostracion. Esas propiedades pueden deducirse directamente a partir de 
la definicion de multiplicacion de matrices, pero preferimos razonar del siguiente 
modo. Introduzcamos los espacios lineales de dimension finita U, V, W, X y las 
transformaciones lineales T:U -> V, S:V W, R:W X tales que fijadas unas 
bases, tenemos 


A = m{R), B - m(S), C = m(T). 

Segun el teorema 16.16, es m(RS) = AB y m(ST) = BC. De la ley asociativa 
para la composicion, encontramos que R(ST ) = ( RS)T. Aplicando el teorema 
16.16 una vez mas a esa ecuacion, obtenemos m(R)m(ST) = m(RS)m(T ) o 
A(BC) = ( AB)C , que demuestra a). La demostracion de b) puede hacerse con 
un razonamiento parecido. 

definicion. Si A es una matriz cuadrada, dejinimos la potencia entera de 
A por induccion como sigue: 

A 0 = I, A n = AA B_1 para n > 1. 


16.16 Ejercicios 


r 1 —4 2 

1. Si A = 

L-l 4 -2. 

BA, AC, CA, A(2B - 3C). 



■ i 

2" 


"2 

2' 

. B = 

-i 

3 

C = 

J 

1 

-1 


5 

— 2_ 


1 

—3_ 


, calcular B + C, AB, 


2. Sea A 


o r 
0 2 


. Hallar todas las matrices B, 2x2, tales que a) AB = O; b) BA = O. 
3. Hallar en cada caso a, b, c, d para que se satisfaga la ecuacion dada. 


(a) 


o 

o 

o 


V 


T 

10 0 0 


b 


9 

0 10 0 


c 


6 

I 

O 

o 


d_ 


_5_ 


(b) 


'abed' 
14 9 2 


1 0 2 O' 
0 0 11 
0 10 0 
0 0 10 


1 0 6 6 ‘ 
Ll 9 8 4, 
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4. Calcular en cada caso AB — BA. 



n 2 2" 

1 


" 4 

i r 


(a) A = 

2 1 2 

, 5 = 

-4 : 

2 0 



1 2 3_ 



1 : 

2 1 _ 



* 2 0 

i 0' 



- 3 

1 -2" 

(b) A = 

1 1 

2 

» 

B = 

3 

-2 4 


_ —1 2 

: 1 



-3 

5 11 


5. 


6 . 


St A es un matriz cuadrada, demostrar que 


m > 0, n > 0. 


Sea A = 


'1 

0 


r 

i 


. Comprobar que A 2 = 


1 

0 


A"A" 1 = A n+m para todos los enteros 


2 ' 

1 


y calcular A n . 


7. 


Sea A = 


cos 6 
sen 6 


—sen 0 
cos 0 


Comprobar que A 2 


cos 26 
sen 2 6 


— sen 20* 
cos 2 0_ 


y calcular 4". 



"1 

1 

r 


'1 

2 

3" 

8. Sea A = 

0 

1 

i 

. Comprobar que A 2 — 

0 

1 

2 


0 

0 

i 


0 

0 

1 


Calcular A 3 y A 4 . Suponer 


una formula general para A" y demostrarla por induction. 


9. Sea A = 


1 

-1 


0* 

1 


Demostrar que A 2 = 2A — / y calcular A 100 . 


10. Hallar todas las matrices A, 2 X 2, tales que A 2 = O. 

11. a) Probar que una matriz A, 2x2, conmuta' con cualquier matriz 2 X 2 si y solo si 
A conmuta con cada una de las cuatro matrices 


ri o- 


*o r 


O 

o 


r° °l 

O 

o 

1 

’ 

-0 0 . 

’ 

o 

1 _ 

’ 

i 

o 

_i 


b) Hallar todas esas matrices A. 

12. La ecuacion A 2 = / se satisface para cada una de las matrices 2x2 


[i o- 


r 1 »i 


ri bi 

O 

1_ 


a 

i_ 

’ 

-1 

7 

o 
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donde bye son numeros reales arbitrarios. Hallar todas las matrices A, 2x2, tales 
que A 2 = I. 



- 2 

-r 


~7 

6' 

13. Si A = 

-2 

3 

y B = 

.9 

8. 


AC =B y DA = B. 


hallar matrices C y D, 2 X 2, tales que 


14. a) Comprobar que las identidades algebraicas 

(A + Bf = A 2 + 2AB + B 2 y (A + B)(A - B) = A 2 - B 2 


no son ciertas para las matrices 2 X 2, A = 


1 

0 




0 “ 

2 


b) Modiftcar el segundo miembro de esas identidades para obtener formulas validas 
para todas las matrices cuadradas A y B. 

c) ^Para que matrices A y B son validas las identidades establecidas en a)? 


16.17 Sistemas de ecuaciones lineales 

Sea A = (an) una matriz m X n de numeros dada, y sean c a ,..., c m otros 
m numeros. Un conjunto de m ecuaciones de la forma 

n 

(16.23) 2 a »fc x it= c < para i = 1, 2,. .., m , 

k= 1 

se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas. Consideramos 
x l ,.. ., x„ como incognitas. Una solucion del sistema es una n-pla cualquiera de 
numero (x^ ,..., x„) para los que se satisfacen todas las ecuaciones. La matriz A 
se llama matriz de los coeficientes del sistema. 

Los sistemas lineales pueden estudiarse por medio de las transformaciones 
lineales. Elegimos las bases usuales de vectores coordenados unitarios en V n y V m . 
La matriz de los coeficientes A determina una tr'ansformacion lineal, T: V„ V m , 
que aplica un vector arbitrario x = (x, ,..., x„) de V„ en el vector y = (y, ,. . ., 
y m ) de V m dado por las ecuaciones lineales 

n 

U = 1a ik x k 

fe= 1 


para i = 1, 2, . . ., m . 
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Sea c = (c 1 ,, c m ) el vector de V m cuyos componentes son los numeros que 
aparecen en el sistema (16.23). Este sistema puede escribirse mas sencillamente 
poniendo 


T(x) = c . 

El sistema tiene una solucion si y solo si c esta en el recorrido de T. Si un solo 
x de V„ se aplica en c, el sistema tiene una sola solucion. Si mas de un x se 
aplica en c, el sistema admite mas de una solucion. 

ejemplo 1. Un sistema sin solucion. El sistema x -f- y = 1, x + y = 2 
no tiene solucion. La suma de dos numeros no puede ser a la vez 1 y 2. 

ejemplo 2. Un sistema con solucion unica. El sistema x + y = 1, 
x — y = 0 tiene exactamente una solucion: ( x , y) = (£, 5). 

ejemplo 3. Un sistema con mas de una solucion. El sistema x + y = 1, 
que consta de una ecuacion con dos incognitas, tiene mas de una solucion. Dos 
numeros cualesquiera cuya suma sea 1 dan una solucion. 

A cada sistema lineal (16.23), podemos asociar otro sistema 


xi“,k x ic = 0 para i = 1,2,... ,m , 

obtenido reemplazando cada c, en (16.23) por 0. Este se llama el sistema homo¬ 
geneo correspondiente al (16.23). Si c =*■ O. el sistema (16.23) se llama no ho¬ 
mogeneo. Un vector x de V„ satisfara el sistema homogeneo si y solo si 


m = o. 


donde T es la transformacion lineal determinada por la matriz de los coeficientes. 
El sistema homogeneo tiene siempre la solucion x — O, pero puede tener otras. 
El conjunto de soluciones del sistema homogeneo es el nucleo de T. El teorema 
siguiente expone la relacion entre las soluciones del sistema homogeneo y las del 
sistema no homogeneo. 

teorema 16.18. Supongamos que el sistema no homogeneo (16.23) tenga 
una solucidn, por ejemplo b. 

a) Si un vector x es una solucidn del sistema no homogeneo, entonces el 
vector v = x — b es una solucidn del correspondiente sistema homo¬ 
geneo. 
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b) Si un vector v es una solucidn del sistema homogeneo, el vector x = v + b 
es una solucidn del sistema no homogeneo. 

Demostracidn. Sea T: V„ -* V„ la transformacion lineal determinada por la 
matriz de los coeficientes, como antes se ha dicho. Puesto que b es una solucion 
del sistema no homogeneo tenemos T(b) — c. Sean x y v dos vectores de V„ tales 
que v = x — b. Entonces tenemos 


T(v) = T(x - b) = T(x) - T(b) = T(x) - r. 

Por consiguiente T(x) — c si y solo si T(v) — O. Esto demuestra a la vez a) y b). 


Este teorema prueba que el problema de hallar todas las soluciones de ur 
sistema no homogeneo se escinde en dos partes: 1) Hallar todas las soluciones 
v del sistema homogeneo, esto es, determinando el nucleo de T; y 2) hallar una 
solucion particular b del sistema no homogeneo. Sumando b a cada uno de los 
vectores v del nucleo T, se obtienen todas las soluciones x = v + b del sistema 
no homogeneo. 

Sea k la dimension de N(T). Si podemos encontrar k soluciones independien- 
tes v\ del sistema homogeneo, ellas formaran una base para N{T), y po¬ 

demos obtener cualquier v de N(T) formando todas las combinaciones lineales 

v = 'l®! + • • • + hv k , 


donde t 1 ,,tk son escalares arbitrarios. Esta combinacion lineal se llama solu¬ 
cidn general del sistema homogeneo. Si b es una solucion particular del sistema no 
homogeneo, entonces todas las soluciones x vienen dadas por 


x = b + t x v x -(--b t k v k . 


Esta combinacion lineal se llama solucidn general del sistema no homogeneo. 
El teorema 16.18 puede ponerse en esta otra forma: 

teorema 16.19. Sea T:V„ V m la transformacion lineal tal que T(x) = y , 
donde x = (x,. x n ), y = (y x ,..., y m ), e 

n 

yi = '2, a ucXk P^a i = 1, 2,.. ., m . 

k= 1 
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Sea k la dimension del nucleo de T. Si v x ...., vk son k soluciones independien- 
ies del sistema homogeneo T(x) = O, y si b es una solucidn particular del sistema 
no homogeneo T(x) = c, entonces la solucidn general del sistema no homogeneo es 

x = b - E + • • ■ + t k v k , 


Este teorema no nos dice como encontrar una solucion particular b del sis¬ 
tema no homogeneo, ni las soluciones ,..., vk del sistema homogeneo. Nos dice 
tan solo lo que puede obtenerse cuando el sistema no homogeneo tenga una so¬ 
lucidn. El siguiente ejemplo, aunque muy sencillo, ilustra el teorema. 

ejemplo. El sistema x + y = 2 tiene como sistema homogeneo asociado la 
ecuacion x + y = 0. Por consiguiente, el nucleo consta de todos los vectores de 
V 2 de la forma ( t , —t), siendo t arbitrario. Puesto que ( t , — t) — f(l, — 1), este es 
un subespacio uni dimensional de V 2 con base (1, —1). Una solucidn particular 
del sistema no homogeneo es (0, 2). Por tanto, la solucidn general del sistema no 
homogeneo viene dada por 

(x,y) = (0, 2) + f(l, — 1) o x = t, y = 2 — t, 
siendo t arbitrario. 


16.18 Tecnicas de calculo 

Volvamos al problema del calculo efectivo de las soluciones de un sistema 
lineal no homogeneo. Aunque se han desarrollado muchos metodos para atacar 
este problema, todos exigen calculos considerables si el sistema es de gran tama- 
no. Por ejemplo, para resolver un sistema de diez ecuaciones con el mismo numero 
de incognitas pueden ser necesarias varias floras de calculos, incluso con la ayuda 
de un calculador manual. 

Vamos a comentar un metodo muy utilizado, que se llama metodo de elimi- 
nacion de Gauss-Jordan, que es relativamente sencillo y puede programarse facil- 
mente para calculadores electronicos de aha velocidad. El metodo consiste en la 
aplicacion de tres operaciones fundamentals a las ecuaciones lineales del sistema: 

1) Intercambio de dos ecuaciones. 

2) Multiplicacion de todos los terminos de una ecuacion por un escalar no 
nulo. 

3) Suma de una ecuacion a otra multiplicada por un escalar. 
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Cada vez que efectuamos una de esas operaciones en el sistema obtenemos un 
nuevo sistema con las mismas soluciones. Dos sistemas con las mismas soluciones 
se llaman equivalentes. Efectuando esas operaciones una tras otra de modo siste- 
matico llegamos por fin a un sistema equivalente que puede resolverse a simple 
vista. 

Ilustraremos el mdtodo con algunos ejemplos particulares. Se vera entonces 
cdmo se aplica el mdtodo en general. 

ejemplo 1. Sistema con solucidn unica. Consideremos el sistema 


2x — 5y + 4z = —3 
x-2y+ z = 5 
x — Ay + 6z = 10 . 


Este sistema tiene solucidn unica, x=124, y=75, z = 31, que obtendremos por el 
mdtodo de eliminacidn de Gauss-Jordan. Para evitar trabajo no copiamos las le- 
tras x, y, z ni los signos de igualdad, sino que trabajaremos con la matriz ampliada 


(16.24) 


'2 

-5 

4 

-3' 

1 

-2 

1 

5 

_1 

-4 

6 

10 


obtenida por la adjuncidn de los segundos miembros del sistema a la matriz de 
los coeficientes. Las tres operaciones bdsicas antes mencionadas se efectuan con 
las filas de la matriz ampliada y se llaman operaciones fila. En cualquier fase del 
proceso podemos poner las letras x, y, z e intercalar los signos de igualdad en las 
verticales correspondientes obteniendo ecuaciones. Nuestro objetivo es llegar a 


(16.25) 


"1 

0 

0 

124" 

0 

1 

0 

75 

_0 

0 

1 

31 . 


la matriz ampliada despuds de una sucesidn de operaciones fila. El correspondiente 
sistema de ecuaciones es x = 124, y = 75, z = 31, que nos da la solucidn 
deseada. 



Tecnicas de calculo 


747 


El primer paso es obtener un 1 en el vertice superior izquierdo de la matriz 
Podemos hacerlo intercambiando la primera fila de la matriz dada (16.24) 
con la segunda o con la tercera. O bien, podemos multiplicar la primera fila por 
I- Intercambiando las filas primera y segunda, obtenemos 


'1 

-2 

1 

5' 

2 

-5 

4 

-3 

1 

-4 

6 

10_ 


El paso siguiente consiste en convertir todos los restantes elementos de la 
primera columna en ceros, dejando el primero intacto. Basta para ello multiplicar 
la primera fila por — 2 y sumar el resultado a la segunda fila. Luego multiplica- 
mos la primera fila por — 1 y sumamos el resultado a la tercera. Despues de esas 
dos operaciones, obtenemos 


(16.26) 


'1 

-2 

1 

5" 

0 

-1 

2 

-13 

_0 

-2 

5 

5_ 



~-l 2 

-13' 

Repetimos ahora el proceso en la matriz reducida 

-2' 5 

5_ 


aparece junto a los dos ceros. Podemos obtener 1 en su vertice superior izquierdo 
multiplicando la segunda fila de (16,26) por —1. Esto nos da la matriz 


'1 

-2 

1 

5“ 

0 

1 

-2 

13 

_0 

-2 

5 

5_ 


Multiplicando la segunda fila por 2 y sumando el resultado a la tercera, conse- 
guimos 


(16.27) 


'1 

-2 

1 

5' 

0 

1 

-2 

13 

_0 

0 

1 

31_ 


A1 llegar aquf, el correspondiente sistema de ecuaciones viene dado por 

x — 2y + z = 5 
y - 2z = 13 
z = 31 . 
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Estas ecuaciones pueden resolverse sucesivamente partiendo de la tercera y tra- 
bajando hacia atras, dandonos 

z = 31, y ~ 13 + 2z = 13 + 62 = 75, * = 5 + 2y - z = 5 + 150 - 31 = 124. 

O bien, podemos continuar el proceso de Gauss-Jordan convirtiendo en ceros 
todos los elementos situados por encima de la diagonal de unos en la segunda 
y en la tercera columnas. Multiplicando la segunda fila de (16.27) por 2 y su- 
mando el resultado a la primera, obtenemos 


'l 

0 

-3 

31 

0 

1 

-2 

13 

_0 

0 

1 

31 


Por ultimo, multiplicamos la tercera fila por 3 y sumamos el resultado a la primera 
fila, y luego multiplicamos la tercera fila por 2 y sumamos el resultado a la se¬ 
gunda con lo que llegamos a la matriz (16.25). 

ejemplo 2. Sistema con mas de una solucion. Consideremos el siguiente 
sistema de 3 ecuaciones con 5 incognitas: 

2x — 5 v + 4z + u — v = — 3 
(16.28) x - 2y + z - u + v = 5 

x — 4y + 6z + 2u — v = 10 . 

La correspondiente matriz ampliada es 


'2 

-5 

4 

1 

-1 

-3~ 

1 

-2 

1 

-1 

1 

5 

_1 

-4 

6 

2 

-1 

!0 


Los coeficientes de x,y, z y los segundos miembros son los mismos que los del 
ejemplo 1. Si efectuamos las mismas operaciones fila que en el ejemplo 1, llega¬ 
mos a la matriz ampliada 


'l 

0 

0 

-16 

19 

124" 

0 

1 

0 

-9 

11 

75 

_0 

0 

1 

-3 

4 

31_ 
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El correspondiente sistema de ecuaciones puede resolverse respecto a x, y, z en 
funcion de u y v dandonos 

x = 124 + 16 u — I9v 
y = 75 + 9w — lit? 
z = 31 + 3 u — 4v. 

Si hacemos u — t, y v — f 2 , siendo t , y numeros reales arbitrarios, y determi- 
minamos x, y, z mediante esas ecuaciones, el vector (*, y, z, u, v) de V : , dado por 

(x,y, z, u, v) = (124 + \6t 1 - \9t 2 ,75 + 9 t x - 1 \t 2 , 31 + 3^ - 4 1 2 , t 2 , r 2 ) 

es una solucion particular del sistema no homogeneo (16.28). Los dos vectores 


(x,y, z, u,v) = (124, 75,31,0, 0) + ^(16, 9, 3, 1,0) + t 2 (-19, -11, -4, 0, 1). 

Esta ecuacion nos da la solucion general del sistema. El vector (124, 75, 31, 0, 0) 
es una solucion particular del sistema no homogeneo (16.28). Los dos vectores 
(16, 9, 3, 1, 0) y ( —19, —11, —4, 0, 1) son soluciones del correspondiente sis¬ 
tema homogeneo. Puesto que son independientes, constituyen una base para el 
espacio de todas las soluciones del sistema homogeneo. 

ejemplo 3. Sistema sin solucion. Consideremos el sistema 

2x — 5/ + 4z = —3 
(16.29) x — 2y + z = 5 

x - 4y + 5z = 10. 

Es identico al del ejemplo 1 excepto queen el coeficiente de z en la tercera ecuacion 
ha sido cambiado el 6 por un 5. La matnz amphada correspondiente es 


"2 

-5 

4 

-3" 

1 

-2 

1 

5 

_1 

-4 

5 

10. 


Aplicando las mismas operaciones fila usadas en el ejemplo 1 para transformar 
(16.24) en (16.27), llegamos a la matriz ampliada 


"l 

-2 

1 

5' 

0 

1 

-2 

13 

_0 

0 

0 

3! 


(16.30) 
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Cuando la ultima fila se expresa como ecuacion, llegamos a 0 = 31. Por consi- 
guiente el sistema original no tiene solucion puesto que los dos sistemas (16.29) 
y (16.30) son equivalentes. 

En cada uno de los ejemplos anteriores, el numero de ecuaciones no excedia 
al de incognitas. Si hay mas ecuaciones que incognitas, el proceso de Gauss- 
Jordan puede aun aplicarse. Por ejemplo, consideremos el sistema del ejemplo 1, 
que tiene la solucion x — 124, y = 75, z = 31. Si adjuntamos una nueva ecua¬ 
cion a este sistema que sea satisfecha por la misma terna, por ejemplo, la ecua¬ 
cion 2x — 3y + z = 54, entonces el proceso de eliminacion nos lleva a la matriz 
ampliada 


r 

l 

0 

0 

124" 

0 

1 

0 

75 

0 

0 

1 

31 

0 

0 

0 

0 _ 


con una fila de ceros en la parte inferior. Pero si adjuntamos una nueva ecuacion 
que no se satisfaga por la terna (124, 75, 31), por ejemplo la ecuacion 
x + y + z = 1, entonces el proceso de eliminacion nos conduce a la matriz 
ampliada de la forma 


"l 

0 

0 

124" 

0 

1 

0 

75 

0 

0 

1 

31 

_0 

0 

0 

a_ 


donde 0. La ultima fila nos da una ecuacion contradictoria 0 = a lo que 
prueba que el sistema no tiene solucion. 


16.19 Inversas de matrices cuadradas 


Sea A = (an) una matriz cuadrada n X n, tal que BA — I, siendo I la ma¬ 
triz identidad n X n, entonces A se llama no singular y B la inversa de A por 
la izquierda. 

Elegida la base usual de los vectores coordenados unitarios de V„, sea 
T-.Vn V„ la transformacion lineal con matriz m(T) — A. Tenemos entonces el 
siguiente 
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teorema 16.20. La matriz A es no singular si y solo si T es invertible. Si 
BA = I, entonces B = m(T _1 ). 

Demostracion. Supongamos que A es no singular y que BA = I. Demostra- 
remos que T(x) = 0 implica x — O. Dado x tal que T(x) = O, sea X la matriz 
columna n X 1 formada a partir de los componentes de x. Puesto que T(x) = O, 
la matriz producto AX es una matriz columna n X 1 formada por ceros, asi que 
B{AX) es tambien una matriz columna de ceros. Pero B(AX) = (BA)X — IX = X, 
por lo que todo componente de x es 0. Por consiguiente, T es invertible, y la 
ecuacion TT~ 1 = / implica que m(T)m(T~ A ) = / o Am(T -1 ) = I. Multiplicando 
a la izquierda por B, encontramos m(T~ l ) — B. Reciprocamente, si T es invertible 
entonces T~ l T es la transformacion identica asi que m(T~ l )m(T) es la matriz 
identidad. Por consiguiente A es no singular y m(T~ 1 )A = /. 

Todas las propiedades de las transformaciones lineales invertibles tienen su 
contrapartida para las matrices no singulares. En particular, las inversas por la 
izquierda (si existen) son unicas, y toda inversa por la izquierda es tambien in- 
versa por la derecha. Dicho de otro modo, si A es no singular y BA = I, enton¬ 
ces AB — I. Llamamos a B la inversa de A y la designamos por A~\ La inver¬ 
sa A~' tambien es no singular y su inversa es A. 

Seguidamente demostramos que el problema de la determinacion efectiva de 
los elementos de la inversa de una matriz no singular es equivalente a la resolu- 
cion de n sistemas lineales no homogeneos. 

Sea A — (a,j) no singular y sea A = (bn) su inversa. Los elementos de A 
y A' 1 estan Jigados por las ri 2 ecuaciones. 

n 

(16.31) 2>iA,- = 4f. 

k=l 


siendo 8 a =1 si i = j, y <5„ = 0 si i j. Para cada valor fijo de /, podemos 
considerar (16.31) como un sistema no homogeneo de n ecuaciones lineales con 
n incognitas 6„-, 6 2( -,..., b„j. Puesto que A es no singular, cada uno de esos 
sistemas tiene solucion unica, la columna j de B. Todos esos sistemas tienen la 
misma matriz de coeficientes A y difieren tan solo en sus segundos miembros. 
Por ejemplo, si A es una matriz 3X3, existen 9 ecuaciones en (16.31) que pueden 
representarse como 3 sistemas lineales que tienen las siguientes matrices ampliadas: 


>11 

a 12 

Alb 

r 


“«11 

a 12 

a 13 

O' 


A 

a 12 

a \3 

O' 

Oil 

a 22 

a 23 

0 


a 21 

°22 

a 23 

1 

, 

a 2 1 

a 22 

a 23 

0 

_ a 31 

a 32 

a 33 

0 


_ a 31 

a 32 

a 33 

0 


_ fl 31 

a 32 

a 33 

1 
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Si aplicamos el proceso de Gauss-Jordan, llegamos a las respectivas matrices am- 
pliadas 


‘1 

0 

0 

bn 


'1 

0 

0 

b 12 


'1 

0 

0 

bi3 

0 

1 

0 

^21 

» 

0 

1 

0 

b‘Z2 

> 

0 

1 

0 

ba 

_0 

0 

1 

bsi_ 


_0 

0 

1 

^ 32 . 


0 

0 

1 

bzz_ 


En la practica aprovechamos el hecho de que los tres sistemas’ tienen la misma 
matriz de coeficientes y resolvemos los tres sistemas de una vez trabajando con 
la matriz ampliada' 


'an 

a l2 

a 13 

1 

0 

O' 

a 2i 

a 22 

a 23 

0 

1 

0 

_ a 31 

a 32 

a 33 

0 

0 

1_ 


El proceso de eliminacion nos lleva a 


"1 

0 

0 

bn 

b\2 

b\3 

0 

1 

0 

bn 

b 22 

b 3 3 

0 

0 

1 

^31 

b 32 

^33_ 


La matriz de la parte derecha de la barra vertical es la inversa deseada. La de la 
izquierda es la matriz identidad 3x3, 

No es preciso conocer de antemano si A es no singular. Si A es singular, pode- 
mos aun aplicar el metodo de Gauss-Jordan, pero ocurre que en el proceso uno 
de los elementos de la diagonal se convierte en cero, y no sera posible transformar 
A en la matriz identidad. 

16.20 Ejercicios 


Aplicando el proceso de Gauss-Jordan a cada uno de los sistemas siguientes, determinar 
la solucion general, si existe. 


1. x + y + 3z = 5 
2x — y + 4z = 11 

—y+ z = 3. 

2. 3x + 2y + z = 1 
5x + 3y + 3z = 2 

x + y — z — 1. 


3. 3x + 2y + z = 1 
5x + 3y + 3z = 2 
7x + 4y + 5z = 3. 

4. 3x + 2y + z = 1 
5x + 3y + 3z = 2 
7x + 4y + 5z = 3 

x + y — z = 0 
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5. 3x — 2y + 5z + u = 1 

x + y — 3z + 2w = 2 
6x + / — 4z + 3« = 7. 

6. jc + y — 3z + u = 5 
2* — j + z —2u =2 
lx + y — Iz + 3u = 3. 


7. x + + 2z + 3u + 4v = 0 

2x -4- 2y + Iz + 11 u + ] 4v = 0 

3x + 3 y + 6z + 10« 4- 15t> = 0, 

8. x — 2y + z + 2u — —2 

2x + 3j — z — 5 u = 9 

4x — y + z — i/ = 5 

5x — 3_v + 2 z + u = 3. 


9. Demostrar que el sistema x + y + 2z = 2, 2x — y + 3z = 2, 5x — y + az = 6, tiene so¬ 
lution unica si a ^ 8. Hallar todas las soluciones cuando a = 8. 

10. a) Determinar todas las soluciones del sistema 

5x + 2 y — 6z + 2u = — 1 
j: — y 4- z — u = —2. 

b) Determinar todas las soluciones del sistema 

5* + 2_y — 6z + 2« = — 1 
x — y 4- z - it = -2 
x + y + z = 6. 


11. Este ejercicio nos indica como se determinan todas las matrices no singulares 2x2. 
Demostrar que 


"a 

b- 

~ d 

-b~ 

_c 

d_ 

c 

a_ 


Deducir que 


a b 
c d 


= (ad — bc)I. 

es no singular si y solo si ad — be ^ 0, en cuyo caso su inversa es 


1 


ad — be 


d -b 
—c a. 


Determinar la inversa de cada una de las matrices de los ejercicios del 12 al 16. 


12 . 


13. 


14 . 


2 3 4' 

2 11 . 

-1 1 2 _ 

'1 2 2 ' 
2-1 1 . 

1 3 2_ 

"i-2 r 

-2 5 -4 

1 -4 6 
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"1 2 3 4 ” 

0 12 3 
0 0 12 ’ 

_0 0 0 1 _ 

“0 1 0 0 0 0 " 

2 0 2 0 0 0 

0 3 0 10 0 

0 0 10 2 0 

0 0 0 3 0 1 

0 0 0 0 2 0 


16.21 Ejercicios varios sobre matrices 


1. Si una matriz cuadrada tiene una columna de ceros o una fila de ceros, demostrar que 
es singular. 

2. Para cada una de las proposiciones siguientes relativas a matrices n X n, dar una de- 
mostracion o un contraejemplo. 

a) Si AB + BA = O, entonces A 2 B 3 = B 3 A 2 . 

b) Si A y B son no singulares, entonces A + B es no singular. 

c) Si A y B son no singulares, entonces AB es no singular. 

d) Si A, B, y A 4- B son no singulares, entonces A — B es no singular. 

e) Si A 3 = O, entonces A — I es no singular. 

f) Si el producto de k matrices Aj... A k es no singular, cada una de las matrices A t es 
no singular. 
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3. Si A = 

1 

kSi 

, hallar una matriz no singular P tal que P~^AP = 



4. 


La matriz A = 


a 

j 


, donde P = —1, a = |(1 -f \/5), y b = |(1 - V5), tiene la 


propiedad de que A 2 = A. Describir en forma completa todas las matrices A, 2x2, 
con elementos complejos tales que A 2 = A. 

5. Si A 2 = A, demostrar que (A + I) k = / + ( 2 k — 1)A. 

6. La teon'a de la relatividad utiliza un conjunto de ecuaciones de la forma x' = a(x — vt), 
y' = y, z' — z, t' = a(t — vx/c 2 ). Aqui v representa la velocidad de un objeto que se 
mueve, c la velocidad de la luz, y a = c/\/c 2 — v 2 , donde jy < c. La transformacion 
que aplica el vector bi dimensional (x, t) en (x', t') se llama transformacion de Lorentz. 
Su matriz relativa a las bases usuales se designa con L(v) y viene dada por 


m 



1 
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7. 


Observese que L(i>) es no singular y que L(0) = 1. Demostrar que L(v)L(u) = L(w), 
siendo w = (« + l')c 2 /(ur + c 2 ). Es decir, el producto de dos transformaciones de 
Lorentz es otra transformacion de Lorentz. 

Si cambiamos las filas por las columnas en una matriz rectangular A, la nueva matriz 
asi obtenida se llama la transpuesta de A y se designa por A l . Por ejemplo, si tenemos 


"1 2 3' 
4 5 6 


entonces A 1 


“1 4~ 

2 5 

3 6 


Demostrar que las transpuestas tienen las propiedades siguientes: 

(a) (A<y = A. (b) ( A + B)' = A 1 + B‘. (c) (cvf) ( = cA>. 

(d) ( ABy = BM*. (e) (^4') 1 = (A" 1 ) 1 si A es no singular. 

8. Una matriz cuadrada A se llama matriz ortogonal si AA l = 1. Comprobar oue la matriz 


2X2 


cos 8 
sen 8 


— sen 0 
cos 6 


es ortogonal para cada numero real 8. Si A es cualquier 


matriz ortogonal n X n, demostrar que sus filas, consideradas cbmo vectores de V„, for- 
man un conjunto ortogonal. 

9. Para cada una de las proposiciones siguientes acerca de las matrices n X n, dar una 
demostracion o en su lugar un contra ejemplo. 

a) Si A y B son ortogonales, A + B es ortogonal. 

b) Si A y B son ortogonales, AB es ortogonal. 

c) Si A y AB son ortogonales, B es ortogonal. 

10. Matrices de Hadamard, llamadas asi por Jacques Hadamard (1865-1963), son aquellas 
matrices n X n con las propiedades siguientes: 

I. Cada eiemento es 1 o — 1. 

II. Cada fila, considerada como un vector de V„, tiene longitud igual a \ rt . 

III. El producto escalar de dos filas distintas cualesquiera es 0. 

Las matrices de Hadamard se presentan en ciertos problemas de geometrla y en la 
teoria de numeros, y han sido aplicadas recientemente en la codificacion optima para la 
comunicacion espacial. A pesar de su aparente simplicidad, presentan muchos problemas 
sin resolver. El principal problema no resuelto en este momento es el de determinar todos 
los valores de n para los que existe una matriz de Hadamard n X rt. Este ejercicio da 
idea de una solucion parcial. 

a) Determinar todas las matrices de Hadamard 2x2 (hay exactamente 8). 

b) Esta parte del ejercicio esboza una demostracion sencilla del siguiente teorema: 
Si A es una matriz de Hadamard n X n, siendo n > 2, entonces n es un multiplo de 4. 
La demostracion se basa en dos lemas muy sencillos relativos a los vectores en el espa 
cio de dimension n. Demostrar cada uno de esos lemas y aplicarlos a las filas de la 
matriz de Hadamard para demostrar el teorema. 


lema 1. Si X, Y, Z son vectores ortogonales de V n , se tiene 
(X+ Y)(X+Z) = ||Z|| 2 . 

lema 2. Pongase X = , x„), Y = (y t ,..., y„), Z = (z 1 ,..., z„). 

Si cada componente Xi, z, es 1 o —l, el producto ( xi + y,•)(*,- + z,) es0o4. 




SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 


Introduction 


*11.4 Ejercicios (pag. 9) 

1. (a) f b 3 (b) b 3 (c) -hb 3 (d) §6 3 + b (e) \ab 3 + be 

2. (c) \ab 4 + be 

b k+1 ab k+1 

3. (b) s n < < S n (c) j- + be 


12.5 Ejercicios (pag. 19) 

1. A = {1, -1}, B = {1}, £ = {1}, D = _{2}, E = {1, -17}, 

F = {1, -17, -8 + \/47, -8 - V 7 47}. 

2. A ^ A, B c A, B ^ B, B Q C, B ^ E, B c F, C ^ A, C B, C Q C, C c E, C 


3. 

4. 

5. 


c F, D £ D, £ £ £, £ c F, F <= F. (No tener en cuenta las inclusiones «propias».) 
(a) cierta (b) cierta (c) falsa (d) cierta (e) falsa (0 falsa 

(a) cierta (b) cierta (c) cierta (d) cierta (e) falsa (f) falsa 

0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1,4}, {2, 3}, {2, 4},{3, 4}, {1, 2, 3}, {1,2, 4}, {1, 3, 4}, 
{2, 3, 4}, 5 


6. (a) falsa (b) falsa (c) falsa 

(g) cierta (h) falsa (i) cierta 

17. (c) A c c (d) si (e) Nc 


(d) "cierta (e) falsa (f) falsa 


14.4 Ejercicios (pag. 44) 

2. 1 - 4 + 9 - 16 + ••• + (-l) n+1 n 2 = (-l) n+1 (l +2+3 +■•■+«) 


3. 


1 1 1 
1 + 2 + i + "' + ^ 



4. 

5. 


n + 1 
2 n 


1 

n 
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Soluciones a los ejercicios 


(In + l) 2 

6 . (b) A( 1) falsa (c) 1+2 + •••+»< - 5 - 

O 

7. nj = 3 

14.7 Ejercicios (pag. 49) 

1. (a) 10 (b) 15 (c) 170 (d) 288 (e) 36 (f) f 

8. (b) n + 1 

9. constante = 2 

11 . (a) cierta (b) falsa (c) falsa (d) falsa (e) falsa (0 falsa 


14.9 Ejercicios (pag. 53) 

2. (flj, b 2 ), (o 2 , 6 5 ), ( a 3 , b 7 ), (o 4 , b 10 ), (o 5 , b 3 ), ( a s , b a ), (o v , b 9 ), (o 8 , b 4 ), ( a a , 6„), (o 10 , b 4 ) 

3. (a) falsa (b) cierta (c) cierta (d) falsa (e) falsa 

*1 4.10 Ejercicios varios sobre la induccion (pag. 54) 

1. (a) 10 (b) 1 (c) 7 (d) 21 (e) 680 (f) 1 

2. (b) 17 (c) 9 (d) No 

0 w+1 n 

5. TT a * = * ; TT a k = «»+1 • TT 

fc=i fc —1 t-=i 

8 . 2 " 

9. cierta si cada a k i> 0 
11. n > 4 


Capitulo 1 


1.5 Ejercicios (pag. 69) 

1. /(2) = 3, /(—2) = -1, —/(2) = —3, /“(+) = f, l//’(2) =i,/(n + 6) = o + 6 + 1, 
/■(a) + /(6) =o+6+2, f(a)f(b) = ab + a + b + 1 

2. /-(2) + *(2) = 2,/(2) -^(2) = 4, f(2)g(2) = -3,/(2)/ <? (2) = -3,/"[^(2)] = 0, 
*[/( 2 )] = - 2 , /-(o) +g(-a) = 2 + 2a,f(t)g(-t) = (1 + if 

3. <p(0) =4,^(1) =2,95(2) =2,95(3) =2,^-1) =6,^-2) = 8 , t = 1. 

4. a) Todo * b) Todo x y todo y c) Todo x y todo h d) Todo y 

e) Todo t f) Todo a 

5. (a) |*| < 2 (b) I/I < 1 (c) |/| > l (d) 0<o<4 (e) |j| < 4 

(f) |*| < 2 , * 5 ^ 0 

6 . (b) {* | 0 < * < 1} (c) {* | 2 < * < 4} d) El dominio es vacfo 

7. Se cortan cuando * = 0, 1, —1 

8 . Se cortan cuando * = — 1, — 3 

10 . (a) p(x) = 1 (b) p(x) = lx(x - 1 ) + 1 (c) p(x) = o*(* - 1 ) + 1 , a arbitraric 

(d) p(x) = o*(* — 1 ) + b, a y b arbitrarios 



Soluciones a los ejercicios 
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11 . 

(a) 

p(x) = ax(\ - 

*) + b, a 

y 

b arbitrarios 

(b) p(x) 

= c. 

c arbitrario 


(c) 

p(x) = ax, a arbitrario 

(d) 

p(x) 

= C, C 

arbitrario 




12 . 

(a) 

fc=0 

(b) 

n 

*=0 


2 

(c) 

«+!_! 

I- 

fc=0 





1.11 

Ejercicios (pag. 78) 









5. 

[nx] 

-SR] 

k= 0 ^ 










1.15 

Ejercicios (pag. 86 ) 









1 . 

(a) 

2 (b) 4 

(c) 

6 

(d) 

4 

(e) 

6 (f) - 

-6 



2 . 

Un : 

ejemplo : s(x) 

_ 5 
— 2 

si 0 

<. 

x <2, 

s(x) 

= — 1 si 

2 < 

x < 5 


5. 

(b) 

2 lLi kWk 

+ 1 

- V*) 

1 = 

2(21 - 

- 3\/2 

- a/3 - VS - 

\/6 - 

Vi) 

6. 

(c) 

x = 1 , x = | 










7. 

(a) 

13 










10 . 

(a) 

/(3) = l,/(4) 

= - 

l,/[/(3)] 

= 0 

(b) 

P = 14, p ■■ 

= 15 



11 . 

(a), 

(d), (e) 










12 . 

(a), 

(b), (c) 










1.26 

Ejercicios (pag. 102) 









1 . 

9 


6 . 

2 



11 . 

jj- 

8 


16. 

12 

2 7 

2 . 

18 


7. 

0 



12 . 

18 


17. 

-78 

3. 

16 


8 . 

0 



13. 



18. 

2 592 

3 5 

4. 

0 


9. 

6 



14. 



19.' 

5 6 /21 

5. 

1 

10 . 

11 



15. 

2 


20 . 

—2 n /l 

21 . 

(a) 

0 , f (b) 0 









22 . 

(a) 

i (b) C/2 










23. 

P(x) 

= 6x - 6x 2 










24. 

P(x ) 

= 4x + 8 x 2 + 

3 * 3 









27. 

(1 MtiZlfWd* 

si /I 

5* 0 ; 

( b 

- a)f(B) si / 

1 = 0 . 





Cap'itulo 2 


2.4 Ejercicios (pag. 116 > 

1 . 

2 . 

3. 

4. 


32 

~3~ 

3 £ 

3 

4 

3 

4 


1 

1 2 


4\/2 3\ 3/ 2 

~3 2~ 


1 

+ I2 


„ 4 \/2 3\ 3/ 2 1 

' ~3 2 + 6 

8 . -|(10 - 4V2) 


5. 
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Soluciones a los ejercicios 


9. 4(5\ ' 5 

10. i: 

11 . | 

12. i 


3) 


13. 

17. 


9V3 - 1 
27 

(a) 9tt/ 2 (b) tt/2 (c) -6tt 


14. 5 

15. 

16. o = -2 


2.8 Ejercicios (pag. 129) 

Observation: En los ejercicios del 1 al 13, n es un entero cualquiera. 

1 . (b) 57 t + mr 

2 . (a) j-n- + 2«77 (b) 2nn (c) 277 + 2nn (d) (2 n + 1)77 

tan * + tan v cot x cot y — 1 

6 . tan (x + y) = ----—— ; cot (x + y) = — -——-— 

J 1 — tan x tan y y cot x + cot y 

7. A = I, B = 1V3 

8. A = C cos a, B = C sen a 

9. C = (/l 2 + fl 2 ) 1/2 . si /l 2 4- B 2 0, elijase a de modo que a = A/C, sen a = B/C. 
si A = B = 0, elijase cualquier 1 a. 

10. C = 2\/2, a = 5 t7/4 

11. C = V2, a = -tt/4 

12. J77 4- «77 

13. I77 + 2ht7; 77 + 2/177 


17. 

(a) 1 - 1 

V 3 (b) 

1 - h 

-'2 

(c) 1 

(d) 1 

(e) 2 

(0 0 (g) 0 


(h) KV3 

- A/2) 






18. 

2 77 2 + 2 




21 . 

2 v / 2 - 

- 2 


19. 

1 + 77 3 /24 




22 . 




20 . 

0 




23. 

V3 + 

77/6 


24. 

V3 + \x ■ 

+ sen x + 77 

/6 si 0 < 

* < 

277/3 ; 2\/3 

- 4-* - 

- sen x + 

577/6 si 277/3 < x < 77 

25. 

(x 6 - x 3 )/3 

+ cos x — 

cos (x 2 ) 






26. 

1 








27. 

1 








2.11 

Ejercicios 

(pag. 136) 







5. 

4tt 3 /3 


9. 

877 



13. 

2 

6. 

7 r 


10. 

7r/8 



14. 

3t7/2 

7. 

2rr 


11. 

77/2 



15. 

977/2 

8. 

4tt 


12. 

2 





2.13 

Ejercicios 

(pag. 140) 







1. 

7tc 2 6 3 /3 

3. 

2/7/3 


5. 

77 2 /2 


7. T7 2 

2. 

7t/2 

4. 

3377/5 


6. 

77 2 /4 


8. 77/2 



Soluciones a los ejercicios 


9. 

3tt/10 11. 

277-'\/ 3 

13. 

(¥- - 4 V / 3)77r 3 

10. 

tt/2 12. 

h 

6 

5' 

14. 

«=* 

17. 

- (B 1 +4M + £ 2 ) 

D 




18. 

(a) 8^/5 (b) 2 tt 

(c) IOtt/3 

(d) 1 677 / 1 5 

2.15 

Ejercicios (pag. 144) 




1. 

60 lb-pie 



5. 3750 lb-pie 

2. 

125 joules; 0.8 metros 



6. 5000 lb-pie 

3. 

(a) 441 joules (b) 

425 joules 


7. 20 000 lb-pie 

4. 

a = 3, b = -2 



8. 21 800 lb-pie 

2.17 

Ejercicios (pag. 147) 




1. 

(a 2 + a6 + 6 2 )/3 



6. 2/77 

2. 

7 

12 



7. 2/77 

3. 

4 

3 



8. Ijn 

4. 

45 

28 



9. 1 

5. 

2/7r 



10. | 

11. 

c = a/Vl; c = a/(n + l) 1/n 



12. 

(a) w(x) = x (b) 

H>(x) = X 2 

(c) 

w(x) = X 3 

14. 

Las tres 




16. 

(a) LI 2 (b) Z. 3 /3 

(c) LlV 3 




17. (a) 7L/12 (b) 5A 3 /8 (c) V l5 L/6 

18. (a) 2L/3 (b) L 4 /4 (c) V2L/2 _ 

19. (a) 11L/18 (b) 31L 4 /192 (c)\V62L/12 

20. (a) 3L/4 (b) JJ/5 (c) VTl Lj5 _ 

21. (a) 21L/32 (b) 19L 5 /240 (c) Vl90L/20 

22. p(x) — x 2 para 0 < x < L da x = 3Z./4 

23. (a) 6/rr (b) 3V2/2 

24. T = 2n seg; 80 V3 

2.19 Ejercicios (pag, 153) 

1. x + x 2 /2 + x 3 /3 

2. 2y + 2/ + 8//3 

3. -§ + 2x + 2x 2 + 8x 3 /3 

4. -2* + 2x 2 - x 3 

5. (3x 5 + 5x 3 + 1369/15 

6. x 10 /5 + 2* 6 /3 - x 5 /5 - 2x 3 /3 + x 2 - x 

7 * + | x 3/2 _ 5. 

8. §(x 3 — x 3/2 ) + f(x 5/2 — x 5/4 ) 

9. senx 

10. 2 x 2 + sen(x 2 ) 
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15. 16V3/3 

16. 4a 5 /5 
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Soluciones a los ejercicios 


11. ijfx 2 — \x + cos (x 2 ) — cos x 

12. -j(x 3 — cos 3x + 1) 

13. -j(x 6 — x 3 + cos 3x — cos (3x 2 )) 

14. ij 2 — T se n2_y 

X 

15. 2sen- — + cos 2x 4- 

2 

16. |(x + n) + sen x + ^sen 2x 

17. 0, ±V'2 

18. (c) P(x ) = j(x “ W ) 2 — -2 (JC - W) (d) T? 

20. (b) ^(2) = 2A,g(5) = 5A (c) A = 0 


Capitulo 3 

3.6 Ejercicios (pag. 169) 


1. 

i 

5. 

2 1 

9. 

0 

13. 

2. 

-1 

6. 

-1 

10. 

0 

14. 

3. 

4 

7. 

1 

11. 

1 


4. 

1 

8. 

0 

12. 

-1 


22. 

a = (sen c — b)/c 

si 

c 5 * 0 ; 

si c = 0 no hay solucion 

a menos que b 


caso servira cualquier a. 

23. a = (2 cos c — 6)/c 2 si c ^ 0; si c = 0 no hay solucion a menos que b 
caso servira cualquier a. 

24. La tangente es continua para todo valor de x excepto en x = l tt + rm, 
entero cualquiera; la cotangente es continua para todo x excepto en x = 
un entero cualquiera. 

25. /(x) -» 1 cuandox -» 0. Se define /(0) = 1 para la continuidad en 0. 

28. No 

29. No 

30. /(x) -*• 0 cuando x -*■ 0. Se define /(0) = 0 para la continuidad en 0. 

32. /(x) ->-0 cuando x -*-0.Se define/(0) = 0 para la continuidad en 0. 

3.8 Ejercicios (pag. 174) 

1 . x 2 — 1, todo x 

2 . (x — l) 2 , todo x 

3. |x|, todo x 

4. 0,definida solo enx = 0 

5. x, x > 0 

11. -3 13. 1 

12. V3 14. 1 

21 . x 2 six>0; 0 si x < 0 


15. 1 

16. 2 


6. —x, x > 0 

7. sen Vx, x ^0 

8. V sen x, 2k-n < x <. (2k + 

Jx + \ x, x > 0 


9. 

10 . 


I 


X + Vx + Jx + Vx, 

17. 0 19 

18. 2 20 


1 

-1 


= 0, en cuyo 

= 2, en cuyo 

siendo n un 
mr, siendo n 


1 )n, k entero 

> 0 

1 

1 

2 



Soluciones a los ejercicios 


763 


22 . 1 si 1 < |*| < \/3; 0 en los demas valores de x. 

23. x 2 si x > 0; 0 si x < 0 

3.15 Ejercicios (pag. 183) 

l • g(y) = y - l; todo y 

2. g(y) - Uy - 5 ); todo y 

3. g(y) = 1 - y \ todo v 

4. g(y) =/ /s ; todo _v 

5. ^(y) =7 si / < 1; V /si 1 < / < 16; (// 8 ) 2 si_y > 16 

3.20 Ejercicios (pag. 190) 

3. 0,099 669 con error menor que una millonesima. 


Capitulo 4 


4.6 Ejercicios (pag. 204) 

1. /'(0) = l,/'(£) = 0,/'(l) = —1,/'(—10) = -19 

2. (a) 1, -2 (b) 0, -1 (c) 3, -4 

3. 2x + 3 

4. 4x 3 + cos * 

5. 4x 3 sen jc + x 4 cos x 

6 . — 1 /(jc + l) 2 

7. —2x/(x 2 + -l) 2 + 5 jt 4 cos a: — at 5 sen x 

8 . — 1 /(a: — l) 2 

9. senx/(2 4- cos A-) 2 

2a: 5 + 9a: 4 + 8a: 3 + 3x 2 + 2x - 3 

10 ' (x 4 + x 2 + l) 2 " 

1 — 2(senx + cos x) 

11. -- 

(2 — cos x) 2 

senx 4- x cos x 2x 2 sen a: 

12 ‘ 1 + x 2 (1 + x 2 ) 2 

13. (b) d 0 /32 seg (c) —v 0 pie/seg (d) 16 pie/seg ; 160 pie/seg,; 167 pie/seg 

(f) f(t) = v 0 r — 10/ 2 es un ejemplo 

14. 3x 2 , donde x es la longitud de una arista 
16. lx- 1 ' 2 

17 _1 

2\/x(l + V x) 2 

18. ix 1 ' 2 

19. -ir- 5 ' 2 

20. ix-W + ix- 2 ' 2 + ±x 3,4 

21. -^x- 3 '' 2 - |x- ,/3 - 1-x- 5 '' 4 


22 . 


23 


2y/ x(l + x) 2 

2 + Vx 


2(1 + Vx) 2 

26. secx(l +2tan 2 x) 
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Soluciones a los ejercicios 


27. 

x sec 2 x + tan x 

31. 

28. 

-(x “ 2 + 4x - 3 + 9x -4 ) 


29. 

2(1 + x 2 ) 

(1 -x 2 ) 2 

32. 

30. 

2(1 - 2 x) 

33. 

(1 - X + X 2 ) 2 

34. 



x cos x — sen x 


1 + cos x 
(x + sen x ) 2 
ad — be 
(ex + df 

(2x 2 + 3)sen x + 4x cos x 
(2x 2 + 3 ) 2 


35. 

36. 

37. 

38. 


( 2 ax + 6 )(senx + cos x) + (ax 2 + bx + c)(sen x — cos x) 
1 + sen 2 x 


a — d = 1; 6 = c = 0 
a = c = e = 0 ; 6 =/= 2 ; d = -1 


(a) 


nx ” +1 - (« + l)x n + 1 

(* - l ) 2 


(b) 


n 2 x n ' 3 — (2 n 2 + 2 « — l)x ’ i+2 + (/? + l) 2 x ’ !+1 — x 2 — x 
(x - l ) 3 


4.9 Ejercicios (pag. 211) 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 


1,3 

(a) -1,-1- (b) -4,0 (c) -2,4 

( 2 n + 1 )tt, donde n es un entero cualquiera 
a — —2, 6=4 
« = 1 , 6 = 0 , c = — 1 
(a) x x + x 2 + a (b) l(x x + x 2 ) 
Tangente en(3, —3);corta la curva en (0, 0) 
m = —2, b = —2, a = i, c = § 
a = 2c, b — —c 2 



a = cos c, b = sen c — c cos c 

_ 1 1 + 3\/x 3 1+ 4\/x + 5x 

-\/x(l + Vx) 2 ’ 2(x + Vx) 3 ’ 4 Vx(x + \ f xf 

a = —4, 6=5, c = —1, d = — 2 

(a) ^ (b) 2 (c) 4 

(a) cierta (b) cierta (c) Falsa si /'(«) 3 * 0. El li'mite es 2/ v (n) 
(d) Falsa si f'(a) * 0. El li'mite es \f’(a) 
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16. 


(a) D*(f + g) — (1 + glf)D*f 4- (1 + fjg)D*g cuando f(x) y g(x) no 
£*(/<?) =g*D*f+pD*g- 

D*m = (g 2 D*f -P D*g)/g i cuand0 g{x) ^ o 

(b) D*/(x) = 2 f(x) Df(x) 

(c) f(x) = c para todo x 


4.12 

1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 


Ejercicios (pag. 219) 


—2cos;c(l + 2sen.v) 
x/p 1 + x 2 

(2x 3 — 4x) sen x 2 — 2x cos x 2 + 2 sen x 3 + 6x 3 cos x 3 

-sen 2x cos (cos 2x) 

nsen "^ 1 x cos (n + l)x 

cos x cos (sen x) cos [sen (sen *)] 

2 sen *(cos x sen x 2 — x sen x cos x 2 ) 
sen 2 jt 2 

2 /(sen 2 x) 

16 cos 2x 
sen 3 2x 
1 + 2x 2 
Vl +x 2 
4(4 - x 2 )~ 3 ' 2 


2x 2 /I + x 3 VI* 
1 - jc 6 \l - x 3 } 


-(i +x 2 r 3 ' 2 

1 + 2p x + 4V 7 xg(x) 

8 Vxg(x)\/x +g(x) 

6 + 3x + 8x 2 + 4x 3 + 2x 4 -f 3x 5 
(2 + x 2 P 2 (3 + x 3 ) 2 ' 3 


, donde g(x) — Jx + -\/jc 


16. fXx) = (x + I)" 2 ; g'(x) = (2x + I)' 2 


X | 

h{x) 

h'(x) 

k(x) 

k'(x) 

0 

0 

-10 

0 

5 

l 

1 

5 

1 

12 

2 

2 

4 

2 

-10 

3 

3 

12 

3 

4 


es 0; 
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X 

<?'(*) 

<?"(*) 

0 

0 

0 

1 

3 

10 

2 

30 

36 


19. (a) 2xf(x 2 ) (c) f'lf(x)ifXx) 

(b) [/'(sen 2 *) -/'(cos 2 at)] sen 2x (d) f'(x)f’[f(x)]f{f[f(x)]} 

20 . (a) 75cm 3 /seg (b) 300cm 3 /seg (c) 3x 2 cm 3 /seg 

21. 400 Km/h 

22. (a) 20v/5pies/seg (b) 50\/2 pies/seg 

23. 7,2 mi/h 

24. (a) y (b) 5 /( 477 -) pies/min 

25. c = 1 + 367 r 

26. dVjdh = 7577 pies 3 /pies ; drjdt = 1/(157?) pies/seg 
66 , 

27. — cm 2 /seg 

28. « = 33 

29. (a) x = l y = J (b) |\/3 



4.19 Ejercicios (pag. 233) 

1 - a ) | b) decrece si x < j ; crece si x > § c) /' crece para todo x. 

2. a) ifV 3 b) / crece si \x\ > |\/3; decrece si |*| < |a/3 

c) / crece si x > 0 ; decrece si x < 0 . 

3- a) ±1 b) / crece si |*| > 1 ; decrece si \x\ < 1 c) /'crece si * > 0 ; 
decrece si x < 0 

4. a) 1,3 b) / crece si x < 1 o si x > 3; decrece si 1 < x < 3 c) /' crece 
si x > 2 ; decrece si x < 2 

5. (a) 1 (b) / crece si x > 1 ; decrece si x < 1 (c) /' crece para todo x 

6 . a) ninguno b) / crece si x < 0 ; decrece si x > 0 
c) f crece si x < 0 , o si jc > 0 
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7. a) 2 1/3 b) / crece si x < 0, o si x > 2 I/3 ; decrece si 0 < x < 2 1/3 
c) /' crece si x < 0, o si x > 0 

8. a) 2 b) / crece si x < 1, osi 1 < x <2; decrece si 2 < x < 3, o si 

* > 3 

c) /' crece si x < 1, o si * > 3; decrece si 1 < x < 3 

9. a) ±1 b) / crece si |jc| <1; decrece si |x| >1 c) /' crece si — \/3 < x < 0, 

o si x > \/3; decrece si x < —V 3, o si 0 < x < Vi 

10. a) 0 b) / crece si x < -3 o si -3 < x < 0; decrece si 0 < x < 3, 

o si x > 3 c) /' crece si |x| >3; decrece si |x| < 3 

Observation: En los ejercicios 11, 12 y 13, n representa un entero cualquiera. 

11. (a) Inn (b) / crece si nn < x < (n + \)n\ decrece si (n - |) n <x < tin 
(c) /' crece si (« — J)w < x < (« + JV; decrece si (n + £V < x < (« + 

12. (a) 2 nir (b) / crece para todo x 

(c) f crece si Inn < x < (2 n + \)n\ decrece si (2n — \)n < x < Inn 

13. (a) (2n + l)n (b) / crece para todo x 

(c) /' crece si (2 n + %)n < x < (2 n + \)n\ decrece si (2/7 — |)w < x < (2 n + iV 

14. (a) 0 (b) / crece si x > 0; decrece si x < 0 (c) /' crece para todo x 

4.21 Ejercicios (pag. 237) 

2. jL m anchc , \L m| largo 

3. ancho J'v/2/4, largo \/2A 

7, V2L 

10 . r = h = R/V 2 

12. r = // = 

13. r = 2R/3, h = H[3 

14. h = f/?, r = f\/2 7? 

15. Un rectangulo cuya base es doble de la altura 

16. Trapecio isosceles, base inferior el diametro, base superior igual al radio 


17. 

(a) 

6f, 6|, | 


(b) 

8 + 2V7, 2 + 2\/7, 5 - Vl 

18. 

Vs 


19. 

(a) 

35 Km/h; 519 ptas. 


(b) 

20 V5" Km/h; 669 ptas. 


(c) 

20 VT Km/h; 792 ptas. 


■(d) 

55 Km/h ; 902 ptas. 


20 . nlA 

21. pliegue =11 ’43 . VTcm; angulo = arctan \\/2 

22. (a) max = 3\/3 r ; min = 4r 
(b) \L 
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23, El rectangulo tiene por base 4P/(3ir -f 8 ), y por altura P( 4 + 97-)/(6tt + 16) 

24. V = 48w para 0 < h < 2; V = 4tt( 4 + /r) 3 /(9/i) para h > 2 

26. /I = 2(// 2 

27. m(t) =0 si c 2 > -J-; «;(0 = t 2 — \ si / 2 < J- 

*4.23 Ejercicios (pag. 245) 

df df d 2 f d 2 f 

1. f x = 4x 3 - 8 x/; = 4/ - 8 x 2 j; = 12x 2 - 8 /; ^ = 12/ - 8 x 2 ; 

3y ay 

2. f x = sen (x + / + x cos (x + /; f y = x cos (x + /; /„ = -xsen (x +/; 

fxx = 2 cos (x + y) - x sen (x + /; / xv = /„* = cos (x + j) - x sen (x + / 

3. Dj = y+ D 2 f = x - x>>- 2 ; ^.i/ = 0; Z > 2 / = 2xy- 3 ; Z) li2 / = D 21 f= 1 - y - 2 

4. /. = x(x 2 +/)-i/ 2 ; /„ = _y(x 2 +//1/ 2 ; f xx =/(x 2 + // 3 / 2 ; 

/*» = +/)- 3/2 ; U =f vx = -*K * 2 + /r 3/2 

5. /„„ = 6 x 2 7 cos (x 2 /) - 9x 4 / sen(x 2 /); 

f xy =f V x = 6 x/cos(x 2 /) - 6 x 3 / sen (x 2 /) 

fxy = fvx = 6 cos (2x - 3/ cos [cos ( 2 x - 3/] 4- 6 sen 2 (2x - 3/ sen [cos (2x - 3 ly)] 
dH dH d 2 f ■ d 2 f 

7 ’ d7dy = d^Tx = - 1{X + ^ )( * ~ ^ di = Ay(x ~ • y)_3; df " 4x(x - ^ 

8 . /«* = -3x/(x 2 +//V 2 ; / Vl/ = _x(x 2 - 2/)(x 2 +/)-8/2; 

/*» =fvx =/2x 2 -/)(x 2 + /)-5/2 


Capitulo 5 


5.5 Ejercicios (pag. 254) 

1. \(b' - a 4 ) 

2. - a 5 ) + 6(a 2 - b 2 ) 

3. |(6 5 - a 5 ) + 4 (6 4 - a 4 ) - (6 2 - a 2 ) - 2(6 - a) 


4 


5. (6 - a) + f(6 3/2 - a®/ 2 ) + *(6 2 - a 2 ) 

6. V2(6 3/2 - a 312 ) 

7. f(6 5/2 - a 5 ' 2 ) - 2(6 3/2 - a 312 ) + 7(6 1/2 - a 1/2 ) 

8. §(6 4/3 - a 4/3 - 6 2 / 3 + a 2/3 ) 

9. J(6 6 — a 6 ) — 3(cos b — cos a) 

10. f(6 7/3 — a 713 ) — 5(sen6 —sen a) 

14. /(/) = /; /'(/) = 2 - rr 

15. fit) = -sent; c = n/ 3 

16. /(/) = sen t — 1; c = 0 

17. f(x) = 2xi8; c = _i 

18. p(x) = 3 4- 2 -x + |x 2 
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19. f"{\) =2; /'"(l) = 5 

20. (a) (1 + X 2 )- 3 (b) 2x(l + .v 4 ) -3 (c) 2x(l + x 4 )~ 3 - 3x 2 (l + x 6 )” 3 

2x 13 3x 20 

1L 1 + x 8 “ 1 + x 12 

22. (a) 16 (b) 1 + |V2 (c) (36) 1 ' 3 (d) ’ 

23. /(a) = <?(3 — cosa ) 1/2 

24. (a) -77 (b) I -77 (c) 0 (d) -T 7 2 (e) 2^2 

25. (a) 77 - \ (b) I (c) a + (n -DO- 1) (d) l(t- 1) +(n -i)(/ - 1)2/2 

26. (a) ninguna (b) un ejemplo es /( x) = x + x 2 (c) ninguna 

(d) Un ejemplo es /(x) = 1 + x + x 2 para'x > 0, f(x) = 1/(1 — x) para x < 0 

28. (a) implica a y <5; (b) implica a; (c) implica a y ■, y; (d) implica a y <5; 

(e) implica a, <5, y e. 


5.8 Ejercicios (pag. 264) 


1. \(2x + 1)3/2 + C 

2. (-AK1 + 3jc)3/2 - (-£-)( 1 + 3^)3/2 + C 

3. f(x + l) 7 ' 2 - f(x + 1)3/2 + i(x + 1)3/2 + C 

4 _2_ 

‘t- 2 7 



1 

12 . 

5. 

4(x 2 + 2x + 2 ) 2 + C 

13. 

6 . 

l cos 3 x — cos x + C 

7. 

f (z - l) 7 /3 + I(z - 1 ) 4/3 + C 

14. 

8 . 

—5 esc 2 x 4 - C 

15. 

9. 

I “ V 3 

16. 


1 

17. 

10 . 

4- + c 

18. 


3 4- cos x 


2 

19. 

11 . 

/— + c 
ycos x 

20 . 


2(cos 2 — cos 3) 
cos x n 

-+ C 

n 

-W i - x« + c 

Id + o 9/4 - |(i + o 5/4 + c 

x(x 2 + 1 )- 1/2 + C 
- 4 >„(8 x 3 + 27)3/3 + c 
|(senx — cosx) 2/ 3 + C 

2 V 1 + 1/1 + X 2 + C 
-|(X - I) 2 ' 5 + C 


5.10 Ejercicios (p£g. 269) 

1. sen x — x cos x + C 

2. 2x sen x +2 cos x — x 2 cos x + C 

3. x 3 sen x + 3x 2 cos x — 6 x sen x — 6 cos x + C 

4. —x 3 cos x + 3x 2 senx + 6 x cos x — 6 sen x + C 

5. |sen 2 x + C 

6 . ^ sen 2x — |x cos 2 x + C 

15. (b) (5 t7/32)<3«_ 

17. §(3V31 +\/3 - 11.35) 

18. tanx—x; ^ tan 3 x — tan x + x 

19. — cotx — x; —5 cot 3 x + cot x + x 

20. (a) n = 4 (b) 2 
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*5.11 Ejercicios de repaso (pag. 272) 

1. £<*>(0) = 0 si 0 < k <, n - 1; g M (0) = n! 

2. 6x 6 - 15a: 4 + 10a: 3 + 1 

6. 3 

7 s.i 

9. y = 1 6x 2 /9 

10. (b) /'(0) = 0 

11. —§ cos 5a: + ^ sen 5a: — f a: cos 5ac 

12. J(1 + x 2 ) 312 

13. -310/20 

14. 37/8281 

15. + *o)o 

16. 1/265650 

17. cos | — cos 1 

18. [12(a: - l)i/ 2 - 24] sen (a: - l)i/ 4 - 4[(ac - I ) 3 / 4 - 6(x: - l)i/ 4 ] cos (x - l)i/ 4 

19. | sen 2 x 2 

20. -|(1 + 3 cos 2 x) 3 ' 2 
22. a = 9, b = 

TX 8_ 1.6 128 256 

15’ 35’ 315’ 693 

24. -1 3 -a: 1 3 + ijci 2 + iV u 
26. 3 




34. 

35. 


(a) 

(a) 


+ 2 

p(x) = - X 2 + X — 1 


P iM = a: - J; 

PJx) = X * - 2x 3 +x 2 - 


P 2 {x) = X 2 - X + i; 


- 1 .- 
3 0’ 


P b (x) = X 5 - f A 


P 3 (x) = a: 3 - | a: 2 


+ fx 3 - 


+ 2 ac; 

ly 

0 A 


Capitulo 6 


6.9 Ejercicios (pag. 289) 

1. (a) 1 (b) (a + b)ia + ab) 

2. (a) 0 (b) (c) 4 

3. crece si 0 < x < e, decrece si x > 

4. (2ac)/(1 + a: 2 ) 

5. ac/(1 + AC 2 ) 

6. a:/(a: 2 - 4) 

7. 1/(ac log x) 

8 . (2 lx) + I/(jclogx:) 

9. jc/(ac 4 -1) 



e; convexa si ac > e 3/2 , concava si 0 < a: < e 3/2 
1 n w(a: + V1 + x 2 ) n 
Vl + x 2 

11. 1/[2(1 +Vx + 1 )] 


12. log (ac 4- Va: 2 + 1) 

13. 1 l(a-bx 2 ) 

14. 2 sen (log a:) 
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15. — l/(x log 2 x) 

16. | log |2 + 3x| + C 

17. x log 2 ]x| — 2x log |x| +2 x + C 

18. \x 2 log |x| - \x 2 + C 

19. \x 2 log 2 |x| — §x 2 log |x| + £x 2 + C 

20. 3 

21. log |senx| + C 

22 - ^TT l0 8 H " (^jTTji + c si »*-l; h log 2 \ax\ + C si n = -1 

23. y (log 2 |x| - f log |jr| + |) + C 

24. log | log *| 4- C 


25. 

-2 





26. 

K-2 

+ log \x\)Vl + log ]j 

~\+c 



27.. 

7 lo s 

3 M -^^og 2 M + 

J^-X 4 log |x| - 

1 28-* 

4 + C 

34. 

4 log. 





35. 

3 + 3 log x. 




36. 

a log a 




6.17 

Ejercicios (pag. 304) 




1. 

3 e 3x-l 



6. 

2 X log 2 

2. 

8xe 4 * 2 



7. 

2 1+x2 x log 2 

3. 

— 2xe 

-x 2 


8. 

(cos x)e s “ 1 

A 

e Vx 



9. 

—(sen 2x)e cos2:c 


2V~x 



10. 

1 


gllx 


11. 

e x e e% 

5. 

X 2 



12. 

x e x 

e x e e e e 

13. 

e x (x - 

- 1) + C 




14. 

-e-*(x + 1) + C 


18. 

-|(x 2 +1 )e“* 2 + C 

15. 

e x (x 2 

- 2x + 2) + C 


19. 

b = e a , a arbitrario 

16. 

~\e~ 

2 *(x 2 + x + l) + C 


21. 

x*(l + log x) 

17. 

2(Vx 

- l)e^ x + C 


22. 

1 + (1 + 2x + 2x 2 )e : 





23. 

4(e x + e- x ) 2 

24. 

a“x a “- 

1 + ax'^a 1 " log a + <rV‘*(log a) 2 



25. 

l/[x log x log (log x)] 




26. 

e*(l - 

(. e 2*)-l/2 




27. 

x x x xX 

- + log x + (log x) 2 




28. 

(logx)^loglogx + log J 
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29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 


2*-i+iog * i 0 g * 

(log x) x_1 

^log - [x - 2(log x f + a: log * log (log x)] 

(sen x) 1+cos:t [cot 2 x — log (sen.*)] — (cos x) 1 ~‘'* x [tan 2 x — log (cos x)] 

^-2+1/35(1 _ 

54x — 36x 2 + 4x 3 + 2x 4 
3(1 - x) 2 (3 - x) 2 / 3 (3 + x) 5 / 3 



6.19 Ejercicios (pag. 308) 

16. f 

17- I 


18. senh x = cosh x = 
19 

ij. 12 
2 5 

6.22 Ejercicios (pag. 314) 


I a 
1 2 


12 . 


13. 


14. 


15. 


V4 — . 


si Ixl < 2 


VTT 2X-X 2 si l^-M<V2 

1 


\ x \ Vx 2 - 1 

cos a: 


si \x\ > 1 


V X 

16. ——:—: si x > 0 


17. 


2(1 +x) 
1 + x 4 


1 + x 6 


18. - 


2x 


|*| 0 + x 2 ) 


si x ^ 0 


29. arcsen p-r + C 

M 

X + 1 

30. arcsen-— + C 

Vi 


sen 2x 

19. —-j---j— si x ^ (k + \)-n 

sen 4 x + cos 4 x 2 


20 . 


1 


2(1 +x 2 ) 


cos x + senx 

21. - 7- - — si kn < x < (k 4- |)ti 


si x t 6 {k + JV, k entero 72. 


V sen 2x 
x 


x| V1 — X 2 
23. 1/(1 + x 2 ) si x * 1 

4x 


si 0 < Ixl < 1 


24. 


25. 


27. 


V1 — x 4 (arccos x 2 ) 3 
1 


si x < 1 


— SI X > 


2x Vx — 1 arccos (1 /V x) 

3x (1 + 2x 2 ) arcsen x 


(1 - x 2 )' 


(1 - x 2 )“/ 2 
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31. 

32. 


1 x 

- arctan — 1 - C 
a a 


1 


V ab 


arctan 



- x I + C si ab > 0; 
a 


log 


V|«| + xV\b\ 


33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 


2 \a\\/ —ab 

2 2x — 

—^ arctan- -= 

V 7 V7 


V |a| - xV\b\ 


+ C si ab <0 


1 


4 C 


|[(1 + .v 2 ) arctan x — x] + C 
x 3 2 + x 2 - 


V' 1 -x 2 + C 


— arccos x — 

3 v 

3|(1 4 a: 2 )(arctan x) 2 — x arctan ar 4 l log (1 + x 2 ) + C 

(1 + jc) arctan Vx — \ f x 4- C 
(arctan x) 2 + C 
-J(arcsen x + x\' 1 — x 2 ) + C 
(x - l)e ,mt,m * 


1 / x 

42. -^arctanar -— 2 

43. arctan e x + C 


+ C 


2V1 +jc 2 


(x 4- l)e :m ' t:1 


+ C 


arccot e x 

44. J log (1 + e~ 2x ) --- 1 - C 


.arctan x 


2V l +. 


+ c 


45. a arcsen- Va 2 — x 2 + C 

a 


2{b - a) 

46. -7 - r arcsen 

I b ~ a | 


x — a 
b — a 


+ C 


47. 

6.25 

1 . 

2 . 

3. 

4. 


b — a 


\\b — a\(Jb — a) arcsen 

Ejercicios (pag. 326) 

log |x — 2| + log \x + 5| + C 
(x + 2) 1 


+ iV(x — a)(b — x) [2x — (a + b)] + C 


•> log 


(x + 1)(jc + 3 ) 3 


+ C 


1 


3(jc - 1) 

ix 2 - X + log 


+ B log 


x — 1 
x + 2 


+ C 


5. log |jc + 11 - 


x 3 (x + 2) 
* - 1 
3 


+ 


+ C 
3 


4- C 


(2x 4 l ) 2 2x + 1 

6 . 2 log \x - 11 4 log (x 2 4 x 4 1) 4 C 

7. * 4 g arctan jc — ■§ arctan (x/2) 4 C 

8 . 2 log |jc| — log |jc 4 11 4 C 
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9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 
29. 


log kl - I log (x 2 + 1) + - 4- C 

2(x 2 + 1) 

9x 2 4- 50a- + 68 x ] (* + 1)(* + 2) 16 

4(x + 2)(x + 3) 2 + 5 ' 0g l x + 3) 17 

-J_ + ,og|, + ,| + c 

| log |x 2 - 1| - log |x| + C 
X + I log \x - 2\ - £ log \x 4- 3| + C 
4 

log |* - 2' 

1 


+ C 


+ C 


x - 2 
- arctan (x - 2) + C 


2 -x 

4 log |.r + 11 - | log |*| - f log |x + 2| + C 


log 


* + 1 
* - 1 


2(x 2 - 1) 


+ C 


(* - l ) 2 

I log ~ 2 ~r ——r + c 

X 2 + X + 1 


!og |*| + 


4- C 


1 


1 


1 


4* + 4x 2 + 8 > 0g 

Ul 


* — 2 


4- C 


log 


VI. 4-. 


— * 4- arctan *4 - C 


i log |(* — l)/(* 4- 1)[ — j arctan *4- C 

1 x 2 4- xa/2 4- 1 1 *V 7 2 

- log —- j= -- + -—— arctan-- + C 




- xV2 + 1 2 V 2 


1 


(x 2 4- 2* 4- 2)“ 1 4- arctan (x 4- 1) 4- C 
-x/(x 5 4- x + 1) 4 - C 

1 14-3 tan (x/2) 

— arctan--- + C 

V 5 V5 


Vl - d‘ 


V a 2 — 1 


arctan 


V— tan-) 

'A 1 4- a 2/ 


4 C 


log 


a + cos x + Yu 2 - 1 senx 


+ a cos x 


4- C 


x - ^V2 arctan ( V2 tan x) + C 



Soluciones a los ejercicios 


775 


30. —r arctan 
ab 


33. 

34. 


G' 


tan x\ + C 


31. - 


a(o sen x + b cos x) 
32. (tt/ 4) - I log 2 


4- C 


l x \ 


£x\/3 - x 2 4- | arcsen I /- I + C 


—V 3 — jc 2 + C 


35. V3 


- x 2 - V X 3 log ^ 


\V3/ 

V3 — x 2 4- V 7 3j 


+ C 


36. \/x 2 4- x + | log (lVx 2 + x + 2x + l) + C 

37. %xVx 2 + 5 + | log (jc + V'jc 2 + 5) + C 

38. 

39. 

40. 


Vx 2 4 - x 4- 1 - i log (2x 4- 1 + lVx 2 + x + 1) + C 
log (2x + 1 4- 2Vx 2 + T) 4- C 

V2 - x - x 2 V2_ (V2 - x - . 


+ — log! 


V2 

4 


\2x + 1 


• arcsen 


+ C 


6.26 Ejercicios de repaso (pag. 328) 


1. /(jc) + /(1/jc) = l(logx) 2 

2. fix) = log V3/(2 4- cos7) 

4. 1 


5. 

6 . 

7. 

9. 

10 . 
12 . 
13. 


(a) -A 

(a) x > 1 


(b) 

(c) 


' 4 7r(4x 4- 2) 

j x(x 4- l)(x 4- 2) 


t/x 


F(ax) - F(a); Fix) - - + e; 



(a) No existe tal funcion (b) — 2 1 log 2 (c) \x ± 1 

(a) gQx) = 3 e 2x g{x) (b) g(nx) = ne (n ~ 1)x gix) (c) 2 (d) C = 

/(x) = b xla g(x), siendo g una funcion periodica con periodo a. 

(a) — Ae~ a (b) \A (c) A 4 1 — \e (d) e log 2 — /I 

(b) c 0 + + «(« - l)c 2 + «(« — !)(/* - 2 )c 3 


2 


?n m 

(c) Si p(x) = c k x k , entonces / <n| (0) = ^ k ! 

fc =0 *=o 


e* 


16. (a) §x 2 (x 4- |x|) 

1 Ixl 

(b) x - Jx 3 si |x| <; 1 ; x — |x |x| + si ]x| > 1 

(c) 1 — e~ x si x > 0 ; e x — 1 si x < 0 

2 Ixl 

(d) x si |x| < 1; 5 X 3 4- si |xj > 1 
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Soluciones a los ejercicios 


17. 

/« 

= V(2 

'.X + l)/7r 





18. 

(a) 

1(1 - 

e~ 2 ') (b) i 

ir(l - e~ u ) 

(c) 

M' - 

e~ 2l (2t + 1)] 

19. 

(a) 

log 3 - 

-2 log 2 (b: 

1 No existe ningiin 

x real 


20. 

(a) 

cierta 

(b) falsa 

(c) cierta 

(d) falsa 

si x < 0 

25. 

(d) 

fV‘r 

Jo 

” dt = 

n h \ 

-Zii 

Jk=0 




27. 

(a) 

fit) = 

2\/ / — 1 si 

/ > 0 





(b) 

fit) = 

t — jf 2 + | si 0 < / < 1 





(c) 

/(') = 

f - Jf 3 + i s 

i 





(d) 

/«- 

O 

VI 

/(/) = - 1 

si 

/ > 0 


28. 

(b) 

c n = 

2 t ( * - D! 

log* 2 

(c) 6 = 

log 2 

(d) 

e 2 Li (e 2x ~ 2 ) 


k =1 


29. giy) = —e v \ todo_y 

30. (b) constante = f 


Capitulo 7 


7.8 Ejercicios (pag. 348) 

55\/2 , , V2 

8. (b) + R, donde \R\ £ ^ < 2 ' 10 

9. 0.9461 + R, donde |/?| < 2 ■ \0r* 


7.11 Ejercicios (pag. 356) 

1 . 1 + x log 2 + jx 2 log 2 2 

2. cos 1 + (cos 1 — sen l)(x — 1) — |(2sen 1 + cos l)(x — l) 2 + «(sen 1 — 3 cos l)(x — l) 3 

x 3 x 4 59jc 5 x 6 

3 x — x 2 -H-- - 

62 120 8 

4. a — 0, 6 = 1, c — —| 


5. 

_ 2 

3 

10. 

1 

15. i 

20. 

-2 

25. 

-*/2 

6. 

ajb 

11. 

1 

16. 

-1 

21. 

8 logo 

26. 

e ~H2 

7. 

2 

3 

12. 

log tf/log Z> 

17. 

-1 

22. 

1 

6 

27. 

e 1/6 

8. 

1 

6 

13. 

1 

3 

18. i 

23. 

1 If 

28. 

1 

2 

9. 

1 

2 

14. 

1 

2 

19. 

1 

24. 

e 3 

29. 

.1 

2 


30. a = 2; li'mite = f 

33. /(0) = 0; /'(0) = 0; /"(0) = 4; li'mite = e 2 

7.13 Ejercicios (pig. 362) 

1 - 0 - 3 1 

1. 3 i. 5 

2. -2 4. -i 


5. (a/6) 2 

6 . i 



Soluciones a los ejercicios 
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7. 

1 lV2a 


9. 

1 


11. 

#*» + D/2 

8. 

-2 


10. 

__ 1 

3 


12. 

>(o 2 - b 2 )/(a 2 b 2 ) 

13. 

6 cuando x: -*• 0; 

4/tt 

cuando x 

—► 7tJ2 




14. 

0}|9J 

II 

m 

1 

II 







15. 

a=4; 6 = 1 







16. 

(a) T(x) = tan | 

X — 

i sen x 

(b) S(x) = |x 

— 1 sen x (c) -2 

17. 

tE/L 








At cos 







18. 

2k 







7.17 

Ejercicios (pag. 371) 






1. 

0 

8. 

e/2 

15. 

0 

22. 

1 

2. 

1 

9. 

+ TO 

16. 

1 

23. 

e e 

3. 

X 

3 

10. 

1 

17. 

-1 

24. 

g lh 

4. 

1 iVb 

11. 

0 

18. 

1 

25. 

_ 1 

2 

5. 

i 

Tt 

12. 

0 

19. 

e 

26. 

log 2 

6. 

1 

13. 


20. 

1 

27. 

1 

2 

7. 

0 

14. 

0 

21. 

•/<? 

28. 

c = i; limite = 


29. \ 

30. c = 1; limite = \\/3 

32. (b) 11,55 anas (c) 11,67 anos 


Capitulo 8 


y = e 3x — e 2x 


8.5 Ejercicios (pag. 381) 
1 

2 

3. y 


y - I * 2 + kx 


IvS 

3 X 


4 cos x — 2 cos 2 x 


4. y = x 2 - 2 + 2e-* 2/2 

5. x = le 2t + §e~ ( 

6. = (x + C)/senx 

14. y = (V2e 2x + e 21 - e x ) 2 

15. y = 1 /(x 2 - x + 2 - e~ x ) 

16. y = (x 3 - x) 2 

17. y — 1 /(x 2 + x — x 2 log x) 

/ _1_ ^2—®\l/2 

18. (a) _y 
20. (a) v 


Ce to + 2 


G? 3 * - 1 


’■ -K 1 + 

8. j =sen x + C/senx 



10. y = xT(x) + Cx 

11. fix) = 1 + log x 

12. Solo la funcion dada 


(b) 


e x + e 2-x^/2 
2x ) 


(c) f 


b +2 

b - 1 


e ix + 2 C 
e 3x - C 


senh x 


b - 1 
b + 2 


siendo C = 


(b) y = 


siendo C = 
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Soluciones a los ejercicios 


8.7 Ejercicios (pag. 390) 

1. 100(1 — 2~ I/1B ) = 4,2 por ciento 

2. Cuatro veces la cantidad inicial 

3. (a) T = (log n)/k (b) w(t ) = (b - t)/(b - a) 

4. 256(1 -e '/ 8 ) si 0 < t < 10; 16 + 166e- 0 2 ' si t > 10 

6. v -* V wg/A 

1 

7. (c) 54,5 min (d) T = — [I + (600 - /)A + (1400A - 1 )«--*•'] 

8. 55° 

9. 8,85 Kg 

10. 24,81 Kg 

13. Para la ecuacion (8.20), x = ; para la ecuacion (8.22), a = Mk 

15. x=/V7^1 + exp| — M ) * k(u) dn 

16. (a) 200 Millones (b) 217 Millones 

17. (a) 0,026 por ano (b) 0,011 por ano; 260 Millones 450 Millones 

18. clxjdt = kx( I — at); x = x 0 e k ' u ~"'' l2) ; curva (d) 

8.14 Ejercicios (pag. 401) 

1. y = c 1 e 2j: + o 2 *'~ 2j: 

2. y = Cj cos 2x + c., sen 2x 

3. y = c 1 ! 4- c 2 e ix 

4. y = Cj + c 2 e~ u _ 

5. v = e r (c 1 cos V 2x 4- c., sen \ 2x) 

11. y = s — 

12. y = —cos (5x — 15) 

a , , 6 

13 y = gbtx- v + - donde a 

■ 2 2 

14. v = 2e' 2j, (cos x + sen x) 

15. u{x) = sen 5x; r(x) = sen 3x 

16. u(x) = 6(e ix — e~ J ')/5; i'-(x) = e x — e 31 

17. k — n 2 TT 2 \ f k (x) = Csen nnx (n = 1, 2, 3, . . .) 

19. (b) No (c) si A ^ 0 la condicion es a 1 — a 2 7^ nTr/k 

20. (a) y" — y = 0 

(b) y" —4y' + 4y = 0 

(c) y" + y‘ + ly = 0 

(d) y" + 4y = 0 

(e) y" - y = 0 

8.17 Ejercicios (pag. 408) 

1. y = c 1 e J ' + c.,e~ x - x 

2. ' y = c-je 1 + c, - 2x - x 2 - Jx 3 


6. y = c 1 £- r + r 2 e- 

7. y = ^(fj cos x + r 2 senx) 

8. y = <?■'’((’ 1 cos 2x + c 2 sen 2x) 

9. v = c“ J '(C] + c.,x) 

10. v = e r (c l 4- c 2 x) 




Soluciones a los ejercicios 
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3. y = c x e~ x 4 c 2 4 2 x 3 

4. y = cos \ 2x 4 c 2 sen \ 2x) — 4 4- -i-C + -j-.v 3 

5. y = c,e x + c 2 e ix +-£r + + \x 2 

6 . 4 = eye- x + c.,c ' ix — tit + — JC 2 — - 3 -r 3 

7. y = (c, + ixr)e 2x + c.,e" 2x 
8 . 4 = ('! cos 2.v 4 e 2 sen2jr 4 -|e~ 2x 

9. y = eye 2x 4 (r 2 4-jJf)e x 

10. v = c t e 2x 4 c„e x + -je 2x 

11. y — eye 2x 4 (c 2 4 + \e 2x 

12. y = (fj + c 2 x 4 ^x :i )e x 4 .r + 2 

13. y = (<'1 4 eyx - log |x|)e~ x 

14. y = <4 sen x 4 (<4 4 log |csc x 4 cot jc| ) cos x — 2 

15. y = c 1 £> 3 ' 4 r 2 e~ x 4 (e x — e~ x ) log (1 4 e x ) — xe x — I 

16. y = (<4 4 4 3 «r x 4- r 2 e~ 2x — -g — -j(e x 4 £ _2x ) log (1 4 e x ) 

/(c, 4 f 2 jc)e _3x s ' ■* < 1 o x > 2, 

17. v = 

\(n 4 bx)e fc 4j si 1 < x < 2 

18. 4 = fje 3x 4 c 2 e"' 3x 4 gxe 3x 

19. y = (fj — Jx)cos 3 jc 4 (c 2 — jg) sen 3x 

20. y = (cy — £jr)cosx 4 c 2 sen.* 

21. y — Cj cos * 4 (c 2 4 2 x)sen * 

22. y = q cos 2x 4 c 2 sen 2x + x cos x 4 2 senx 

23. y = 14 cos 2x 4 c 2 sen2;c 4 Arsen x — § cos x 

24. y = <4 4 c 2 e 3x — le 2x (l sen x 4 cos x) 

25. y — q sen x 4 c 2 cos x 4 -£$e 2x (l sen lx — cos lx) 

8.19 Ejercicios (pag. 414) 

1 . 2\/2 

2. ±140*r 

3 . A = C, m = k , fl = ol — 2 7 t 

4. 4=3 cos 47 tjc 

5. C = (4 2 _4 t ; 2 ) 1 ' 2 

6. y = j\/6, 4" = —124 = — 4 V6 

nx 

7. 4 = — /I sen — , siendo .4 positivo 

(sen / 4 1 — cos t si 0 < t <. 2n, 

8 - /»= . 

(sen t si / > 2tt 

9. (a) \l{2n\/2) (b) R <2 

10. r{t) = igt 2 - ct 4 log |l - 

11. #■«) =ct 4c| -^log^l 
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Soluciones a los ejercicios 


12 . 


WVn 

r(t) = — log 


w 

w — kt 


8.22 

1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 
11 . 
12 . 

14. 

15. 


Ejercicios (pag. 421) 

y' + s=o 

y + 2y = 0 
yy' — a = 0 
xy' + y = 0 
2a+' — y = 0 
(* 2 -/ - 1 )/ 

(x 2 + 2 xy - y 2 


6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 


(a 2 - 1)/ - 2aj = 0 

(a: — 1)/' — A_y = 0 
(x 2 — 4)y — y = 0 
v' + v tan a = 0 

'/ +/ 


V i - 


+ 1=0 


- 2 a y = 0 

— 2)/ — _y 2 — 2A_y + a 2 + 2 = 0 
a + + = — 1 es a la vez una curva integral y una isoclina 
j = Cx + C 2 ; envolvente: + = —}a 2 


8.24 Ejercicios (pag. 424) 


1. 

/ = |a 4 + C 


6. 

y = Cix - 

- \)e x 

2 . 

cos a = Ce 1/m * y 


7. 

arctan y + arcsenA = C 

3. 

yiC + log |a + 

!|) = 1 

8. 

a + yxi 

+ A 2 ) = Ca 2 

4. 

y ~ 2 = Ciy - 

l)e x 

9. 

y\x + 2 ) 

= Cix - 2) 

5. 

y 2 + 2Vl ~ a 2 

= C 

10. 

1 + / = 

CaV 2 


11. (y + |)e~ 2! ' = e T (cos x — sen a) + C 

12. a 2 - 1 = C(y 2 + 1 ) 

13. /(a) = 2e x ~' 

14. f(x) = "\/ 5a 2 + 1 

15. fix) = -log(l + A 2 ) 

16. fix) = ±1; fix) = sen (a + C) ; tambien, aquellas funciones continuas cuyas graficas 
pueden obtenerse uniendo porciones de las curvas y = sen (a + C) con porciones de 
las rectas y = + 1 . Uno de tales ejemplos es /(a) = — 1 para a < 0, /(a) = sen (a — In) 
para 0 < a < 37 T, /(a) = 1 para a > 3w 

17. fix) = C 

18. fix) = Ae*l c 

19. fix) = 0 

20 . fix) = 0 


8.26 Ejercicios (pag. 429) 


2. 

x 2 +y 2 =C 

9. 

3. 

y = a log \Cx\ 

4. 

a 2 + / = Ca 4 


5. 

+ 2 = C(a 2 + y 2 f 

10. 

6. 

a 2 + 2Cy = C 2 , C > 0 


7. 

II 

1 

tj 

11. 


a , , 

8 . arctan —I- log = C 


y x y 

- --- + log - = C 
a y a 


tan 


y 


2a 
(a +y) 3 


Ce x 

= c x y 



Soluciones a los ejercicios 
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8.28 Ejercicios de repaso (pag. 434) 


1. 3x-2 y = C 

2. x 2 — y 2 = C 

3. x 2 +y 2 -Cx + 1=0 

4. 2x 2 + y 2 = C 

5. 2/ - x 2 = C 

6 . y 2 = x + C 

1 

12. j = --xlogx 

13. f{x) = Cx n , o f(x) = Cx 1 * 

14. /(x) = Cx*'\ o fix) = C* 1/(2n > 

6 x 


7. 

xy 

= C 



8. 

f 

— log (sen 2 x) 

= c 

9. 

(x 

- C) 2 

+ / = 

C 2 -1 

10. 

X 2 

+ y 2 - 

- C(x 4 

<N 

+ 

11. 

J : 

= — 2x 

log x 


16. 

T = 

= 10 - 

- e*- 1 ); 

m l<s 
II 

-Q 

17. 

7 = 

= — 6x 2 + 5x 

4 1 

18. 

5*). 

6 seg 




19. 


2t rR 2 Vh 

9A U 


seg, siendo K el radio de la base y h la altura del cono 


20. y =e x 

21. / = -Jx + Cx~ 112 para x > 0, O / = -Jx para todo x 

22. m = - 1; y 2 log | yj = \e~ 2x + Cy 2 

23. (a) a = 0, b = £ (b) fix) = 2x»' 2 

24. (b) y = e ix - e ~ x3/3 

25. (a) l/(/ + 1) gramos en t anos (b) 1 gramos' 1 anos'i 

26. [1 - i(2 - V2)/] 2 gramos en t anos 2 anos 

27. (a) 365<r 2 - 6S( ciudadanos en t anos (b) 365(1 - <r 2 > 85 ') defunciones en t anos 

28. 6,96 mi/seg = 25 056 mi/h 

29. (a) Mi'nimo relativo en 0 (b) a = §, b = - 8 - (d) § 

30. (b) Minirno (c) I 


Cap'itulo 9 


9.6 Ejercicios (pag. 445) 


1. 

(a) 

2/ 

(b) - 

-i (c) 

i- 

-4/ 

(d) 

18 + i 

(e) -4+|/ (0 1 +' 


(g) 

0 

(h) 1 

4 i 




(e) V 2 


2. 

(a) 

\/2 

(b) 

5 (c) 

1 

(d) 

1 

(f) V 65 

3 . 

(a) 

r = 

<35 

II 

»• (b) 

r = 

3,0 = 

= -b' 

(c) r 

= 1,0 =77 |(d) r = 1, 0 = 0 


(e) 

r = 

2\/3, 9 

= 5tt/6 

(o 

r = 

i,0 = 

i" (g) 

r = 2)/2, 0 = Jw 


(h) 

r = 

2\/2,e 

= -Jtt 

(0 

r = 

iV2. 

0 = —Jit 

(j) r = J, 0 = -Jtt 


4. (a) y = 0, x arbitrario (b) x > 0,/ = 0 (c) Todo x y todo y (d) 

y arbitrario; o y = 0 , x arbitrario (e) x = 1 , y = 0 (f) x = 1 , _y = 


x o 
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Soluciones a los ejercicios 


9.10 Ejercicios (pag- 453) 

1. (a) i (b) -2i (c) -3 (d) 1 (e) 1 +« (0 (1 + 0/\ / 2 

(g) V2 i (h) -i 

2. (a) y = 0,x arbitrario (b) x = y = 0 (c) x = 0, y = (2n + IK siendo n un 

entero cualquiera (d) x = \,y — + 2mr, siendo n un entero cualquiera 

3 . (b) z = 2mri, siendo n un entero cualquiera 

6. c_ k = + ®-*) P ar f k ~ •. 2 , ,n 

10. (c) iV3 +R — £V 3 + Ji, -/ __ __ 

(d) a + bi, -a - W, -6 + ai, b - ai, siendo a = ij2 + V2 y b = £^2 - \ / 2 

(e) a — bi, —a + bi, b + ai, —b — ai, siendo a y b los de (d) 

11. (a) 1, e-* 12 , e-” (c) -n < arg(zj) + arg(z 2 ) < n 

13. B — A/(b — ai 2 + aoii) 


Capitulo 10 


10.4 Ejercicios (pag. 467) 


1 . 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

12 . 

(a) 

Converge 

(b) 

1 

2. 

(a) 

Converge 

(b) 

-1 

13. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

3. 

(a) 

Divergente 



14. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

4. 

(a) 

Converge 

(b) 

i 

5 

15. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

5. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

16. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

6. 

(a) 

Divergente 



17. 

(a) 

Converge 

(b) 

e 2 

7. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

18. 

(a) 

Divergente 



8. 

(a) 

Divergente 



19. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

9. 

(a) 

Converge 

(b) 

1 

20. 

(a) 

Divergente 



10. 

(a) 

Divergente 



21. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

11 . 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

22. 

(a) 

Divergente 




23. N > 1/e 

24. N > 1/e 

25. N > 1/t 

26. N > 1/e 

27. *>V2 T< 

28 ‘ N > log (9/10) 


34. c) Sea s n 



n -1 / 

+k 

0 ' 



y definamos 


U 


del mismo modo como una 


suma de 1 a n. Las dos sucesiones {s„} y {t„} convergen hacia la integral \^j\x)dx. 


10.9 Ejercicios (pag. 477) 

22. (a) 1 (b) 2e - 3 (c) e + \ 
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23. (b) 5 

24. (a) Identica (b) No identica (c) No identica (d) Identica 


★10.10 Ejercicios sobre desarrollos decimales (pag. 479) 


1 . 

2 . 


4 

9 

51 

99 


3. 

4. 


2 00 
9 9 

41 
'3 3 3 


5. 


10.14 Ejercicios (pag. 486) 


1 . 

Divergente 

8 . 

Convergente 

2 . 

Convergente 

9. 

Divergente 

3. 

Convergente 

10 . 

Convergente 

4. 

Convergente 

11 . 

Divergente 

5. 

Convergente 

12 . 

Convergente 

6 . 

Convergente 

13. 

Divergente 

.7. 

Convergente 

14. 

Convergente 

15. 

Convergente para s > 1; divergente para 

i ^ 1 


16. 

Convergente 



17. 

Convergente 



18. 

Convergente 



10.16 Ejercicios (pag. 490) 



1 . 

Convergente 

7. 

Divergente 

2 . 

Convergente 

8 . 

Convergente 

3. 

Convergente 

9. 

Convergente 

4. 

Divergente 

10 . 

Divergente 

5. 

Divergente 

11 . 

Convergente 

6 . 

Divergente 

12 . 

Divergente 

13. 

Convergente 



14. 

Convergente si 0 < r < 1, o cuando x = 

= kir, k entero cualquiera 


10.20 Ejercicios (pag. 499) 

1. Condicionalmente convergente 

2. Condicionalmente convergente 

3. Divergente para s < 0; condicionalmente convergente para 0 < s < 1; absolutamente 
convergente para s > 1 


4. Absolutamente convergente 

5. Absolutamente convergente 

6 . Absolutamente convereente 

7. Divergente 

8 . Divergente 

9. Divergente 


10. Condicionalmente convergente 

11. Absolutamente convergente 

12. Divergente 

13. Absolutamente convergente 

14. Absolutamente convergente 

15. Divergente 
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Soluciones 

a los 

ejercicios 

16. 

Absolutamente convergente 

21 . 

Divergente 

17. 

Absolutamente convergente 

22 . 

Condicionalmente convergente 

18. 

Absolutamente convergente 

23. 

Divergente 

19. 

20 . 

Condicionalmente convergente 
Condicionalmente convergente 

24. 

Condicionalmente convergente 


25. Divergente para j < 0; condicionalmente convergente para 0 < s < 1; absolutamente 
convergente para s > 1 


26. 

Absolutamente convergente 

38. 

Todo z # 1 que satisfaga U| < 1 

27. 

Absolutamente convergente 

39. 

|z| < e~ llK 

28. 

Divergente 

40. 

Todo z 

29. 

Absolutamente convergente 

41. 

Todo z / 0 que satisfaga0 < |z — 11 

30. 

Absolutamente convergente 

42. 

Todo z ^ -1 que satisfaga j2z + 3| 

31. 

Absolutamente convergente 

43. 

Todo z — x + t'y con x > 0 

32. 

Absolutamente convergente 

44. 

Todo z que satisfaga |2 + l/z| > 1 

33. 

z = 0 

45. 

Todo z que satisfaga [2 + l/z| > 1 

34. 

Todo z 

46. 

Todo z t 4 0 

35. 

Todo z que satisfaga |z| <3 

47. 

[at — A - 1 < rr/4, k entero cualquiera 

36. 

Todo z 

48. 

I* ~ k\ < 7t/6, k entero cualquiera 

37. 

Todo z excepto enteros negativos 



10.22 Ejercicios de repaso (pig. 506) 



1 . 

(a) 0 




(b) Converge si c < 1; el h'mite 

es 0 si c < 1 ; el h'mite es 1 si c = 1 ; diverge si c 

2 . 

(a) 1 (b) el mayor de los dos numeros 

i a y b 

3. 

+ la 2 



4. 

1(1 + V~5) 



5. 

0 



7. 

Divergente 



8 . 

Convergente si s < divergente si s > i 


9. 

Convergente 



10 . 

Divergente 



11 . 

Divergente 



14. 

c <3 



15. 

a > 3 



17. 

a 

Cuando a > —1, el h'mite es — 

• cuando a < — 1. el h'mite es 0 


a 

+ 2 


10.24 Ejercicios (pig. 513) 



l. 

Divergente 

6 . 

Convergente 

2 . 

Convergente 

7. 

Convergente 

3. 

Convergente 

8 . 

Convergente 

4. 

Convergente 

9. 

Divergente 

5. 

Convergente 

10. 

Convergente si j > 1; divergente si s 


VI VI 
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11. C = I; la integral tiene el valor { log f 

12. C = la integral tiene el valor | log | 


13. C = |\/2; la integral tiene el valor 

14. a — b — 2e — 2 

15. a = l; b = 1 - ll 

7 T 

16. (b) Divergen ambas 

17. (c) Diverge 



Caphulo 11 


11.7 

1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 


Ejercicios (pag. 526) 


/■ = 2; convergente para 
r = 2; convergente para 
r — 2 ; convergente para 
r ~ 21 convergente para 
r = convergente para 
r = e\ convergente para 
r = 1 ; convergente para 
r = 4- oo 

r — 4; convergente para 
r = 1 ; convergente para 


W < 2 

|z| < 2, z ^ 2 
\z + 3| < 2, z ^ -1 
|z| < i 
|z| < J 

|zj < e 
|z + 11 < 1 

M < 4 

|z| < 1 


r = 1 
r = 1/e 

r = 4- cc si a = kn, k entero; r = 1 si a # kn 
r = e~ a 
r = max {a, b) 
r = min (1/a, 1/6) 


11.13 Ejercicios (pag. 536) 

1. |jc|<1; 1/(1 +x 2 ) 

2. |x| < 3; 1/(3 -x) 

3. jjcj < 1; xl(l-x) 2 

4. jjcj < 1; -x/( 1 + x) 2 


5. 


1 


log(l +2x) 


1 + 2r 


2x- 


6. — I < x < 

7. —2 < x < 2; 

8. Todo x\ e~ x * 


—log (1 - 2x) 

2 x 

- arctan - 
x 2 
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9. Todo x; x 3 (e x — 1 — x — |x 2 ) si x ^ 0, 0 si * =0 


10. Todo 


(x - D : 


si x 1 ; J si x = 1 


22 . - 


Vl 2 97 


98! 


23. a a = 4\/2, =0, a 2 = 5v / 2, a 3 =0, a i = nrV'2 

11.16 Ejercicios (pag. 542) 

(n + 3)(/i - 2) 


L 0,1+2 (n + 2){n + 1 ) 


a n para n > 0; /(x) = 1 — 3x 2 


2 . < 2 „ 


in + 4)(« - 3) 


a,, para n > 0 ; /"(x) = 2 x 


” +S ~ (« + 2)(« + 1) 

3. Todo x 

4. Todo x 

5. Todo x; a = 1, 6 = 0 

6 . Todo x; fix) = e x2 

7. Todo x; f(x) ~ e x — x — 1 

8 . Todo x; fix) = cos 2x 

9. Todo x; fix) = x + senh3x 

12 . / = 1 + x + x 2 + f-x 3 + • • • 

13. y = X + £x 4 + Jjx 7 + yffg-X 1 " + • • • 

14. y = -j-x 2 + iV-V 5 + oio* 8 + ssW* 11 + • • • 


10 

-v-3 


2 a n x n 

-7T 


n =0 


16. v = c 0 | 1 + 4 - 2 - 

7 °\ 4; (2 ■ 3)(5 ■ 6 ) • • • [(3« - 1) • (3//)] 


GO 

2<T 


V 3n-J-1 


17. 

y = c o^\ 

18. 

«1 = - 1 , 

19. 

o' 

II 

<3 

20 . 

(c) V 2 

21 . 

(b) V3 


(-irx 2 


- 2 -4 

i 

= 0, i 

7 

“ 8 ! ’ 




+ Oil X + 

n=1 

i-ir+Jx 2 "- 1 


(3 ■ 4)(6 ■!)■■■ [(3n) ■ (3/7 + 1)] 


•(2/7)/ 1 M 42 1 ■ 3 • • • (2/7 - 1) 

W = 1 


fix) = (x + 1 )e~ 2x 
sen x cos x — 1 


si x * 0 ; /( 0 ) = l; fin) = - 2/n 
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Capitulo 12 


12.4 Ejercicios (pag. 551) 

1. (a) (5,0,9) '(b) (-3,6,3) (c) (3, -1,4) (d) (-7,24,21) (e) (0,0,0) 

5. x = 1(3Ci - c 2 ), y = |(2c 2 - q) 

6 . (a) (x + z,x + y + z,x + y) (c) x = 2 , _y = 1 , z = — 1 

7. (a) (x + 2z, x + _y + z, jr + 4- z) (b) Un ejemplo : x = —2, = 2 = 1 

8 . (a) (x + z, x + y + z, x + y, y) (c) x = — 1, 7 = 4, z = 2 
12. Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. 


12.8 Ejercicios (pag. 558) 

1 . (a) -6 (b) 2 (c) 6 


(d) 0 (e) 4 

(b) A(B + C) = 64 


2. (a) 04 ■ fl)C = (21,28, -35) (b) A ■ (B + C) = 64 (c) (A+B)-C=12 

(d) /((B C) =(30,60, -105) (e) A/(B • C) = , - , ~) 

5. Un ejemplo : (1, —5, —3) 


6 . 

Un ejemplo : x = — 2, y = 1 


7. 

C =|(-1, -2,2), D = J(22, -1, 10) 


8 . 

/ 5 7 1 —5 —7\ 

C = -A-(l, 2 , 3, 4, 5), />-^. 44 . 33 .- 88 . 55 -) 


9. 

(a) V74 (b) VT4 (c) \/53 (d) 5 


10 . 

(a) ( 1 , - 1 ) 0 (- 1 , 1 ) (b) ( 1 , 1 ) 0 (- 1 , - 1 ) 

(d) ( b , -a) 0 (- 6 , o) 

(c) (3, 2) 0 ( 

11 . 

(a) — 7 = (4, —1, 5) (b) —7= (—2, —3, 1) (c) 

V42 V 14 

■ 4 = 0 . 0 , 1 ) 

V 2 


(d) —7=. (—5, —4, —1) (e) — 7 = ( — 1, —5, 4) 

V 42 V42 


12 . 

/I y B, C y D, C y E, D y E 


13. 

(a) ( 2 ,- 1 ) y (- 2 , 1 ) (b) ( 2 , 1 ) y (- 2 ,- 1 ) 

(d) ( 1 , 2 ) y (- 1 ,- 2 ) 

(c) ( 1 , 2 ) 

14. 

Un ejemplo : C = ( 8 , 1, 1) 


15. 

Un ejemplo : C = (1, —5, —3) 


16. 

P = H<3, 4), <2 = o 2 s( — 4, 3) 


17. 

P =|(1, 1, 1, 1), <2 = *( —3, — 1, 1,3) 



- 2 ) 


18. ±—( 0 , 1 , 1 ) 

Vl 

20. La suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo cualquiera es igual a la 
suma de los cuadrados de las diagonales. 

22. 4; 12V 2 
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1 / 7 2-5 —14\ 

23. C = *0.2, 3, 4, 5), ^nl'S’rT’T) 

24. C = lA, D = B — tA, siendo t = (A ■ B)/(A ■ A) 

12.11 Ejercicios (pag. 563 ) 

1. 

2. f B 

6 3 - 2 ^ / 6 3 — 2 \ (~ 6 “ 3 2 \ 

3 ‘ (a) 7*7* 7 (b) \7’7’ 7 / y \ 7 ’ 7 ’7/ 

5. 0, VH, v"A 

6. 7tt/8 

8. 7r/6 

9. 0 

10. b) La ecuacion es valida para re j cualesquiera si cos 6 = 1; si cos 6 ^ 1 la unica 
solucion es x = y — 0 
14. Todas excepto b). 

17. c) Todas excepto el teorema 12.4 a). 

18. a) Todas 


12.15 Ejercicios (pag. 571) 

1. (a) x=y=\ (b) x = -\, y= | (c) * = 4, y = -1 

(d) x = l, y = 6 

2 . * = y = | 

3. AT = 3, T = -4 

7. Todas t ^ 0 

9. (c) 7/ - 4(» + j) 

10. (b) j = B - A, k = |(C — B) (c) J(15/l - 145 + 5C) 

11. {A}, {B}, {C}, {£»}, {/l, B}, {A, C), {A, D}, {B, C}, {C, D) 

12. (a) Independiente (b) Un ejemplo|: D = A (c) Un ejemplo: E = (0,0,0, 1) 

(d) Eligiendo E = (0, 0, 0, 1) , itenemos X = 2A + B — C + 3E 

13. (c) t= 0,\/2,-V2 

14. (a) {(1,0, 1,0), (0, 1,0, 1), (2, 0, —1,0)} (b) El conjunto dado (c) El conjunto dado 

17. {(0, 1, 1),(1, 1, 1), (0, 1,0)}, {(0, 1,1), (1,1, 1), (0,0,1)} 

18. {(1, 1, 1, 1),(0, 1, 1, 1),(0,0, 1, 1), (0,0,0, 1)}, 

{(1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 1), (0, 1,0, 0), (0, 0, 1,0)} 

19. L(U) 9 L(T) c L(S) 

20. Un ejemplo |: A = {E u £„}, B = {E 1 + E 2 , E 2 + E n , . . . , E n _ x + E n , E n + 


12.17 Ejercicios (pag. 575) 

1. (a) -1-/ (b) -1+/ (c) 1-/ (d) — 1 + / (e) -l-i 

(f) l-i (g) -/ (h) -1+2/ (i) -3-2/ (j) 2/ 



Soluciones a los ejercicios 

2. Un ejemplo : (1 + /, —5 — 3/, 1 — 3/) 

8. 77-/3 

9. 3A - B + 2C 


Capitulo 13 


13.5 Ejercicios (pag. 584) 

1. (b),(d), y (e) 

2 (a) y (e) 

3. (c), (d), y (e) 

4. (b), (e), y (f) 

5. (a) No (b) No (c) No 

6. A, B, C, D, F estan alineados 

7. Se cortan en (5, 9, 13) 

8. (b) No 

9. (a) 9/ 2 + 8r + 9 (b) J\/65 

13.8 Ejercicios (pag. 590) 

1- (C) y (e) 

2. (a), (b), y (c) 

3. (a) x = 1 + t, y = 2 + s + t, z = 1 + At 

(b) x = s + t, y = 1 + s, z = s + At 

4. (a) (1,2,0) y (2, -3, -3) (b) M = {(1, 2,0) + s(l, 1, 2) + /(—2, 4,1)} 

6. (a), (b), y (c) x - 2y + z = -3 

7. (a) (0, -2, -1) y (-1, -2,2) 

(b) M = {(0, -2, -1) + s(-l, 0, 3) + t{ 3, 3, 6)} 

8. Dosejemplos: (—5,2,6) y ( — 14,3,17) 

9. (a) Si (b) Dos ejemplos: (1,0, —1) y ( — 1,0,1) 

10. (-2,f,-f) 

11. (a), (b) y (c) No 
13. x -y = -1 


13.11 Ejercicios (pag. 597) 

1. (a) (-2,3, -1) (b) (4, -5,3) (c) (4, -4,2) (d) (8,10,4) 

(e) (8,3, -7) (f) (10,11,5) (g) (-2, -8, -12) (h) (2, -2,0) 

(i) (-2,0,4) 


2 . 

3. 

4. 
6 . 
9. 


(a) 


± V 26 f ‘ 


-4,3,1) (b) 


1 


V2054 


(-41,-18,7) (c) 


±-=( 1 , 2 , 1 ) 

V6 


(a) ^ (b) fV 35 (c) i\/3 

8/ + j — 2k 

(b) cos 0 es negativo (c) V 7 5 

(a) una solucion es B = —i — 3A (b) i — j — k es la unica solucion 
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11. (a) Tres posibilidades; D = B + C — A = (0, 0, 2), D = A + C — B — (4, 2,2), 

D = A +B - C =_(—2, 2, 0) (b) |V6 

12. -4; 8a/3; -£\/3 

13.14 Ejercicios (pag. 602) 

1. (a) 96 (b) -27 (c) -84 

2 . 0, V2, -V2 

3. 2 

6. (a) (2b — 1)/ + bj + ck, siendo bye arbitrarios (b) — \i + 

11. -3/4-27+5 k 

14. (b) 2 

15. (b) \/2005/41 

17. x = 1, _y = —1, 7=2 

18. x = 1, j = — 1, z = 2 

19. x = 1, j =4, z = 1 


(c) 1 (d) 


(c) 


13.17 Ejercicios (pag. 607) 

1. (a) (-7, 2, -2) (b) — 7x + 2y - 2z = 0 (c) -7x + 2_y - 2z 

2- (a) (i |, -|) (b) -7^-1, | 

3. 3x — + + 2z = —5; 9/V14 

4. (b) j^V6 

5. (a) (1, 2, -2) (b) x + 2y - 2z = 5 

6. lOx — 3^—72 + 17 =0 

7. Dos angulos: n/3 y 27r/3 

8. x + 2y + 9z + 55 = 0 

9. X(t) = (2, 1, -3) + t( 4, -3, 1) 

10. (b) N = (1, 3, -2) (c) t = 1 

(e) x + 3y - 2z + 19 = 0 

11. x + V2y + z = 2 + V2 

12. 6 

^< 7 ,- 8 .- 3 ) 

14. x — y + z = 2 

15. (f,0,|) 

17. *(/) = (1, 2, 3) +r(l, -2,1) 

19. (b) P = -^(5, -14,2) 


(d) 2x + 3/ + 2z + 15 = 0 


13.21 Ejercicios (pag. 615) 

3. r — edj(\ — esen0); r = ~ed/( 1 + e sen 0) 

4. e = 1, d = 2 

5. e d = 6 

6. e = 3 , d = 6 

7. e = 2, </ = 1 

8. e = 2, d = 2 


-9 
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9. 

e = 

1 , <* = 

4 



10 . 

cf = 

5, r = 

25/(10 ± 3 cos 0+4 sen 0) 



11 . 

d = 

5, r = 

25/(5 + 4 cos 0 + 3 sen 0) 



12 . 

d = 

JV 2 , 

r = l/(cos 0 + sen 0 + 1 / 2 ), r = 

l/(cos 0 + sen 0 

-j/ 2 ) 

13. 

(a) 

r = 1,5 

x 10 8 /(1 + cosO); 7,5 x 10 ? Km 

II 

x 10 7 /(1 


2.5 x 10 7 Km 


13.24 Ejercicios (pag. 621)) 

1. Centro en (0, 0); focos en(±8, 0); vertices en (±10,0); e =£ 

2. Centro en (0,0); focos en(0, ±8); vertices en (0, ±10); e = § 

3. Centro en (2, —3); focos en(2 ± a/ 7, —3); vertices en (6, —3), (—2, —3); 

4. Centro en (0, 0); focos en(±|, 0); vertices en (±f, 0); e 

5. Centro en (0, 0); focos en(±/3/6, 0); vertices en (±/3/3, 0); e = | 

6. Centro en ( —1, —2); focos en( — 1, 1), ( — 1, —5); vertices en ( — 1, 3), ( —1, 

7. lx 2 + 16/ = 7 


„ (* + 3 ) 2 , (y - 4 ) 2 , 

8. -77 H 7 — 1 


9. 

10 . 


16 9 

(x + 3 ) 2 (y - 4 ) 2 
9 + 16 

(x + 4 ) 2 


= 1 


4- (y - 2 ) 2 = 1 


(x - 8) 2 (7 + 2) 2 


12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 

22 . 


(* - 2) 2 O' - D 2 

16 + 4 

Centro en (0, 0); focos en(±2\/41,0); vertices en (±10, 0); e — A 41/5 

Centro en (0,0); focos en(0, ±2\/41); vertices en (0, ±10); e = V41/5 

Centro en (—3, 3); foccs en(—3 ± "\/5, 3); vertices en ( — 1, 3), (—5, 3); ( 

Centro en(0, 0); focos en(±5,0); vertices en (±4,0); e = 5/4 

Centro en (0, 0); focos en(0, ±3); vertices en (0, ±2); e =f 

Centro en(l, —2);focos en(l ± VH, —2);vertices en|(3, —2),( —1, —2); i 

^ = j 

4 12 


- x‘ 


1 


- - y — = \ 
4 16 


(y - 4 ) 2 - 


(x + l ) 2 


8 Q + 3 ) 2 5(x - 2 ) 2 


cos 6 ); 

? = V7/4 
-7);e=| 


= V~5/2 
= iVn 


23. 


27 


27 
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24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 


4a: 2 — / = 11 
Vertice en (0, 0) 
Vertice en (0, 0) 
Vertice en (-£-, 1) 
Vertice en (0, 0) 
Vertice en (0, 0) 
Vertice en (—2, 


directriz a = 2; 
directriz a: = —| ; 
directriz a = — f; 
directriz y = — 3 ; 
directriz y = 2; 
f); directriz ' y = 


eje y = 0 
eje y = 0 
eje j = 1 
eje a: =0 
eje a- = 0 
—eje ,v 


v 2 = 8a 

(a + 4) 2 = -8 (y - 3) 

(y + l) 2 = 5 (a -i) 

(a - f) 2 = 2 (y + 1) 

(y - 3) 2 = — 8(a - 1) 

a 2 — 4a_v + 4 y 2 + 40a + 20y — 100 = 0 


-2 


13.25 Ejercicios varios sobre conicas (pag. 623) 

3. B > 0, A = |(1 4- V 5 )B 

\. %bh 

5. 16tt 

6 . (a) -I (b) 2rr (c) 48n-/5 

7. a 2 '12 4-//16 = 1 

8. a 2 — 2xy -h y 2 — 2x — 2y — l 

9. y 2 — 4a 2 — 4y + 4a = 0 

10 . (a) e = VlKp + 2 ); focos en(V2, 0 ) y (— V 2 , 0 ) (b) 6a 2 — 3y 2 = 4 

15. (b) y = Cx 2 , C *0 

16. (4,8) 

17. (a) a = | a (b) 2.1 pq 2 = 4 a 3 

18. (a -|) 2 +(y — f) 2 =| 
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14.4 Ejercicios (pag. 632) 

1. F'(t) = (1, 2t, 3 t 2 + 4t 3 ); F"(t) = (0, 2, 6?, 12r 2 ) 

2. F'(t) = (—sent, sen2f, 2 cos 2f, sec 2 t); F"(0 = (— cos t,2 cos 2t ,—4 sen2?, 2sec 2 /tan /) 

3. F'(/) = ((1 - / 2 r 1/2 , -(1 - F 2 )' 1/2 >; F"(r) = (/(l + t 2 )-* 12 , -t(l + r 2 ) 3/2 ) 

4. F'(t) = (2e t , 3e‘); F"(/) = (2e‘, 3<4) 

5. F'(f) = (senlh t, 2 cosh 2t, —3e~ 3t ); F"(t) = (cosh t, 4 senh 2 1, 9e~ 3t ) 

6. F'(t) = (2//(l + ? 2 ), 1/(1 4- t 2 ), — 2//(l 4- t 2 )); 

F"(t) = ((2 - 2f 2 )/(l + ; 2 ) 2 , — 2r/(l + t 2 ) 2 , (fit 2 - 2)/(l + t 2 ) 3 ) 

8. (|, I, e - 1) 

9. (1 - iV2,iV2, log| a/2) 
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/ 1 + e 1 4- e\ 

10. ^log —,1 - log J 

11. (l,e — 2, 1 - 2/e) 

12. 0 

15. G'(0 = F(t) x F”(i) 

20. F(t) = {F A + IFB + tC + D 

22. 7"(1) = A, 7(3) = <6 + 3 log 3N 

23. F(x) = e x (x 4-1 )A — eA 

14.7 Ejercicios (pag. 641) 

1. i>(t) = (3 - 31 2 )/ + 6tj + (3 + 3 t 2 )k; a(t ) = -6/» + 6y + 6tk; y(r) = 3v/2 (1 + l 2 ) 

2. v(t) = — sen t i 4- cos fy 4- e'A; a(/) = —cos ti — sen tj + e l k; v(t) — (1 4- e 2f ) 1/2 

3. v(t) = 3(cos / — / sen t)i + 3(senf 4- t cos t)j + 4 k ; a(t) = —3(2 sen t + t cos t)i + 

3(2 cos t — t sen t)j; v(t) = (9/ 2 + 25) 1/2 

t t 

4. v(t) = (1 — cos t)i 4- sen tj + 2 cos - k ; a(t) = sen t i 4- cos t j — sen - k ; i>(r) = 2 

5. v(t) — 6ti 4- 6t 2 j + 3k; a{t) — 6/ 4- 12 tj; v(t ) = 6t 2 4- 3 

6. »(/) = »' + cos tj + sen/A; «(?) = —sen tj 4-cos t k; v(t ) = \2 
9. A = a6«< 3 , B = a 2 <u 3 

11. (b) 8<? 4( /cos 2 0 

15. (a) *(/) =4 cos It, y(t) = 3 sen 2l (b) x 2 /16 +//9 = 1 

16. 37/4 


14.9 

1 . 

2 . 


Ejercicios (pag. 646) 


(a) 

(a) 


T = iVV2 ( -3/ 4- 4y + 5*); IV = -|i - fy 

r = -(1 + C 2 ”)-02/ + <>*(1 + A; AT = 


(b) « = 12\/ 2 7 + 6/V 
(1 + e 2v )i + e 2 ”j + c"/c 
(1 +e 2 ”) 1 / 2 (l + 2e 2 *) 1/2 


(b) a = (1 + e 2 ')- 1 /V’'7 + (1 + 2e 2 *y' 2 N] 

3. (a) 7 = fi + | A; N = j (b) a = 6/V 

4. (a) 7 = /; /V = -J\/2 (y 4- A); (b) a = V2 IV 

5. (a) 7 = K2f_+ 2j + k); N = £(/ 4- 2y - 2*) (b) « = 127 + 61V 

6. (a) 7 = \V2i + \j + \k; N = -\\?2 j + \\ r 2 k (b) a = N 

9. Contraejemplo para b) y d): movimiento sobre una helice 

11. Un ejemplo: r(0 = 2j<? 2! cos t dt i 4-2je 2< sen tdtj 4 - e 2t k; v(t) forma un angulo 

constante con k, pero a(t) nunca es cero ni paralelo a v(t) 

12. (a) Contraria a las agujas del reloj (b) 3 (c) 2 tt/V'3 

13. x 2 /3 + y 2 )4 = 1 

14. _y 2 = 4x; y 2 = 8 - 4x 

15. (b) Nil HAll sen0 

14.13 Ejercicios (pag. 655) 

1. 8a 

2. V2(e 2 -1) 
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3. 2 v*a 

4. 4(a 3 - b 3 )/(ab) 


5. 2al cosh ^ Vcosh 7 


- lj - Via 


/ V2 cosh (T/2) + v cosh 7+ 

106 \ -TTvl ) 


6. 2V2 n 

7. 50 

8. V2 log (1 + V2) 

9. |co| Vfl 2 + 6 2 0i - Co) 


10. Jfv 71 + [^X^)] 2 f/y 

26\/TT - 16 


11 . 


27 


13. (a) 

14. (c) csenh 


/: 


V1 + e 2 * </.*■ 
2 


16. f(x) = A: cosh 


(b) 


J>4 


dt 


(M 


o /(*) = k 


19. t<r) = 1+2/; 3 unidades de tiempo 


14.15 Ejercicios (pag. 659) 

1. (1) - 7 V (2) (1 + 2^)1/2(1 + ^)-3/2 (3) (4) IV 2 (5, -+ (6) J 

1 

||jS||sen 0 
4. (a) ;c = z 
7. * = ||«||/M| 2 

9. a=|, b = 2; se cortan en (0, 0) 

10. Vertice en —i cos 0 /l + £ cos 2 0 £ 

11. (a) a(/) = |tt- — 5/ 2 (b) n(/) = 5 sen 5 1 2 i + 5 cos 5 t 2 j 

12. V2i + V2j 


14.19 Ejercicios (pag. 665) 

1. v(t) = u r + /k 9 ; a(/) = —tu r + 2u e \ *(/) = (2 + / 2 )(1 + / 2 )“ 3/2 

2. (a) »(/) = u r + tu e + A; a(/) = — tu r + 2» e ; «(/) = (/ 4 + 5/ 2 + 8) 1/2 (2 + / 2 )~ 3/ 2 
(b) arccosv" 2/(2 + / 2 ) 

3. (b) \-n — t 
5. 32 


6 . 


(b) 1 (c) = 

a(0) = 7T 


V 1 + c 2 


(c 2ffC — 1 ) si c # 0 ; 1 ( 0 ) = 2 tt-. a(c) = 


c 


4c 


si c 5 ^ 0 
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7. (a) 3 tt/ 16 (b) 2 + log (2 + y/l) 

8. \-n{-n 2 + 1) 1/2 + | log ( w + V7T 2 + 1) 

9. V2 (e” - 1) 

10. 4 

11 . 8 __ 

13. (a) (0 2 4- l) 3 ^ 2 /(0 2 + 2) (b) \ 2 (c) \\/2 + V 2 (d) |V2 

15. t — t cot a ; bianco en el origen, punto de partida del cohete r = r 0 , 9 = 0; 

a es el angulo, 0 < a < it, determinado por v y — r; para 0 < a < mj 2 el camino es 

una espiral para la que r —> 0 cuando $ crece indefinidamente; para a — it 12 es una 
circunferencia en torno al origen; para tt/2 < a < tt es una espiral para la que r 
crece indefinidamente cuando 6 crece indefinidamente. 

16. Tomese como eje x positivo la recta que va desde la position observada a cuatro millas 

de distancia a la base de lanzamiento. Continuese a lo largo de esta recta tres millas 

(para evitar la posibilidad de que el proyectil vuelva a la base) y despues se sigue la 

espiral r = p elVx 

17. log \J x 2 + y 2 + arctan (y/x) = C 


14.21 Ejercicios de repaso (pag. 671) 

1. tan a = tan 0/(2 + tan 2 0) 

3. (c/wt 2 ,2c/m) 

4. (a) y — y a — m(x - * 0 ) + cjm; tangente en (x 0 + cjm 2 ,y 0 + 2cjm) 
(b) y - y 0 = m(x - x 0 ) - cm 2 ; tangente en (x u + 2 cm, y 0 *+ cm 2 ) 

6- (yi - Vo)(y - Jt'o) = 2 c(jt + Xi - 2x g ); x L y = 2y x x - x t y t ; 

(*i - x 0 )(y - jo) = 2(y 1 - y 0 )(x - x 0 ) - (x 1 - x^ - y 0 ) 

7. (a) (0,4) 


(b) Escribir (2 = (0 , b(x)). si /"(0) ^ 0 entonces b(x) 0) 
En cualquier otro caso |fi(;c)| — -f oo cuando x ->-0. 


+ f 7 (oj cuando x 


8. r 


1 + c 
2 


cuando c 


0 


0 . 


13. (2,1), (-2, -1) 

14. Wi 


15. 3* 2 —j 2 =3n 2 ; —j- -*■ —|— 
r 3 36 a 

21. (a) f(0) = A: sen (0_+ C), o f(0) = k 
(b) /(0) = Ce°l^* 2 -\ donde k 2 > 1 
/(O) = (2/A:) sec (0 + C), o /(0) = 


(c) 


2/A- 


15.5 Ejercicios (pag. 680) 


Capitulo 15 


1. si 


2. si 


3. si 


4. si 
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5. 

No 


13. 

si 


21. 

si 





6. 

si 


14. 

No 


22. 

si 





7. 

si 


15. 

si 


23. 

No 





8. 

si 


16. 

si 


24. 

si 





9. 

si 


17. 

si 


25. 

No 





10. 

si 


18. 

si 


26. 

si 





11. 

No 


19. 

si 


27. 

si 





12. 

si 


20. 

si 


28. 

si 





31. 

(a) 

No 

(b) No 

(c) 

No 

(d) No 






15.9 

Ejercicios (pag. 686) 









1 . 

si 

2 

5. 

si ; 

1 

9. 

si ; 

1 

13. 

si , 

n 

2. 

si 

2 

6. 

No 


10. 

si ; 

1 

14. 

si 


3. 

si 

2 

7. 

No 


11. 

si ; 

n 

15. 

si 

n 

4. 

si 

2 

8. 

No 


12. 

si ; 

n 

16. 

si 

/2 

17. 

si 

dim 

= 1 + \n si n es 

par. 

+ 1) si n es impar 




18. 

si 

dim 

= 3 « si n es par , 

l(n + 1) si n es impar 





19. 

si 

k + 1 









20. 

No 











21. 

(a) 

dim = 

3 (b) 

dim = 

3 

(c) dim = 

2 

(0) 

dim = 2 




23. (a) si a # 0 y b ^ 0, el conjunto es independiente, dim — 3; si a 6 b escero, el con- 

junto es dependiente ; dim = 2 (b) independiente , dim = 2 (c) si a ^ 0, indepem 

diente ,dim =3; si a = 0,dependiente, dim = 2 (d) independiente; dim = 3 

(e) dependiente; dim = 2 (f) independiente dim =2 (g) independiente dim = 2 

(h) dependiente; dim = 2 (i) independiente; dim = 2 (j) independiente; dim = 2 

15.12 Ejercicios (pag. 694) 

1. (a) No (b) No (c) No (d) No (e) si 

_ / J \ 

8. (a) e 2 + 1 (b) g(x) = blx -——j, b arbitrario 

10. (b) -—- a H--— b (c) g(t) = a j /--- j, a arbitrario 

11. (c) 43 (d) g{i) = a(l — ft), a arbitrario 

12. (a) No (b) No (c) No (d) No 

13. (c) 1 (d) e 2 - 1 

14. (c) n!/2 n+1 

15.16 Ejercicios (pag. 706) 

1. (a) y (b) J\/3(l,l, 1),_^/6(1, -2, 1) 

2. (a) ‘V2(l, 1,0,0), -iV6(-l,l,2,0), 3(1, -1,1,3) 

(b) iV3 (1,1, 0,1), ^0.-2, 6.D 
6 . § — 2 log 2 3 
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7. e 2 - i 

8. 4(c' - e~ l ) + -x; 1 - 7e~ 2 

e 

9. it — 2 sen x 

10 . i-ix 

Capitulo 16 


16.4 Ejercicios (pag. 714) 


1 . 

Lineal ; 

dimension del nucleo 

0 , rango 2 

2 . 

Lineal; 

dimension del nucleo 

0 , rango 2 

3. 

Lineal ; 

dimension del nucleo 

1 , rango 1 

4. 

Lineal ; 

dimension del nucleo 

1 , rango 1 

5. 

No lineal 



6. 

No lineal 



7. 

No lineal 



8. 

No lineal 



9. 

Lineal ; 

dimension del nucleo 

0 , rango 2 

10 . 

Lineal; 

dimension del nucleo 

0 , rango 2 

11 . 

Lineal; 

dimension del nucleo 

0 , rango 2 

12 . 

Lineal; 

dimension del nucleo 

0 , rango 2 

13. 

No lineal 



14. 

Lineal ; 

dimension del nucleo 

0 , rango 2 

15. 

No lineal 



16. 

Lineal; 

dimension del nucleo 

0, tango 3 

17. 

Lineal; 

dimension del nucleo 

1 , rango 2 

18. 

Lineal; 

dimension del nucleo 

0, rango 3 

19. 

No lineal 



20 . 

No lineal 



21 . 

No lineal 



22 . 

No lineal 



23. 

Lineal ; 

dimension del nucleo 

1 , rango 2 

24. 

Lineal ; 

dimension del nucleo 

0 , rango n + 1 

25. 

Lineal; 

dimension del nucleo 

1 , rango infinite 

26. 

Lineal ; 

dimension del nucleo infinita, rango 2 

27. 

Lineal; 

dimension del nucleo 

2 , rango infinite 


28. N(T) es ei conjunto de las sucesiones constantes; T(V) es el conjunto de las sucesio- 
nes con li'mite 0 

29. d) {1, cos x, sen x} es una base para T(V); dim T(V) = 3 e) N(T) = S f) Si 
T(/) = c/ siendo c^O, entonces ceT(V) con lo que tenemos f(x) = c 1 +c 2 cos-x + c sen x; 
si c, =0, entonces c = it y j(x) = c, cos x + c 2 sen x, donde c 1 , c 2 son arbitrarias y 
no simultaneamente nulas; si * 0, entonces c = 2ir y j(x) = c donde ci no es nula 
pero arbitraria. 
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16.8 Ejercicios (pag. 725) 


3. 

si ; 

3 

II 

II 

4. 

si ; 

x = u, y = — v 

5. 

No 


6 . 

No 


7. 

No 


8 . 

si ; 

x = log a, y = log y 

9. 

No 


10. 

si 

x = a - 1 , y = v - 1 

11 . 

si 

x = l(v + u), y = \(v - a ) 

12 . 

si 

x = l(v + u), y = J( 2 y - «) 

13. 

si 

x = w, y = v, z = u 

14. 

No 

X = H, _y = l 2 v, z = > 

15. 

si 

16. 

si 

x = «, 31 = 1 ’, Z = w-H- 

17. 

si 

x = u - l, y = v - 1 , z = 

18. 

si 

x = « - 1 , y = v - 2, z = 

19. 

si 

1 

II 

N 

1 

II 

s 

II 

20. 

si 

x = - y + tv), >’ = *(f — 

25. 

(S 4- Tf = S 2 + ST + TS + r 2 ; 


i (w — u + v) 


(5 + Tf = S 3 + TS 2 + STS 4- S~T + ST 2 + TST + T 2 S + T 3 
26. (a) (ST)(x,y, z) = (x +y + z, x + y, x); (TS)(x,y, z) = (z, z + y, z 4- y + a); 
(.ST - TS)(x,y, z) = (jc + y, x - z, -y - z); S-(x, y, z) = (x,y, z): 

T 2 (x,y, z) = (x, 2x + y, 3x +2y + z); 

(57’) 2 (x,j, z) = (3x + 2y + z, 2x + 2y 4- z, x + y + z)\ 

( TSf(x,y, z) = (x + y + z, x + 2y + 2z, x + 2y + 3z); 

(ST - TSf = (2 x + y - z,x + 2y + z, -x 4- v 4- 2z); 


(b) S~ J (u, V, w) = (w, V, 11 ); T~'(it, v, M ) = (u, o - 11 , w - »); 

(ST)-\u, v, h>) =(w,v - w, 11 - c); (TSTHu, v, »■) = (»' - 0,0 - 11 , 11 ) 

(c) (r - I)(x,y, z) = (0, x, x + j); (r - /) 2 (x, v. -’) = (0, 0, x); 

(r - /)"(x, y, z) = (0,0, 0) si 11 >3 

28. (a) Dp(x) = 3 - 2x 4- 12x 2 ; 7>(x) = 3x - 2x 2 + I2x 3 ; (DT)p(x) = 3 - 4x 4- 36x 

(TD)p(x) = —2x + 24x 2 ; ( DT - TD)p(x) = 3 - 2x + 12x 2 ; 

( 7 - 2 £> 2 - D 2 T 2 )p(x) = 8 - 192x (b) p(x) - ax, a un escalar cualquiera 

(c) p(x) = ox 2 + b, a y b escalares cualesquiera (d)Todo/> de V 

31. (a) Rp(x) = 2; Sp(x) = 3 - x + x 2 ; Tp(x) = 2x + 3x 2 - x ;i + x 4 ; 

(ST)p(x) = 2 4- 3x - x 2 + x 3 ; (TS)p(x) = 3x - x 2 4- x 3 ; (TSfp(x) = 3x - x 2 + x 3 

(T 2 S 2 )p(x) = -x 2 + x 3 ; (S 2 T 2 )p(x) = 2 + 3x - x 2 + x 3 ; (TRS)p(x) = 3x; 

(RST)p(x) = 2 

(b) = {/> | /z(0) = 0}; fl(K) = {/? | es constante}; 7V(5) = {p | p es constante ’ 

S(n = V; N(T) = {Oj; T(V) = {p \ p(0) = 0} (c) 7^ 4 = 5 

(d) (rs)" — I — R\ S n T n = l 

32. T no es uno a uno en V porque aplica toda sucesion constante en la misma sucesion. 
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16.12 Ejercicios (pag. 732) 


1. a) La matriz identidad I = (S,»)> siendo & it = 1 si j = k, y 8/1 = 0 si j ^ k 

b) La matriz cero O — (an), en la que cada elemento a] k = O. 

c) La matriz (c 4 jA .), siendo ((5 jA .) la matriz identidad de la parte a) 

TO 1 0 0 0“ 

p o oi ro i oi 

2 . (a) (b) (c) 0 0 1 0 0 


0 0 0 1 0 


3. (a) — 5i + Ij, 9/ - 12) 

fl 21 [3 01 

(b) 

Li -lJ Lo 3j 

r-2 01 T4 01 


-il p o' 
. i d’ Lo 3. 


L 0 2 J L 0 4J 

'-1 -1 2 

5. (a) 3/ +4 j + 4 k; dimension del nucleo 0, rango 3 (b) 1 —3 3 

-1 -5 5 

"2 0 - 2 " 

6 . 1 -1 1 

2 1 0 

"0 1 

7. (a) 714/ — j + k) = (0, —2); dimension del nucleo 1, rango 2 (b) 


0 1 1 

i, — 2 ); dimension del nucleo 1 , rango 2 (b) 

0 1 -1 

(d) e 1 =j, e 2 =k, e 3 = /, Wj = ( 1 . 1 ), w 2 = ( 1 , -1 


0 1 3 

0 0-2 


8 . (a) (5,0, —1); dimension del nucleo 0, rango 2 (b) 0 0 

1 1 

(c) t-j = /, e 2 = » +), Wj = ( 1 , 0 , 1 ), w 2 = ( 0 , 0 , 2 ), tv 3 = ( 0 , 1 , 0 ) 

'1 f 

9- (a) ( — 1 , —3, — 1 ); dimension del nucleo 0 , rango 2 (b) 0 1 


(c) <-!=/, e 2 = j — i, w 1 = ( 1 , 0 , 1 ), w 2 =( 0 , 1 , 0 ), w 3 = ( 0 , 0 , 1 ) 

ri 2i 


10 . (a) e 1 — e 2 ; dimension del nucleo 0, rango 2 (b) (c) a = 5, b 

5 4 


0 -1 
1 0 


-1 0 
0 -1 
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0 0 0 0 0 1 0 

0 1 0 0 0 0 4 

19. (a) (b) 

0 0 2 0 0 0 0 

0 0 0 3 0 0 0 

'0 -1 0 Ol ("0 

0 0 -2 0 0 

(d) (e) 

0 0 0 -3 0 

0 0 0 0 0 

20. Elljase (x 3 , x 2 , x, 1) como base para V', 
de TD es 



0 

0 

0 

0 


0 

0 

2 

0 

(c) 

0 

0 

0 

6 


0 

0 

0 

0 



'o 

0 

-8 

o" 

(0 

0 

0 

0 

-48 


0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


( x 2 , x ) como base para W. Entonces la matriz 


6 0 0 0 
0 2 0 0 
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16.16 Ejercicios (pig- 740) 

"3 4 

1. B + C = 0 2 , 


2 , -4B = 
5 


15 -14 

-15 14 


2. (a) 


r° ° o 

1 , CA■= 2 -8 4 

|_4 -16 8 

, a y 6 arbitrarios (b) 


/4(2fi - 3C) = 


4 

-2 

16 

-8 

-28 

14_ 

30 

-28 

-30 

28 


—2a a 
-26 6 


, a y 6 arbitrarios 


3. (a) a = 9, 6=6, o = l, d = 5 (b) a = 1, 6=6, c = 0, d - -2 


4. (a) 


6. /T = 


7. /I" = 


-9 -2 -10 

6 14 8 

-7 5 -5. 

'l «' 

0 1 

cos nO —sen nd 
sen nO cos nO 

i n(n + 1)1 


5 -4 
3 24 


12 -27 


8. A n = 


11. (b) 


0 1 n 

0 0 1 

1 o' 

-100 1 

a b , siendo bye arbitrarios y a es una solucion 

c —a cualquiera de la ecuacion a 2 = —be 

[a 0] , 

j) , siendo a arbitrario 


L° «J 

1 01 f-1 


1 0 
0 -1 


a b 
c —a 


siendo bye arbitrarios y a es una solucion 


cualquiera de la ecuacion a 2 = 1 — be 


13. C 


1 5 1 3 

2 2 


43 25 
4 4 
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14. (b) (A + Bf = A 2 + AB + BA + B 2 ; (A 4- B)(A - B) = A 2 + BA - AB - B 2 
(c) Para aquellos que conmutan 

16.20 Ejercicios (pag. 752) 

1- (i> y , z) = (f-, —t,"!') 

2. Ninguna solucion 

3. (x,y,z) =(1. -1,0) + f(-3,4, I) 

4. (x,y,z) =(1, -1,0) +/(-3,4, 1) 

5. (x,y, z, u) = (1, 1,0,0) + /(l, 14, 5,0) 

6. ( x,y,z,u) =(1,8,0, -4) +/(2, 7, 3, 0) 

7. (x, y, z, u, v) = /j( — 1, 1,0, 0, 0) + t 2 ( — 1, 0, 3, —3, 1) 

8. (x, y, z, u) = (1, 1, 1, -1) + /j( —1, 3, 7, 0) + /,(4, 9, 0, 7) 

9. (x,y,z) =(f,f,0) +t(5, 1, -3) 

10. (a) (x,y,z,u) = (1,6, 3,0) + r x (4, 11,7,0) + / 2 (0,0,0, 1) 

(b) (x, y, z, u) = (*, 4, if, 0) + 1(4, - 11, 7, 22) 



'-1 

2 

f 

1 

'14 

8 

3" 

12. 

5 

-8 

-6 

I 4 . 

8 

5 

2 


-3 

5 

4 


_ 3 

2 

I_ 


1-210 
0 1-21 
0 0 1-2 

0 0 0 1 

0 l 0-1 0 1 ~ 

1 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 -1 
-301000 
0 0 0 0 0 \ 

9 0 -3 0 1 0 


13. 


_5 


-1 

7 

3 


_ 1 

3 


15. 


16221 Ejercicios varios sobre matrices (pag. 754) 


3. P = 


4 . 


'2 1 
.5 -1. 


'0 

O' 


n 

0" 


a b 

.0 

0_ 

’ 

1 

0 

1_ 

, y 

_c 1 — a. 


, donde bye son arbitrarios y a es una solucion 
cualquiera de la ecuacion cuadratica a 2 — a + be = 0. 
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